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Sur les Opérations dans la théorie des formes algébriques. 
Par 


Mr. Aurrepo Capsxui a Naples. 


Les choses que je vais exposer dans ce mémoire ne sont pas seule- 
ment un résumé systématique de partie des résultats plus importants 
auxquels je suis parvenu dans mes travaux sur la théorie générale des 
formes algébriques. On y trouvera quelqu’ autre résultat et beaucoup 
de démonstrations nouvelles dont le but principal est de ramener, 
autant que possible, le mécanisme de la technique opérative des 
formes invariantives & ses éléments plus simples,-c’est-a-dire aux 
opérations de polaire, les seules dont l’usage est essentiel dans ce qui 
va suivre. 

On y trouvera aussi une démonstration simple et absolument 
rigoureuse de la possibilité de developper une fonction de m séries de 
variables suivant les puissances entiéres du déterminant des variables 
et les polaires de covariants qui contiennent seulement m—1 séries.*) 


§ I. 
Théorémes fondamentaux sur les relations entre les opérations. 


1. Dans ce qui va suivre nous désignerons ordinairement par 
une seule lettre, p. ex. 2, l'ensemble de plusieurs variables indépen- 
dantes %, %,, 2, ..., Zy, et nous dirons alors que x représente une 
série de variables de l’espéce v, ou bien, tout court, que x est une 
variable de l’espéce »v. 





*) Jai cru d’autant plus utile de donner ici cette démonstration que j'ignore 
qu’on n’ait donné jusqu’d présent aucune autre démonstration de ce théorame 
depuis mon mémoire: ,,Fondamenti di una teoria generale delle forme algebriche 
(Memorie della R°. Acc. dei Lincei 1882) ot j'ai établi ce théoréme par un 
procédé qui était peut étre un peu pénible et qui se trouve considérablement 
simplifié dans la démonstration que je vais en donner ici. 
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Nous considérerons toujours plusieurs séries de variables de méme 
espéce: 
L SMX» Ty Loy - +0) Ley 
Y= Yor Ys» Yo = Yr» 
BS Bq, 8, Boy «+ Be 


eer acl tp lies lias. 


et nous nous occuperons d’abord avec |’étude des opérations de la 
p 


forme : 

| D, y= % is + 4s -+- “+ Yy Ok, ’ 

Doe = & “oe tat: tear 
Des = % go + tet by oe, 


que nous appellerons opérations élémentaires. Nous dirons parfois 

qu'une opération élémentaire D,, est propre ou impropre suivant que 

ses indices représentent deux séries différentes de variables ou la méme 

série; car on sait, par le théoréme d’ Euler, qu’en effectuant une 
opération D,, sur une fonction homogéne f, de degré k, des variables 
Por Pry +++ Py,» On Obtient — 


Dy, +f = Po Dp, f+ py, $s +: +P Gh mk f. 


Mais, si l’on effectue une opération propre D,, sur une fonction /(p, q) 
entiére, homogéne et resp. des degrés k et h par rapport & chaque 
série, le résultat 


| D,,- f = % +4, feet gy BE 


sera évidemment une fonction aed et homogéne de chaque série 
p et q, des degrés respectifs k — 1 et h+ 1. 

| L’opération résultante de plusieurs opérations A’, A”, A’”’, 
effectuées successivement sur une méme fonction sera représentée par 
| le produit 

, oo Oa” - a" - a 

ot les facteurs opératifs se trouvent rangés, en allant de droite a 
gauche, dans l’ordre suivant lequel ils doivent s’effectuer. 


Sn 


2. Dans le cours de ce mémoire nous ne considérerons ordinaire- 
ment d'autres opérations que celles qui s’expriment par un aggregat 
rationnel et entier, 4 coefficients constants, des opérations élémentaires 
définies ci- dessus. Si l’on désigne donc par 


ee a * 








sw es 


ote 


ae 
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les N = n® opérations élémentaires 
Boe Dns Bess +5. Bees 
(1) Dyz; Dyy, Dys; sey Dy»; 


Dea, Dey, Des, eer Doo, 


qu’on peut former avec m séries de variables 7, y, ¢,...,v, l’expression 
plus générale d’une opération sera donnée par 

F(D,, D,, ..., Dy). 
F étant un symbole de fonction rationnelle entiére. Cependant il est 
important de remarquer qu’elle ne sera pas seulement caractérisée par 
la forme algébrique de la fonction F’, mais aussi par sa forme actuelle, 
c’est-&-dire par l’ordre suivant lequel se trouvent rangés dans chaque 
terme de F les facteurs opératifs D,, D,, D,,..., qui ne sont pas 
en général permutables entre eux. 


3. Relativement 4 une opération donnée 
A = F(D,, D,, ..., Dy) 
on aura & distinguer des espéces différentes de degrés, c’est-a-dire: 
a) le plus grand nombre de facteurs D,, D,,... égals ou 


distincts dont se composent les termes de F’, ce que nous appellerons 
le degré total ou simplement le degré de A. 


b) le plus grand nombre de fois que dans un méme terme de F 
se présente, comme premier indice, une certaine variable 7, ce que 
nous appellerons le degré de dérivation en x. 


¢e) le plus grand nombre de fois qu'une méme variable x se présente 
analoguement comme second indice, ce que nous appellerons le degré 
de multiplication en x. 


Cependant il faut bien remarquer que les degrés ainsi définis se 
rattachent essentiellement a la forme actuelle de lexpression de A et 
quils pourront quelquefois se diminuer en changeant opportunément 
la forme de l’expression de A. 


4. Nous dirons que deux opérations A et A’ sont égales si l'on 
ait identiquement 


Af=A'f 


pour toute fonction rationnelle entire*) f des variables qui entrent 


*) On verra dans ce méme paragraphe, que toute égalité entre deux opéra- 
tions peut toujours se déduire au moyen des relations fondamentales des types 
1, IL, UL données ci-aprés. Or, ces relations pouvant s’appliquer 4 une fonction 
quelconque , il s’ensuit que, si deux opérations sont égales d’aprés notre définition, 
elles donneront aussi le méme résultat lors méme qu'on les appliquera & une 
fonction de nature quelconque satisfaisante aux conditions ordinaires de dérivabilité, 


1* 


- — ———— 


i 
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dans la composition de A et A’, et nous appellerons degré irréductible 
dune opération donnée A la plus petite valeur du degré total des 
différentes opérations qui lui sont égales. 

On peut aussi définir d’une maniére analogue le degré irréductible 
de dérivation ou de multiplication par rapport 4 une série de variables. 


5. Les opérations élémentaires qu’on peut former avec des séries 
distinctes de variables de méme espéce, p, q,¢,s,... sont liées entre 
elles par des relations dont les plus simples sont données par les types 
suivants: 

Dy Dye — Dye Deg = 9, 
(I) Dy, Ds: — Ds: Daya — 0, 
Duy Dpg — Dpg Dog = 9. 


Deg Dy: ve Dy: Dg _ Dyo, 
(If) Dy Dopp ‘oni DypDyq — Dpq; 
Do qDpq _— DyqDaq — Dpya, 


(11) {DypDyq _ Dy Dep — Dy» — Dyq. 


Ces relations sont fondamentales, car toute autre relation entre 
les opérations peut toujours se déduire de celles-ci, ainsi qu’on le 
reconnaitra sans peine dans la suite de ce paragraphe. 

On pourrait aussi démontrer*), @ l’aide de ces relations, que les 
nm? opérations élémentaires (1) qu’on peut former avec m séries 
2, y, 2, t,..., u, v sont toujours exprimables comme un aggrégat 
rationnel entier de »-+ 1 dentre elles, par exemple par les n + 1 
opérations élémentaires: 


Buns Des: Des, Ds; es | | = | 


Mais nous ne nous arréterons pas 4 la démonstration de ce point qui 
a peu d’importance pour ce qui va suivre. 


6. Theoréme I. Si TT et TT’ sont deux produits de 4 opérations 
élémentaires, qui ne different que par Vordre de succession des facteurs, 
on aura identiquement 


TT = >) + x, 


ow les coefficients constants k; sont des nombres entiers, positifs ou négatifs, 
et les x; sont des produits de A — 1 opérations élémentaires. 

Considérons d’abord le cas ot TT et TT’ ne different que par |’échange 
de deux facteurs consécutifs D; et D;, de la sorte qu’on ait: 


*) V. Osservazioni sopra le relazioni che possono aver luogo identicamente 





fra le operazioni invariantive. (Rendiconti della R*, Accademia delle Scienze di 
Napoli, Giugno 1887). 





abhor Sih 
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T=A-D,D;-d, T’=A-D;D;- A, 


A et A’ désignant resp. les produits des facteurs qui précédent et qui 
suivent. On tire de la 
TT — 1’ =A-{D,D,; — DD} - dX, 


ce qui démontre le théoréme pour le cas considéré, car le facteur de 
deuxiéme degré peut se remplacer, en vertu des relations fondamentales 
(I), (II), (IID), par le zéro ou par un facteur de premier degré: 


é,:D. + &+D,. 


é, et «, représentant l’unité positive ou négative, ou bien le zéro. 
Maintenant, on peut ramener le cas général, ot TT et TT’ different 
par des échanges quelconques des facteurs, au cas précédent, en con- 
sidérant, ce qui est évidemment toujours possible , une succession limitée 
de produits TT,, TT,,..., Tl, tous composés des mémes facteurs de 
TT et TT’, telle que deux produits consécutifs queleonques de la succession 


TT, T, Tl, da Th, TT’ 
ne different que par une transposition de deux facteurs consécutifs. 
On aura alors d’aprés ce que précéde 

TT — TT, = 8% + & M%, 

T,— Th, = &%, + 8%, 

TT, — TT, = &%, + & my’, 


‘ 3 , 
Th— TT’ = &, Uy + & Mx , 
les é exprimant le zéro ou bien + 1, et les a étant des produits de 
4 —1 opérations élémentaires; et en sommant ces relations on en 


déduira 
TT — TT’ = za é-2 
ainsi qu'il fallait démontrer. 


7. Corollaire. Si A= F(Dz2, Dey, Des, ...) est une fonction 
de degré total 4, et A’ une operation qui coincide avec A si Von a 
regard seulement a sa forme algébrique, mais qui en différe par Vordre 
des facteurs opératifs, leur différence A — XA’ est une opération dont 
le degré irréductible ne peut supérer 4 — 1, et dont les coefficients seront 
des fonctions linéaires (ou coefficients numériques entiers) des coefficients 
de A. 

(a découle immédiatement du théoreme démontré en l’appliquant 
successivement & chaque terme de A et au terme correspondant de A’. 


8. Théoréme Il. Si D,, D,,..., Dy sont les n® opérations 
élémentaires (1) rangées dans un ordre choisi arbitrairement, une opération 
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quelconque A composée par ces opérations élémentaires peut toujours 
sexprimer par une somme de termes de la forme 


(2) nae a. ... 30. ae, 

a étant un coefficient constant (fonction linéaire a coefficients numériques 
entiers des coefficients de A) et uy, Mo, ---, Un des entiers positifs dont 
la somme ne peut dépasser le degré total de A. 

Ce théoréme étant évident pour les opérations A de degré égal a 
Yunité, supposons le déja démontré pour toutes les opérations A dont 
le degré soit égal ou inférieur 4 4—1, et proposons nous de le 
démontrer pour les opérations de degré 4. (a suffira évidemment pour 
établir la vérité du théoréme. 

A cet effet, étant donnée une opération quelconque A de degré 4, 
désignons par A’ l’opération qui se déduit de A en permutant dans 
chaque terme de A l’ordre des facteurs de maniére 4 les ranger dans 
Yordre fixé (2). On aura: 


A = >'p. De"... De. De, 
les 6 étant les mémes coefficients de A. Mais, les opérations A et 
A’ coincidant entre elles par rapport & la forme algébrique, leur 
différence A — A’ sera une opération réductible au degré 4 — 1, ainsi 


qu’on |’a vu tout a l'heure. On pourra donc l’exprimer, en vertu de 
notre hypothése, sous la forme 


A—A='p. Di”... De. DM, 


es y étant des fonctions linéaires (a coefficients numériques entiers) 
des coefficients de A et la somme des exposants uw, +----+ wy ne 


pouvant dépasser A—1. On trouve donc en additionnant cette expression 
lavec la précédente 


A= >) (b+): Di"... De. D™, 
ce qui démontre le théoréme. 

Nous allons en déduire quelques corollaires qui nous seront tres 
utils dans la suite. 

9. Corollaire A. Si les séries de variables &, 4, £,... ne 
sont pas contenues dans une fonction f qui dépend seulement des 
L,Y, 2, ++ toute autre fonction dédwite de f au moyen dopérations 
formeées avec les x, y,2,-.. et les §,,€,... peut aussi s'en déduire 
plus simplement au moyen des seules opérations élémentaires qui ont 
pour premier indice les x, y, 2, .- 

En effet, si A est une opération quelconque formée avec les 


ZY, #,.-. et les &, m, , ..., on peut toujours l’écrire, d’aprés le 
théoréme ci-dessus, sous la forme 
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A= >'a.1.17, 


TT désignant un produit d’opérations élémentaires D,, dont le premier 
indice p soit l'une des fz, y, 2,... et TT’ un produit d’opérations 
élémentaires ayants pour premier indice les &, 9, ,... . Mais la 
fonction f ne dépendant pas des &, 9, €,..., on aura évidemment 


WT’. fad 


i Vexception du cas ot TT’ se réduit a l’unité, Il reste done précisé- 
ment pour Af une expression de la forme 


Af= >)a.1.f, 


10. Corollaire B. Si ume fonction p des séries x, y, 2,... 
ait été déduite d'une fonction f des mémes séries au moyen d’opérations 
composées avec les x,y, 2,... et avec des nouvelles séries §,,€,..., 
elle pourrait aussi s’en déduire directement avec des opérations formées 
des seules 2%, y, #,.. 


En effet, si aprés avoir représenté m, comme tout a l’heure, sous 


la forme 
p= Dats, 


les TT ne contenant aux premiers indices que les 2, y, 2,..., et 
aprés avoir effectuées les opérations indiquées par celles des TT qui 
contiennent le &,,€,... au seconds indices, on y substitue partout 
le zéro au lieu des §, 9, €,... qui me se trouvent qu’au second 


membre, il restera 
o= Zz «.T7.f, 


ou dans le second membre ne sont restées que les TT formées exclusive- 
ment avec les 2, y, #,.. 


ce. q. f. d. 


11. Théoréme Il. Toute fonction entiére des n séries x,y, ...,U, ..0,V 
f= > a.m... ey woo a oof... 8, pen, 
homogéene et de degré a; par rapport a chaque indice i, c'est-d-dire 
telle que Von ait dans tous les termes 

A+ G++ += 4; 
peut toujours s’écrire sous la forme 
f=A.E 
en désignant par E la fonction monoterme : 
E= ayy’... uy 


et par J une certaine opération , composée avec les séries x, Y, ..+, Uy +++) V, 
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dont les degrés de dérivation par rapport aua séries 2, y,..., WU Ne 
dépassent pas les nombres «@,, @,..., Up respectivement. 
En désignant en effet par 
B’, 6", B, --  M, 
M1, Wy Wy vey ™, 
eo, ©, Gy .cge m™, 
m.p nouvelles séries de variables auxiliaires de méme espéce que les 
L, Y, 2, ++ +) Uy...) ¥, indépendantes entre elles et des a, y, ..., U, ..., v, 
on peut écrire, ainsi qu’on peut le vérifier immédiatement 
Ai te A oO, 0 6 O1 p,@2 @ q 
(3) aay... OP yyy... yr... ofoy...or =k. &.4,.£, 
ou 


__ Mm oO, n ay Fo OQ. a Oy, 
A, = Di, D%y....De4). De De... Dey .--D¥#, D'?, ...D® 


vw’ vw” wey”)? 
_ Hh nu a a 7) @2 4 6 @ 
A,—= Dp, Dj, ...D%,,- Dt, Di,...D%,, ...D'® D% ...Dey 


et 





k= a ee 1 , 
Mais, d’aprés l’article 10, on peut toujours transformer |’opération 


A,A,, & Paide des formules fondamentales (1), (II), (III), jusqu’a en 
éliminer les variables auxiliaires, et l’on obtiendra alors 


A,.A,.E=A.E. 


A étant une opération composée par les seules 2, y, 2, ..., 0; et 
Yon voit immédiatement que les degrés de dérivation de A par rapport 
& ces séries ne supéreront les nombres a@,, @,..., @» qui représentent 


les degrés de dérivation de Vopération A, . A, par rapport a ces 
mémes séries. 


12. Corollaire. Si D,, D,, ..., Dy, sont les opérations éleé- 
mentaires propres entre les n séries x, y,...,v, et Si Qi, Qoy- + 5 Q 
sont tous les termes de la forme 
(4) . ...4. 5 
dont les degrés de dérivation en x, y, ..., v ne dépassent pas resp. 
les nombres a, G@, ..., Gn, et que Von pose 

E = ai'ys".. . v8, 


entre les fonctions entiéres 
Q, £, Q,£, “* QE ‘ 
ne peut avoir liew aucune relation linéaire a coefficients constants. 








Opérations dans la théorie des formes. 9 
Il suffit de supposer dans le théoréme que précéde p= et 
d’observer 1°) qu’en vertu de ce théoréme et du théoréme II la fonction f 
peut se déduire de E par une opération composée de termes de la 
forme (4), 2°) que le nombre des termes distincts de f coincide pré- 
cisément avec le nombre ¢ des termes opératifs de cette forme (4). 
13. Le théoréme II peut se généraliser en deux sens différents 
au moyen de quelques modifications légéres de la démonstration que 
nous en avons donné. 
Soit # l’un quelconque des produits que l’on peut former avec 
les n? opérations (1), et désignons en général par 
(5) 4. Gos Oe - - oe 
les degrés de dérivation par rapport aux différents groupes de variables 
SO +208 
respectivement, et désignons analoguement par 
(5) Dry Jor Js» +++ ny 
les degrés de multiplication par rapport aux mémes séries. 


Si nous imposons aux degrés (5) et (5)’ des conditions de la forme 
(A) Ps (iy yy «+ +> ny Sts Jor ++ +r Jn) <q, 
Po (by, bay - + +> Uns tr Joo ++ +r Jn) < Cry 


. 


ot les m sont des fonctions rationnelles entiéres 4 coefficients réels et 
positifs, et les e des nombres positifs donnés, le nombre des termes @ 
qui satisfont & ces conditions sera évidemment limité. Maintenant nous 
imaginerons que l'on adjoigne, si l'on veut, & ces conditions des 
nouvelles conditions, de nature complétement arbitraire, pour les 
différences 
t, —Ji» ty — Jay sey tn — Jn 

et nous désignerons le systeme de ces nouvelles conditions par (B). 
On pourrait, p. exemple, imposer des conditions exprimables analyti- 
quement par des équations de la forme: 


W(t; — jis te — Joy ++ +9 in — Jn) = 9, 
Yo(t) — diy te — Jao -- > tn —jn) = 9, 


les ~ désignant des fonctions bien determinées quelconques. Ou bien, 
on pourrait imposer des conditions de nature arithmétique, p. exemple, 
que la somme 
(% ~$P + (% ~ £7 toot (in — jn) 

fat un carré exact etc. etc. 

Désignons par © lensemble de tous les termes @ qui satisfont 
simultanément aux conditions (A) et (B). Les termes dont se compose 
© peuvent s’écrire comme il suit: 
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0,, 0), 8,”, 0”; ian 
(6) ,, 0.', 0,”, 8,”, - 


Oe, Ge, Oe, Oo", .. 
en plagant dans une méme ligne horizontale tous les termes # qui ne 


different entre eux que par l’ordre des facteurs élémentaires. Cela 
posé, on a le théoréme suivant. 


” 


Théoréme Ill. Si O,, O,, ..., Og sont o termes choisis arbi- 
trairement resp. dans chacune des @ lignes horizontales (6), tous les 
termes (6) peuvent s’exprimer par wne somme de ces @ termes O,, . . ., Op 
multipliés resp. par des nombres entiers positifs ou négatifs. 

Supposons, en effet, qu’on ait déja démontré que tous les termes 
de ©, dont le degré total ne dépasse pas 4 — 1, sont exprimables par 
une somme de la forme 


a0, + a0, + - +++ @Qpo, 
les «@ étant des nombres entiers. I] suffira alors de démontrer, comme 
& Vart. 8, qu'un terme quelconque de degré 2, appartenant 40, sera 
aussi exprimable par une somme de la méme forme. 

Soit ©,“ un terme quelconque de © de degré 4. Le théoréme I 
nous apprend que la différence 0,‘“) — 0, est exprimable par une 
somme, & coefficients numériques entiers, de termes de degré 4 -— 1. 
Mais en examinant la démonstration du théoreéme I il est facile de 
s'apercevoir que ces termes de degré 4 — 1 feront eux mémes partie 
de ©. Car les formules fondamentales (I), (II), (III), en substituant aux 
termes de deuxiéme degré des premiers membres des termes de degré 
inférieur, n’augmentent jamais par cette substitution ni les degrés de 
derivation i,,%,,...,%,, mi les degrés de multiplication j,, J, - - +» jny 
et laissent complétement inaltérées les différences 7, —j,, i, — jo,...; 
in —jn- Donec, les termes 0,“ et 0, satisfaisant déja aux conditions 
(A) et (B), les termes de degré 4 — 1, par lesquels s’exprime leur 
différence, devront y satisfaire de méme. Ces derniers termes appar- 
tiendront done 4 © et conséquemment ils pourront s’exprimer, d’aprés 
notre hypothése, en fonction linéaire, & coefficients numériques entiers, 
des ©,, 0,,..., Og On aura alors: 


0,) _ 0, = «,9, + a,0, -{- oe a Oe 
0,\") == B,O, + BO, + --++ Be%, 


les 6 étant des entiers positifs ou négatifs. 


dou 


14. Une opération queleconque A, dont les termes appartiennent 
& ©, pourra donc s’exprimer sous la forme 


a, 0, + a0, + +--+ ap, 





Kel 
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les a@ étant des fonctions linéaires (a coefficients numériques entiers) 
des coefficients de l’opération A. 


Si l’on n’impose aux termes de © que la condition we <k, 
on a en particulier: 


Théoréme IV. Une opération quelconque de degré k peut aussi 
sexprimer par les mémes termes de la forme 


MN 3 2 a 
ae. U7... ..m, 
considérés au théoréme II, avec la condition > u ak, lors méme 


qu’on ait exécuté dans quelq’un ou dans chacun de ces termes wne per- 
mutation quelconque des facteurs élémentaires qui le composent. Seule- 
ment les valewrs des coefficients numériques entiers ax ne resteront en 
générale pas les mémes. 

On pourrait p, exemple dans l’expression d’une opération donnée 


par le théorémeII substituer au terme D! Df Di le terme Di" DE" Dt 
. D,D,D, ou bien la puissance [D,D,D,|* pourvu qu’on change con- 
venablement les coefficients de l’expression. 

15. Théoréme V. Entre les opérations mondmes de la forme 
@ Di"... DDD 
(ow entre ces mémes termes aprés avoir effectué dans chacun une per- 
mutation quelconque des facteurs D,, D,,...) ne peut avoir liew aucune 
relation linéaire a coefficients constants. 

Nous considérerons d’abord les termes de la forme (7) et sup- 
poseruns aussi que les » premiéres opérations élémentaires D,, D,,...,D, 
coincident avec les » opérations impropres Dz, Dyy, ..., Dov. 

Désignons par © l’ensemble de tous les termes de la forme (7) 
dont les degrés de dérivation par rapport aux w, y, 2,..., v ne dé- 
passent pas respectivement certains nombres 4, uw, ..., @, et sup- 
posons, sil est possible, qu’ils soient liés par une relation linéaire a 
coefficients constants. Soient, maintenant, @Q,°, Q", Q,°, .. +» Qx° les 
termes appartenants 4 © qui ne contiennent pas d’opérations élémen- 
taires impropres Dz, Dyy,..., Doo; et Qi, Qi, Qi", ... les autres 
termes de © qui ne different de Q; que par des facteurs impropres 
Disey Boge + + « Dave 

Soit, s'il est possible 


(8) Ps a; Qi = 0, 


i,j 
une relation linéaire 4 coefficients constants «;; dont on veut supposer 
l'existence, Si on l’applique & la fonction mondme =a y(’ , . ., vg, on 


aura en particulier 











12 A. Care.tt. 


(9) a Qj - QF = 
i,j 
Mais il est aisé de voir que les résultats 
QF, OF, Q F,... 


ne different entre eux que par un facteur numérique. On a, en effet, 
d’aprés notre hypothése: 


t t. t 
Qi) = Qi! . Des see Dyy Die) 


ta, to, . . ., t; tant des exposants resp. inférieurs 4 4, 6,.. ., 9, 
et par conséquent 

QO F = 14.y'*... 0, OF. 
On peut done écrire: 

«0 QO F + ai QF + 2Q0 F +--+ = gi(4’, O,-++, 0) ° Qo F, 
oi g; est le symbole d’une fonction rationnelle entiére des arguments 
1’, w, --- @ dont les degrés par rapport & 2’, w’,..., @ ne peuvent 
supérer resp. les nombres A, w, ..., @, et dont les coefficients sont 
les Gig, Hi1, Big, -.. - 

La relation (9) devient ainsi 

1=h 

Ps gi(d, wv; a ati. 9) . Qo F = 0. 

i=1 
Mais pour toutes les F qui ont des exposants 4’, w’,..., 0, resp. égals 
ou supérieurs aux nombres 4, uw, ..., @, ne peut subsister (art. 12) 
aucune relation linéaire 4 coefficients constants entre les résultats 
Q,°F, Q,°F, ..., Q°F. On aura done nécessairement pour tous ces 
systemes de valeurs 

g(r’, w,..-, 0) = 0. 

Maintenant, la fonction entiére g;,(4’, w,..., 9) devant s'annuler 
pour un nombre infini de systemes de valeurs de ses arguments, chaque 
argument pouvant prendre un nombre infini de valeurs indépendam- 
ment des autres, elle doit étre identiquement nulle, daprés un théoreéme 
bien connu d’algébre. On aura donc: 


Go = 0, =O, aeg—O0,--- - 


La relation (8) ne peut donc se vérifier que pour des valeurs nulles 
des coefficients c. q. f. d. 


16. Désignons maintenant par 0’ l’ensemble des mémes termes 
© apres avoir effectué dans chacun d’eux une permutation quelconque 
des facteurs élémentaires, et supposons, s'il est possible, que les termes 
©’ soient liés par une relation linéaire a coefficients constants. Alors, 
les termes © pouvant toujours s’exprimer (art. 14) en fonction linéaire 











aoa 
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des 0’ et réciproquement, une relation linéaire devrait aussi avoir 
lieu entre les termes © contrairement & ce que nous avons démontré 
ci-dessus. Le théoréme V se trouve ainsi complétement démontré: 

17. Théoréme VI. Pour que le degré dune opération: 

A= F(D,, D,,..., Dy) 

composée d'une maniére quelconque avec les opérations élémentaires 
D,, D,, ..-, Dy soit irréductible (art. 4), i faut et il suffit que ce 
degré coincide avec le degré de la fonction F(m,, @,,..., @y) con- 
sidérée comme fonction des variables indépendantes @,, @,, ..., @y. 

En effet, A, étant une opération quelconque de degré 4, soit A, 
laggregat de tous ses termes de degré 4, On aura 

Aa = Ay +. Aji . 

Aj; étant une opération de degré non superieur 4 4— 1. Si nous 
désignons maintenant par A, ce que devient A, quand on y permute 
dans chaque terme les opérations élémentaires de maniére 4 les ranger 
dans l’ordre préfixé D,, D,, D,, ..., nous pouvons écrire (art. 7): 
(10) Ay = Ay + AZ-1. 
Aj_, étant une nouvelle opération dont le degré ne dépasse 4 — 1. 
Nous avons done 
(11) A, = Ay + (Oi-1 + Ai-1). 

Supposons maintenant que le degré de A, soit réductible, c’est-a- 
dire que l’on ait 

An = Air 
ot Az. soit une opération de degré égal ou inférieur 4—1. On 
tire alors de (10) 
oy a ee 
Maintenant, le second membre de cette égalité pouvant toujours s’ex- 
primer (art. 8) par des termes dont les facteurs élémentaires se suivent 
dans l’ordre préfixé et dont le degré ne supére 4 — 1, pendant que 
les termes du premier membre sont tous de degré 4 et composés de 
facteurs qui se suivent déja dans le méme ordre, cette égalité nous 
donne une relation linéaire qui ne peut se vérifier (art. 15) que dans 
le cas ot chaque membre soit nul séparément. On aura donc 
A, = 0. 

Mais A,’ n’est autre chose que l'ensemble des termes de degré 4 de 
la fonction F(D,, D,, ..., Dy) considérée comme fonction des variables 
indépendantes D,, D,,... . Cette fonction sera donc, de ce point 
de vue, une fonction de degré 4 — 1. 

La condition énoncée dans notre théoréme est donc nécessaire. 


Mais elle est aussi suffisante. Car si l’on suppose A,’ = 0, on tire 
de (11) 








14 . A, Capettt. 


Aa = 43-1 + As, 
ce qui donne une réduction de l’opération A, & une opération de 
degré 4 — 1. 
Exemple. L’opération de 6™ degré: 
A = Di, Dj. Diz — Dys Dey Dee Dys Dey + 2 Dey Dyz Diz + D2, Din 
ason degré réductible, parce qu’en substituant aux symboles D,,, D,,, 
Dz, Dyz resp. des variables indépendantes &, 4, €, t on obtient la 


fonction 
E2yE? — %n%? + Eng + E22 
28 + §?r?, 


qui est seulement du quatritme degré. On trouverait done que A se 
réduit au cinquiéme degré ou & un degré plus petit. 

19. Théoréme VII. Le degréd irréductible du produit de plusieurs 
opérations, différentes de zéro, est égal a la somme des degrés irréductibles 
de ces opérations. 


c’est-a-dire 


Il suffit évidemment de démontrer ce théoréme pour le cas du 

produit de deux opérations. Soit donc 
F,(D,, D,, Ds,..-). F,(D,, D,, Ds,-- -) 
le produit de deux opérations, des degrés irréductibles uw, et u,, ex- 
primées resp. par des fonctions entiéres F’; et F’, de ces mémes degrés; 
et supposons, s'il est possible, que le degré irréductible de ce produit 
soit inférieur & w, + wu. (Qa revient a dire (art. 17) que la fonction 
entiére 
F,(@,, @oy.- -) . F, (a, , @o,.- ‘)» 

des variables indépendantes w,, @,,... est aussi d’un degré inférieur 
& uw, + u., et, par conséquent, que les deux fonctions F,(@,, @,, ...) 
et F,(@,, @,,...) ne peuvent étre simultanément des degrés respectifs 
u, et w,. Mais si lon supposait, par exemple, que la fonction 
F,(@,, @,,...) était de degré inférieur 4 w,, il s’ensuivrait (art. 17) 
que l’opération F,(D,, D,,...) serait de degré irréductible inférieur 
& w,, ce qui est contraire & notre hypothése. 


19. Corollaire A. Pourque le produit de deux opérations 
soit identiquement nul, Vune ou Vautre dWentre-elles doit étre nulle 
Soient, en effet, uw, et uw. les degrés irreductibles des deux opérations 
A, et A, et supposons, sil est possible, qu’on ait 
4, - A, = 0, 


sans que A, ou A, soient séparément nulles. Le second membre étant 
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une opération de degré nul, on aurait par le théoréme précédent 
# + UH. =O et par conséquent 
w=9, w= 0. 

Le produit A,A, serait donc le produit de deux simples constantes 
différentes de zéro, ce qui serait absurde, ce produit étant supposé 
égal a zéro. 

20. Corollaire B. Les puissances différentes @une méme opération 
ne peuvent étre lies par aucune relation linéaire a coefficients constants. 

Supposons, en effet, que l’on ait 


a +a,4+ 4,04’? +---+a4d*=0, 
les coefficients a), a, @,... étant des constantes et A une opération 
quelconque différente de zéro, dont le degré irréductible soit u. On 
en déduirait 
Ay, + Ab = — (a,14*— “f a,-2,A*— + soe +- ay A + Ay) 
et l’on voit que le coefficient a, doit étre nul, car autrement le premier 
membre serait, par notre théoréme, une opération de degré irréductible 
u#.h, pendant que le second membre serait une opération d’un degré 
évidemment inférieur. Le coefficient a, étant donc nul, il restera 
a +a,Q4+---+a,1A4%1=0 
et l'on démontrerait de méme que a_1 = 0, ete. 


g UL. 








L’Opération H. 
1. L’opération de M. Cayley 
. aoe * 
a of 2 “ 
Q= ee Pe -— a+ i 
OY 6v,, 


formée avec  séries de variables n*"*; 2, y, ..., 0, opération qui 
joue un role trés important dans la théorie des formes invariantives, 
peut toujours se ramener a des simples opérations élémentaires, telles 
que nous les avons considéré dans le § qui précéde. A cet effet il 
suffit de considérer ]’opération 

0. a C) 
(1) H—(y---0)- Sa et... 
qui ne différe de la précédente qu’en ce que le résultat de l’opération 
Q doit étre encore multiplié par le déterminant 
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> tite - -- On = (ay... 0) 
des » séries de variables. 


Nous allons démontrer que l’opération H ainsi définie peut étre 
remplacée par un aggregat des n? opérations élementaires: 


(2) ie is 5 a ilide 5 «ge aig soiled 


qu’on peut former avec les mémes séries de variables. 


x 


2. Pour ramener l’opération H & ces derniéres opérations nous 
introduirons pour le moment dans les calculs ” nouvelles séries de 
variables &, 7, €, ..., @ de méme espéce que les x, y,..., v, com- 
plétement indépendantes entre-elles et de celles-ci. A l'aide de ces 
nouvelles variables, qu’on pourrait appeler ausiliaires l’opération H 
peut s’écrire sous la forme suivante 


H = Du. .- Dry Deo { (En... @) >) + e- = ee } 





parce qu’on a 
Due. - - Day Den(Sn . . . @) = (zy... v) 


et parce qu’on peut évidemment toujours supposer que la fonction, sur 
laquelle on doit effectuer l’opération H, soit indépendante des variables 
auxiliaires §,,..., @. 


Mais, d’aprés la régle de multiplication des déterminants, on a 
| Dee Dyy eee Bow 


Dye Dyy. . . Dyw 
Gr...0) Dae te Weal 
Dee Dog. - Dow 





On peut done écrire 
(a) H = Dov... Dyy Dez + >) + Deg Dyy.. . Dow 
od le second membre se compose avec les 2m séries: 


Dy Yy vey VG g, Ny +0 oy @. 


Maintenant il s’agit seulement d’éliminer les variables auxiliaires par 
le procédé indiqué au §. précédent (voir le théoréme II, corollaire B). 


. 


On parviendra ainsi 4 un résultat de la forme suivante: 


&n & a 

H—= >'C. De... De, Dt, 

ot 2’, y',..., 0° est une permutation quelconque des lettres x, y, ..., v, 

les exposants ¢,, &,..., & n’ayant que les valeurs 0 et 1, et les 
coefficients C étant des nombres entiers positifs ou négatifs. 








tre 
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3. Pour n = 2 on trouve: 


7] @.6@ 


: 
Hay = (%; Y2—%21) (Za Ou, Om a) + Dezt Dez Dyy— Dyz Dey 


et pour n = 3: 


| oe . ie 

xy Ly Ly | Ox, OX, Ox, 

eae reeds EY & 
& 4% & | f) a F 


ty Om Om | 
= Drz(1+ Dyy) (2+ Des) + Dez DeyDys + Dyz Dey Des 

— DzyzD.iy Dy, — Dez’ A+Dyy) Des — DyxDey(2+D.,:). 

Ces expressions de H peuvent se représenter d’une maniére trés-simple 
sous forme de déterminant en écrivant 

Dos Dey D,,; | 

> Hays=| Dye 14+Dyy D,. |, ete. 

Dy Diy 2+D,, | 

pourvu que dans chaque terme du développement on ait soin de ranger 


les facteurs opératifs dans le méme ordre des lignes verticales aux- 
quelles ils appartiennent.*) 


4. Au lieu de partir de l’expression (a) de H composée avec les 


variables auxiliaires &, 7, ..., @, on peut partir de |’expression 
suivante: 


(b) H= {y+ | Dov} + Dow 2+ Dyn Det 


Duy Day 


n= Dyz 1+Dyy 








ou bien de |’expression 


() H= . {S1+ Diz Dry... Doo} - {$1 + DegDyy. + « Dow 


qui se deduit de (a) ou de (b) en y permutant de toutes les maniéres 
possibles les variables auxiliaires §, 4, ...,@. Cette derniére expression 
nous apprend que lopération H est symmétrique par rapport aux séries 
de variables x, y,..., u dont elle dépend; ce qwon pouvait dailleurs 
déduire immédiatement de Vexpression (1). 

5. Liexpression de H au moyen des opérations élémentaires (2) 
a un sens parfaitement déterminé quel que soit le nombre m des variables 
dont se compose chacune des séries 7, y,...,v. Dans le cas ov le 
nombre m est égal au nombre m des séries z, y,..., 0 nous avons 
vu qu’on a identiquement 





*) Voir le tome XXIX de ces annales: Ueber die Zuriickfiihrung der Cayley’. 
schen Operation Q auf gewdbniiche Polar-Operationen. 


Mathematische Annalen. XX XVII. 2 








18. A. Capetut. 


ww Rr ES € 
H = (xy: *”) > +95, OUs Sor}? 


mais il est aisé de voir qu’on aura une expression analogue aussi pour 





le cas de m2n. Si l'on pose en effet pour m2n 














‘? a Seem 
|| Oa, Om, OX, 
| H, Uy.-+ 2m | é : , 
ta J: oa Sek. 2 
(3) H=| "1 Ye Ym Ou" OYe OYm i} 
eae! 2 | 
|] My Uy +. + Om || 3 3 i 
avy 00, OV, | 





0 7 7 

= Re Se oc e ; ~—_a © (age 
(7, He v1) (3a; OY, dv; ) 
: 

” , ani 
on pourra transformer le second membre, par l’introduction des séries 
auxiliaires §,7,...,@, d'une maniére tout a fait analogue a celle de 

Yart. 1. On trouvera ainsi: 


H = Dap. - DyyDix >) (6. - « - %,) ( ta os — :-) 
= Duy... Dyy Dis >) + Deg Dyy-. Dow 


expression qui ne différe point dans sa forme de celle que l’on avait 
pour le cas de m=. Cependant il est évident que dans le cas de 
m <n le résultat de Vopération H sera toujours nul identiquement. 

6. L'opération H entre des séries de variables x, y, 2, ...,0 est 
permutable avec toutes les opérations qu’on peut former avec ces séries. 

Pour démontrer ce théoreme il suffit évidemment de montrer que 
HI est permutable avec chacune des opérations élémentaires (2), et on 
pourra se borner aux opérations de la forme D,,, p étant une quel- 
conque des variables 7, y,...,v parce que l’opération H est symmé- 
_ trique par rapport aux variables z,y,...,v dont elle dépend, ainsi 
que nous l’avons déja remarqué (art. 4), 

En partant de |’expression (6): 


H= {> + Diz Dyy Dz... Dust - Dow. - - Det Dyy De 


au moyen des formules 
Dap Dix — Dex Dey + Dep, 
Diy Dyz = Dyx Dep + Dyp; 


on trouve aisément: 








] 


~- 
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Dip = 2 Dee Dyy “ee Duel — is Dez Dry nia Doel Dzp 


+ >) + DipDry ... Dov. 
Maintenant, si p coincide avec y, ou z,... ou v, on a évidemment 
> + DipDyyDzs +.» Duo = 0 
et on conclut immédiatement 
DpH = HDyz». 


Dans le cas od p coincide avec wx l’égalité précédente devient 


Dis {+ DezDry.. - Dol = {s+ Ds Dy. - - Doe} (Dex +!) 
et l'on aura, encore D,,H = HD,,, car 
(Dee+1)Dwe..-Dig Dyy Deg = Dow... Det Dyn Dez - Dez -*) 
9. L’opération H entre les n séries x, y,2,,..+, €, uv peut toujours 
s’éerire sous la forme 
(4) By + A; Day + Ay Dyz + +++ + Ant Deu 


les A; dant des opérations composées opportunément avec les mémes 
séries , et 


Ay = Dex(1+ Dyy) (24+ Dy)... (W—14+ Dun) 

Xe théoréme est évident, d’aprés l’article 3, pour le cas de deux 
séries x, y. On peut donc le démontrer en le supposant vrai pour le 
cas de * — 1 séries et en |’étendant au cas de m séries. Nous suppo- | 
serons, pour fixer les idées, qu’on lait démontré pour le cas de trois 
séries 2, y, 2 cest-A-dire que l’on ait 
(5) Hy; = Dzx(1+ Dyy) (2+ D.:) + &, Dey + A, Dy; 


et qu'on cherche a le démontrer pour le cas de quatre séries 2, y, 2, t. 
En développant l’expression donnée a art. 3: 


| Dee Dz, Dz. Dz: | 
| Dyx 1+Dyy Dy: Dy: 
Heys =| py D., 2+D.; Dut 
Dix Dey D:,; B+Dy 


*) Pour m séries il y a, en dehors de l’opération H, » — 1 autres opérations 
fondamentales qui jouissent de la méme propriété d’étre permutables 4 toute 
autre opération formée avec les  séries, ainsi que je l’ai démontré dans mon 
mémoire: Ricerca delle operazioni invariantive fra pia serie di variabili permutabili 
con ogni altra operazione. (Atti della Re. Ace, delle Scienze fis. e mat. di Napoli. 
Vol, I, Serie 2). 


Q* 
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on trouve d’abord 

Hay = (8-+ Du) Hey: + A,’ Du + A, Dy + A,’ Du. 
Mais en appliquant plusieurs fois de suite l’identité 

Dyg = Deg Dye — Dye Deg 

on peut facilement exprimer les opérations D,,, Dy, Dx par les trois 
opérations D,,, D,,, Dx. On obtient alors évidemment, aprés avoir 
substitué pour H son expression (5), un résultat de la forme 
Foyt = Dex(1+ Dy) (2+ Du) (8+ Du) + A,” Day + 2” Dy + 4,” Du 
ainsi qu’on le désirait. La démonstration reste absolument la méme 
pour un nombre quelconque de séries. 

9. Si une fonction rationnelle entiére des n séries x,y, 2,...,t,uU, 
homogéne par rapport a chaque série, est annulée par chacune des 
n — 1 opérations: 

Dag Digs, - ++» Dau; 
elle est identiquement égale ad une puissance du déterminant (xyz...u) 
multiplice par une fonction entiére des y, 2,..., t qui sera aussi annulée 
par les opérations D,,,..-; Du- 

En effet, si ]’on opére sur une fonction f, qui jouit de ces pro- 
priétés, avec l’opération H, le théoréme de l’art. précédent nous donnera 
Hf _— Af 
ot le second membre n’est autre chose que la fonction f méme multi- 
pliée par un nombre entier, positif et différent de zéro. Mais le 
premier membre Hf est une fonction exactement divisible par le 
déterminant (ay ...¢u) ainsi qu'il s’ensuit immédiatement de la dé- 

‘finition méme (1) de H. On aura donc 
f= (xyz...tu).g 
g étant une fonction entiére qui satisfait' encore aux égalités 
Dyg =9, Dug =90,..., Duy =9 
puisqu’on a identiquement 
Dayf = (ayz...tu).Dyp, Dyf = (rye...tu). Dug,... 
Maintenant, si g dépende encore de z, on démontrera de la méme 
maniére que @ est de la forme (wyz...tu). yw, w étant une fonction 
entire des 2, y, 2,... qui satisfait aux égalités: 
Day = 0, Dav =0,..., Duy =O. 
On obtient ainsi 
f=(cyz...tu)?. 
et on peut continuer de la méme maniére jusqu’a ce qu’on ait séparé 


de f une puissance de (wy...) dont l’exposant soit égal au degré 
de f en &. 
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§ II. 


Sur la dérivabilité des fonctions rationnelles entidres les unes des 

autres et sur l’'impossibilité de dériver une fonction de plusieurs séries 

de variables, exactement divisible par le déterminant des séries, de 
fonctions d’un nombre plus petit de séries, 


1. Théoréme I. Si deux fonctions rationnelles entiéres des mémes 
séries de variables, homogénes par rapport aux variables de chaque série, 
ne different Tune de Vautre que par une permutation quelconque des 
séries, elles seront toujours dérivables lune de Vautre au moyen d’opérations. 

Soit p. ex. f(z, y, 2) une fonction des trois séries , y, 2 homogéne 
par rapport aux variables de chaque série et resp. des degrés A, mu, v. 
Je dis que la fonction f(y, #, 7) peut se déduire de f(a, y, 2) par des 
opérations formées avec les séries z, y, 2. Soient en effet &, 7, € trois 
nouvelles séries auxiliaires indépendantes des précédentes. On reconnait 
sans peine que 


f(, n, ¢) = a EEE - Dig Di, DY tf (2, Y, 2), 


f(y, %, w) es ike 7 Di, Dr. Dts f(g, n, $) 
d’ ot: 
, 1 a ¥ nar v 
f(y, 2%) = (cy (C ae Dy Dre Dez Dig Diy Diz f (#, Y, 2). 
Maintenant on peut éliminer les séries auxiliaires par le procédé 
que nous avous indiqué au § J, (Théoréme II, Cor. B), et on obtiendra 


f(y, #,2)=A.f(@,y, 2) 
l'opération A étant composée avec les opérations élémentaires D,,, D,,,... 
qui ne dépendent que des 2, y, 2. 

2. Théoréme II. Si wne fonction m de n— 1 séries de variables 
peut se dériver, au moyen dopérations, d'une fonction f rationnelle 
enticre (homogéne en chaque série) de n séries de variables %,y,2,...,U, 
on pourra toujours determiner des ee A; telles que Von ait: 


p= > db. an ot... Wes 
le symbole Pp séendant aux systémes de valeurs des n — 1 exposants 
@;, Bi, ..., Ag dont la somme a; + B; +--+ +4; est égale au degré 
de f en x. 
Soit p. ex. y la série qui n’est pas contenue dans la fonction 


p(x,2,t,..,,u) dérivée de f(x,y, 2,¢,...,u). Ona d’abord d’aprés 
le théoreme précédent 
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p(y, #,t,...,%) = Ag(a, s,t,..., %). 
Maintenant, la m(#,2,¢,..., w) pouvant, d’aprés notre hypothése, 
se dériver de f(z, y, 2,¢,...,&), on peut toujours écrire, ainsi que 
nous l’avons démontré au § I (Théoréme II): 


a ij a » 
o(y, #t,. ++, 0) = > A,. DE DE... DM 
les A; ne contenant plus la variable 2 aux premiers indices. La somme 


«a; + B+---+ 4; doit done étre égale dans tous les termes de 
au degré de f en x, sans quoi le second membre ne pourrait étre de 
degré nul en w Le théoréme est done demontré parce que la fonction 
p(a,2,t,...,) peut & son tour se déduire de m(y,2,t,..., w) au 
moyen d’opérations en vertu du théoréme précédenf. 

3. Dans ce qui va suivre nous dirons qu'une fonction entiére f des 
m séries de variables x, y,2,..., % est impropre (ou bien qu'elle est 
dérivable dun nombre plus petit de séries), lorsqu’elle peut se déduire, 
au moyen d’opérations, de certaines fonctions de » —1 séries de 


variables: (a revient a dire que la fonction / doit pouvoir se représenter 
identiquement sous la forme 


Oe Y Aer w= >) A, - Pil¥, 2, .., @) 


les A; étant des opérations entre les » séries x, y, z,..., W. 

En effet, on peut toujours supposer, sans nuire A la généralité, 
que les » — 1 séries qui entrent dans les g; soient partout les mémes, 
et l'on pourra toujours les choisir arbitrairement. Car, s'il soit, p. ex., 
pour le cas de quatre séries de variables z, y, ¢, t: 

f(x, y, 2 t) = A, 9, (y, 4 t) + O, 9, (x, 4, t) + As qs (y, 2, 2) 
on peut toujours écrire, ainsi que nous l’avons vu ci-dessus: 

P2 (2, 2, t) = D, . 9,(y, 2, t), 

93 (Y, #2) = D, - P3(Y, 2, 4) 
D,, D, étant des opérations entre 2, y, 2, ¢; et si l'on pose 
, 4,D,=—A, 4,D,=—" 
on aura pour f la forme: 

f(x,y 4 t) = &, 9, (y, 2, t) + A’g,(y, 2, t) + A’ gly, 2, t). 

4. Théoreme II]. Une fonction impropre f des n séries de 
variables x,y, 2,...,u est toujours de la forme: 


= >) Di... DE D%- vilys 6, . 5%). 


On a d’abord d’aprés l'article précédent 
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f(%, Y, 8-6 +5 u) => A. PilY, 2-5 u). 


Maintenant on peut toujours arranger (§1, art. 8) les m? opérations 
élémentaires dont se compose A; de maniére que |’on ait identiquement 


en—1 @y T)% , n—| Bs P 
A, = >! Ds... D&D 6; De... DB Dh 
A; étant une opération qui dépend seulement des y, 2, ..., u. Mais, 
la fonction g; ne contenant pas les 2, on aura 
Bn 


D' 


ru 


i lexcéption du cas 


By = 6, =--- = Bu = 


On pourra done écrire simplement 


ay, = PilYy 25+ +5 w) =>) Dit ewok D® Dr”. A; . Vi (Y¥, By se ey u) 
j 


it nek - Pily, %,..., 4) =O 


-> = apis . Di, Di. 4; + X(y, Bysreey u) 
j 


parce que A; . gy; est évidemment une fonction des seules y, 2,..., u. 
Le théoréme reste ainsi démontré, 

5. Théoreéme IV. Une fonction entiére impropre des n séries de 
variables nv’ 2, y, 2,..., uw est toujours annulée par Vopération de 


Cayley 
= . a here 
Q= 2 tte tn Te, 


Y 
f(a, Hp Hy - . +» @) -> A; . 9: (Y, 2... ., #) 


une fonction impropre des 2, y, 2,...,u. On a (§II): 


(wy2...u).Qf=H- > Agily, s, =. © 


Soit en effet 


Mais les g;, ne contenant pas les variables 7, seront évidemment 
annulées par l’opération H. Le second membre de la derniére égalité 
est done nul et l’on a par conséquent: 

Qf = 0 

6. Nous allons maintenant démontrer le théoréme suivant qui est 
d’une importance fondamentale pour notre théorie: 

Théoréme V. Une fonction rationnelle entiére F(a, y, 2, ..., uv) 
des n séries de variables n"* x, y, 2,..., u qui soit exactement divisible 
par le déterminant des variables est towjowrs une fonction propre. En 
@autres termes: il ne peut subsister un identité de la forme: 
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(wyz...u). F(a, y, #,..., u) =>) Aifily, 2...) &) 


que dans le cas évident o% chaque membre est nul séparément. 
Evidemment on peut toujours supposer que la fonction F soit 
homogéne par rapport 4 chacune des n séries 2, y, 2, ..., U. 
En nous bornant, pour mieux fixer les idées, & cinque séries de 
variables x, y, 2, t, u, soient resp. 1, m, n, r,s les degrés dans ces séries 
de la fonction F qui satisfait par hypothése a une identité de la forme: 


(a) (wyetu) F (2, y, 2, t, u) = 2 4; . fi (y, 4, t, u). 


Nous considérerons toutes les fonctions dont le degré total est égal 
au degré total 


k=l+m+n+r-+s 
de F' et nous les rangerons d’aprés la régle suivante. Qu’on prenne au 
hasard deux fonctions quelconques ® et Y; soient m,, Ho, thy, My, Us 


les degrés de Y par rapport aux cinque séries, écrits dans l’ordre de 
leur valeur croissante, de sorte que l'on ait: 


My < Hy < My < My < Ms 

et soient v, 2 v, <— v, — vy < v; les degrés analogues pour ®, Nous 
dirons alors que la fonction Y est infériewre & ® si l’on ait: uw, << »,; 
ou si, étant uw, = ,, il soit uw. << v,; ou s'il on ait wu, = v,, U, = %, 
us = v, et ainsi de suite. 

Cela posé nous allons démontrer que, si une identité de la forme 
(a) est impossible pour toutes les fonctions Y inférieures & une certaine 
fonction ®, elle sera de méme impossible pour 9. 

Admettons en effet, s'il est possible, qu’on ait identiquement 


(6) (aystu) . (cys iu) =>) d: - Pi (Y, 2, t, w) 


et supposons, ce qui est toujours permis, que l'on ait: 


ASH<cVCEcs. 
Si nous opérons sur les deux membres de cette identité avec 
Vopération élémentaire D,,, nous en déduirons 


(e) (wy stu) {Day} =>" Ai pily, 4, t w) 
‘ 
ot 
Ay = Dy; 
Cette identité est de la méme forme de (b), la fonction ® y étant rem- 
placée par la fonction D,,® qui lui est inférieure, parce que les 
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degrés de cette derniére fonction en a, y, z, t, u sont évidemment 4 — 1, 
u+1,v,@,6. On aura donc identiquement d’aprés notre hypothése: 
(d) Dy? = 90 

Si lon opére maintenant de la méme maniére sur l’identité (b) 
avec les operations élémentaires D,,, Dy, Dy, successivement, on en 
déduira par un raisonnement semblable 
(e) Dy,.® =0, Dedo=—0, Dy OD =O 
car il est aisé de reconnaitre que les fonctions D,,®, Duo, Diu sont 
toutes inférieures 4 9. 

En effectuant désormais sur lidentité (b) l'opération H qu’on peut 
mettre d’aprés un théoréme démontré précédemment (§ II art 8) sous 
la forme: 


H= 4, + A, Dzy + 4, Dy: + A, Du + A, Drs 


Ay = Dax (1 ote Dy) (2+ D.,) (3 + Dz) (4 ob Du) ’ 
et ayant égard aux identités (d) et (e) on obtient: 


A, {(ayztu)-o} =H > ag =0, 


Mais, l’opération H étant permutable (§ II, art. 6) aux A,, on a 
H > Ay => > d . Hy; == () 


puisque lopération H annule évidemment les fonctions g; qui ne 
contiennent pas les x. Il reste donc:. 


A, {zyztu).o} =0. 
Mais on a évidemment, 4, u,v, 0, 6 étant les dégrés de ® dans les 
cinque séries; 
Ay {(wyetu).} = (A+1) (u +2) (+3) (e-+4) (6-+5) . (wystu) .o 
ott le facteur numérique est nécessairement différent de zéro. On doit 
done avoir identiquement © = 0 ainsi qu'il fallait démontrer. 

7. Cela posé, le nombre des systémes différents de degrés qui 
peuvent se présenter pour les fonctions inférieures & F' et de degré 
total égal au degré total k de F est toujours limité, car les systémes 
de nombres entiers et positifs 4, uw, v, 9, 6 satisfaisant a )’égalité 


A+utv+e+oek 
sont en nombre évidemment fini. Soit N le nombre de ces systémes 
et soient 


ou 


ayy May M1» Ors 
Ay» Ue» Voy Ory Gay 


Ay, Un, Yn, Qn, GN 
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les systemes eux-mémes rangés dans l’ordre des fonctions dont il 
représentent les degrés, de sorte qu'une fonction des degrés: 
Ai, Hi, Vir Qty Gi 
sera supérieure & une fonction des degrés 
Riga, Mitr, Viti, Org, Fi4s- 
Le dernier systeme aura évidemment les valeurs 


(g) Ay =0, by = 0, vy = 0, ov = 0, Gy=k. 


Maintenant, si une identité de la forme (a) est impossible pour 
les fonctions F dont les systémes des degrés soient: 


Aisi, Mitt, Vist» Oi, G41, 

Ay ’ Uy, VN; Oy; Gy 
la démonstration donnée & l'art. préc. nous apprend qu'elle sera de 
méme impossible pour une fonction F dont les degrés soient: 

Aiy Mis Viy Qi, Oi. 

On voit done que la démonstration de l’impossibilité d’une relation de 
la forme (a) est réduite & démontrer qu'une relation semblable est 
impossible pour une fonction F des degrés (g), c’est-A-dire pour une 


fonction d’une seule série de variables. 
Mais si l’on avait p. ex. dans ce cas: 


(xyetu) . F(u) => Ai fily, 2, t w) 


on pourrait opérer sur les deux membres avec l’opération H et l'on 
en déduirait comme a l'art. précédent: 

H {(ayatu) .F(u)} =0 
ce qui revient encore & l’identité 

F(u) = 0; 

car, la fonction F’(w) ne contenant pas les variables x, y, 2,¢ est 
annulée par les opérations élémentaires D,,, D,., Du, Du. Notre 
théoreéme est done complétement démontré. 

8. Le méme procédé qui nous a conduit & la démonstration du 
théoreéme précédent peut servir, sans modifications essentielles, a dé- 
montrer le théoreme suivant: 

Théoréme VI. Si x,y, 2,..., u sont n séries Ae variables, 
n'importe de quelle espéce m, et H est lopération: 


' é 7] 0 
H => (%, Ying sss Ui,) ( bar, ay, mae 9 <) 
il ne peut subsister aucune identité de la forme 
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(e) H F(a, y, # ..., %) =>) A. fly, B, 020, @) 
i 


sans que les deux membres soient nuls séparément. 

On démontrera, comme ci-dessus, que si une identité de la forme 
(«) est impossible pour des fonctions F' inférieures 4 une certaine 
fonction ®, Videntité supposée 


(B) HO (2, y, 8. + yt) = > Bs. wily, 4 «+ +) 
entraine les identités , 
(y) Dy? =v, Dy.& =0,..., Du OP = 0. 


Si l'on opére alors sur l’identité (8) avec l’opération 

H=A,+4,Dy+4,Dy+--: 
on obtiendra d’abord: 

H.H.do=0. 

Mais, en vertu des (y), on a (§ II, art. 8): 

H? = A,®, H.Ho=A,.4,9. 
On doit done avoir 

4,?.o=0 


ou, ce qui est la méme chose, ® = 0, Abstraction faite de ces petites 
modifications la démonstration reste donc la méme des articles précédents. 


§ IV. 


Développement d’une fonction de » séries de variables suivant les 
puissances du déterminant des séries et les polaires de covariants qui 
contiennent seulement » — 1 séries. 

1, En partant des théorémes démontrés ci-dessus nous allons 
maintenant établir le théoréme suivant. 
Théoréme I. Une fonction rationnelle entiére quelconque 


F(a, y,%,...,%) 
des n séries “, Y, 2,..+,u, d’espéce n, peut toujours s'exprimer sous 
la forme 
F(a, y, %,++.,U)=(eys...U). D(x, Y, &....6) > A; . FilY, # +++) ¥) 


ow le second membre est la somme de deus fonctions rationnelles entiéres 
dont la premiére est exactement divisible par le déterminant (x, y,2,.-.,%) 
des variables, ct dont la seconde est une fonction dérivable (par nos 
opérations) de fonctions fi(y, 2,...,u) qui contiennent seulement les 
SEVIS Y, By. oy Ue 
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Une fonction quelconque F pouvant toujours s’écrire sous la forme 
Fett hte: +h 
ot les termes d’une méme fonction F; sont tous du méme degré par 
rapport & chacune des séries x, y, z,..., w et du méme poids par 
rapport & chacun des indices 1, 2, ...m, qui affectent les variables, 
il nous sera évidemment suffisant de démontrer le théoreme pour une 
fonction queleonque qui jouit de cette propriété. 
Nous supposerons donc que tous les termes de F’ soient des degrés 
Gi) Gor ++ +1 Qn et des poids p,,p.,.-..,; Pn, de sorte que lon ait: 


_— @, ty Gy , Pr (2 ait a, 45 a 
(1) Fax > A, . a a... soggy... fe... ot i... %* 
i 


les A, étant des coefficients constants et les exposant satisfaisant pour 
chaque terme de F aux conditions: 


G+ Oy +-+-+ a, = 4G, @ +B, +:--+4, —p,, 
(2) B, + Bo +:-++ Pr —%, @ +B, +-:-+4, =p, 
Ata t-ss+ th, On + Bn s+: An = pn. 
Le nombre M/ des termes 
(3) E,, E,,..., Ex, 
qui peuvent se trouver en F’, sera donné par 


M= (D1, Por +e+y Pn} Uy Gay + ++ Mn) 

en désignant par ~ la fonction arithmétique qui exprime combien il 
y a de systémes de solutions pour les (2). 

Parmi les fonctions des mémes degrés et poids que F il y en a 
évidemment 
M, = ¥(~, — 1, Po —1,-- +) Pw— 13 G— 1G — 1, ++ — YD 
qui sont exactement divisibles par le déterminant (wy z...w) et entre 
lesquelles il ne peut subsister aucune relation linéaire 4 coefficients 


constants. Mais ces derniéres fonctions sont linéairement indépendautes 
des fonctions impropres c’est-a-dire des fonctions de la forme 


> Aif (ys 8) «+ +2 t) 


ainsi que nous l’avons démontré (§ III, art.6). Il suffira done pour 
démontrer le théoreme énoncé ci-dessus de démontrer qu'il y a au 
moins M— M, fonctions impropres des mémes degrés et poids que 
F, entre lesquelles il n’ait lieu aucune relation linéaire 4 coefficients 
constants. 


See ee: Ue ee ae 





- a an -- ae ) 


~ 








ur 


re 
its 
ies 


ur 
au 
ue 
its 





| 
: a 
i 

e 
138 


SE 


Pa ASL 


om, 


I ER re. alata 


Opérations dans la théorie des formes, 


2. Désignons respectivement par 
Dy; 5 Dagy- + +» Dies 
Day, Dogs - - +» Dans 
Dray Dna, . + +» Dnn 
les opérations qui occupent la place correspondante dans le tableau 
1, Doo, Doss + + +5 Dees 


Dyz, 1 » Dyay - + +» Dyas 
Bay Dag, 1 5000p Blom 


Bauer Daev Peasy «+s 4 


et rappelons nous ($I, art. 11) que les différents termes (3) peuvent 
tous se déduire du terme 


Ey = aft ye... ube . 


au moyen d’opérations. Et, plus précisément, si l’on indique par 
A,, A,,..+, Sir les M opérations de la forme 
(4) O:= Dis... Die D™... De... D& D& Die... D& D®, 
oi les exposants satisfont aux mémes conditions (2) considérées ci- 
dessus, nous savons que les termes (3) s’expriment en fonction linéaire 
i coefficients constants de 
(5) 4, E,, 4,E,,..-, Auk, 
et réciproquement. 

Nous savons de plus (§1, art. 14) que lon peut substituer au 
systéme (5) le systeme 
(6) A, E,, A, Ey, -. +5 Au Ey 
ot A; différe de A; par une permutation arbitraire des facteurs 
élémentaires D,, qui la composent. 

Maintenant nous nous scrvirons de ce principe pour permuter, de 
la maniére qu’on va expliquer, l’ordre des facteurs des opérations A; 
dont les exposants (4) satisfont & lune aw moins des équations: 


(7) a, = 0, B, = 0, y, =0,...,4, = 0. 
Dans ces opérations il y aura, évidemment un produit de la forme 
(8) Di Da: + DAD... Di", 


avec la condition 


0, + 0, +--+ + O41 + O41 +--+ +0.—pi, 


et, si lon prend pour Aj ce que devient A; quand on y permute 
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les facteurs de maniére que les premiers facteurs 4 droite soient pré- 
cisement les (8), il est clair que la fonction 
A; E, 
sera impropre, puisque la fonction 
Dy, «+» Dixy Dutt. «Des» By 
ne contient plus |’d™° des séries de variables z, y,..., v. 

Aprés cela, il y aura, parmi les M fonctions (6), du moins autant 
de fonctions impropres qu’il y a de solutions des systémes (2) satis- 
faisant aussi & !’une au moins des conditions (7). En désignant par @ 
ce dernier nombre et en écartant les @ systemes de cette espéce, les 
M—  @ solutions des systémes (2) qui restent satisfairont aux conditions: 

a1, 8,51, 7,51,..-,4.51. 
Mais alors, si lon pose 
a, —l=a,’, B, —l1—6,,...,4, —-L=ad, 
et si l'on diminue d’une unité, dans chacun des systémes qui étaient 
restés, les m nombres @,, B,,.. 
qui satisfait aux conditions: 


a, +a,+- -+a,—q, —1, OTR Tt tA =p, —1, 
B+ Be +: aw = *) a, + B, + em a ~% 


-» An, on en déduira un nouveau systeme 


an Mel, RE pn 8, 
et réciproquement chaque systéme qui résout ces derniéres équations 
nous en donnera un qui résout les (2) en augmentant d'une unité les 
m nombres @,’, B,,...,4,. On a done: 
M— 9 = ¥(p,—1, P2a—1, -. +) Pa— 15 GW — 1, 1, - + +) G1) 
dod 
Q = M =e M, . 
Il y a done au moins M — M, fonctions impropres, des mémes degrés 


et poids que F’, qui ne peuvent étre liées par aucune relation linéaire 
a coefficients constants. Notre théoréme est donc démontré. 


3. Corollaire A. Une fonction rationnelle entiére quelconque 
F(a, y,2,...,&) peut towjours se représenter sous la forme: 


F(a, y, 2, «++, 4) =>) (aye oo OP. ®, 
“ 
les ®, détant des fonctions rationnelles entiéres impropres c¢'est-d-dire de 


la forme: 
Ou = >) As. fils 2) ++ +> t) 


Pour arriver 4 ce résultat il suffit évidemment d’appliquer un 
nombre fini de fois la formule que nous avons démontré. 
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4. Corollaire B. Le nombre des fonctions impropres linéairement 
indépendantes F(a, y, 2, -+.+, &), homogénes et resp. des degrés 
Giy Yay +++» Qn Gans les séries x,y, ..., w et resp. homogénes et des 
degréS P;, Po» +++) Pn dans les indices 1, 2,..., m qui affectent les 
variables, est donné précisément par la différence 

U( Dry Doy ++ +r Dns Wy ay ++ +» In) 

— ¥(p,—1, p.—1,---,Pa— 1; G4 —1, @—1,--+, Ga—1). 
Désignons en effet comme ci-dessus cette différence par M— M,. 
Nous avons démontré que parmi les M fonctions de ces degrés et 
poids, il y en a au moins M — M, impropres qui sont linéairement 
indépendantes. S’il y en avait de plus, il s’ensuivrait évidemment que 
lune au moins des JM, fonctions linéairement indépendantes du type 
(cyz...u).® pourrait s’exprimer linéairement par les autres fonctions 
du méme type et par des fonctions impropres ce qui contredirait & un 
théoréme démontré précédemment (§ III, art. 6). 

5. Théoréme Il. La représentation de F(x, y,..., u) sous la 


forme: 
> wy: .. UH. ®D, 
“ 


les , étant des fonctions impropres ne peut se faire que dune seule 
maniere. 
Si Yon avait en effet: 


(a) ) + (wy - ++ u)®, + (xy +++ u)8O, +++ =O! + (wy uw), 
+ (ay... Oy ++, 
on en déduirait 
Oy — O = (xy--- 4) {%, — 9) +--+} 
et l’on devrait avoir par conséquent (§ III, art. 6): 
%, eel a ®, = 0 
car le premier membre est une fonction impropre et le second membre 
est exactement divisible par le déterminant (xy...w). L’identité (a) 
se réduirait done 4 la suivante 
®, + (vg... UD, + ++ - =O, + (wy++- uO, +--- 
et l’on démontrerait analoguement que ®, = ®,’ et ainsi de suite. 


6. Les M, fonctions impropres dont nous avons donné la con- 
struction a l’art. 2 étaient toutes de la forme 


A, . A, . E, 


ot A, E, ue contient que m — 1 séries. En prenant done pour F la 
fonction monoterme E, on aura une identité de la forme: 
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Ey = (ay2...u).O4+ SAF. fly, 2, -- su) 
ou 
Ay, By ees u) — A; £,. 
D’autre coté, ® étant une fonction rationnelle entiére des degrés 
q; — 1,.--Gn — 1 et des poids p, — 1,...,p, — 1, on a (§ 1, art, 11): 


= AE, 
en prenant 


a ee. “ae 
ou, ce qui est la méme chose 4 moins d’un facteur numérique: 
E,=2.E,. 
Nous pouvons done écrire: 


9 R=-A.H.E+ As. filys,--%), fi= XE, 


Mais; si l’on a une identité de la forme: 
YA 
FG, , Say++*3 Pas Pap-+-3---) ee A..F, (B,, Bey--23 Yus Yayee23 >) 
il est aisé de reconnaitre que l’on a aussi: 


PGs Gingso<3 Gyp Oy ys--3.--) = O. FF, (Gy, Gy~--3 By, &,-..3---) 
ov 
Ag = A, 2%, + 4,%, +--+ + Anta, 
be = b,%, + b,%, + +++ + dntn, - 
les a,b, c,... étant des constantes arbitraires. On peut donc tirer 
de Videntité (9) la suivante: 


F= ah bP .., ohm AHF + As filyst---5%), {i= AF. 


Maintenant il suffit de remarquer que les opérations A, H, Aj, A; 
sont indépendantes des a, b, c,... pour reconnaitre que cette identité 
aura lieu pour une fonction rationnelle entitre quelconque F(a, y,...,) 
resp. homogéne et des degrés p,, p,, ..+, Pn par rapport & chaque 
série, car 


Pi Po Pr 
a, b, rs 


est précisément l’expression symbolique d’une fonction générale de ces 
degrés. Si nous remettons 4 la place de H son expression en 2, nous 
pouvons donc énoncer le théoréme suivant: 

Théoréme Ill. Si F(a, y,..., w) est une forme algébrique générale 
de certains degrés par rapport a chaque série x, Yy,...,U, On a@ une 
identité de la forme: 


(10) F(a,y,...,u) =(ary...u). O(a, Yy 02M) > DE f(y 8, ---5) 


ASAIO a. 


Pitas ty oS 


~ & & Ae Mm am & 





4; 
‘ite 
u) 
jue 


ces 
ous 


rale 
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ou 


(11) O=A.QF et ff—AF 

Q étant Vopération de Cayley et les A des aggrégats des opérations 
élémentaires Dzy, Dyx, Dez, ... Cette identité a liew indépendamment 
des valeurs des coefficients de F qui restent absolument arbitraires. En 
d'autres termes les opérations A, A;, A; dépendent seulement des degrés 
de F par rapport aux différentes séries. 

7. La forme donnée dans ce théoréme aux fonctions ® et f; nous 
dit qu’elles sont des covariants de la forme F. Quant aux f; on voit 
aisément, d’aprés un théoréme précédent (§ III, art. 2) qu’on peut 
toujours les déterminer de la maniére plus simple en prenant: 

fi D& D&... DE. F 
a, Bi,..+, 4; étant un systéme quelconque de nombres entiers et 
positifs qui satisfont a la condition 

a+ Be+-+-+A—p. 
En appliquant la formule (10) p, fois successivement on obtient donc, 
d’aprés cette remarque, le théoreme suivant: 

Théoreéme lV. Si F(x, y,..., u) est wne forme algébrique générale 
des n séries @espéce n, de degré p par rapport a la série x, et de certains 
degrés donnés par rapport aux autres séries, on a toujours une identité 
de la forme: 

(12) F(a, y,#,..., #) =>) (ay + UDG. Diy, 2, + «+» UW) 
ou ~ 
(13) Pi(Y #, + 4) = DS D& ... DY. .F 
le signe D s'étendant a tout les systémes de valeurs des n nombres 
entiers et positifs «;, B;,..., 4:, w qui satisfont a la condition: 
e+ Bt+->-+4t+u=p. 
L’opération A; qui corresponde a chaque fonction f; ne dépend nullement 
des coefficients de F mais seulement de ses degrés .*) 

8. Corollaire A. Une forme algébrique F de n séries x,y,...,u 
d’espéce n, de degré p par rapport a une série x, est toujours équivalente 
% +p—1 

P 


au systéme des ) formes algébriques: 


Dt, D8,... Di," .F 
a+B---+dtu—p. 


*) Dans le cas de deux seules séries binaires x, y la formule (12) coincide 
avec une formule bien connue de Clebsch et Gordan. Voir: Clebsch Theorie 
der bin. alg. Formen 1872, pag. 15, ou bien: Kerschensteiner: Gordan’s Vor- 
lesungen 1887. pag. 81. 


ou 
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Ces formes ne contiennent plus que les n — 1 séries y, 2,..., u et sont 
des covariants de F. 

Il suit, en effet, des formules (12) et (13) que tout invariant ou 
covariant de F est un invariant ou covariant du systéme des g; et 
réciproquement. 

9. Corollaire B. Si une forme algébrique F des n séries 
L,Y, 2,..., u despece n est annulée par chacune des n — 1 opérations 
élémentaires : 

Day; Das; eeey Das; 
elle se réduit au produit d’une puissance du déterminant (xyz...) 
par une forme algébrique qui contient seulement les séries y, Z,..., U, 
et réciproquement. 

La formule (12) devient en effet dans cette hypothése 

F(a, y, 2,..+,&) = (wyz... uy. Ay. pp(y, 2,..., &) 
od la fonction A, . pp(y, 4,..-, %) ne peut contenir les x, p étant le 
degré de F par rapport aux x. La proposition réciproque est évidente. 


§ V. 
Extension au cas de fonctions analytiques quelconques. 
1. L’extension de notre développement (§ IV, art. 3): 


F(a, y, # ..+, ¥) =>) (aye . UMA fi(y, 2...) &) 


au cas od F n'est pas une fonction rationnelle entire mais une fonction 
analytique*) quelconque des n séries 2, y, 2,..., w, se presente de 
la maniére la plus naturelle si l’on substitue a la définition que nous 
avons donné de fonction impropre, c’est-a-dire d’étre dérivable, par nos 
opérations A, de fonctions d’un nombre plus petit de séries, la pro- 
priété absolument équivalente d’étre annulée par l’opération Q. 

Nous avons démontré en effet (§ III, art. 5) qu’une fonction im- 
propre est toujours annulée par cette opération. D’autre cété les 
formules (10) et (11) du § préc. nous montrent évidemment que, si une 
fonction F est annulée par lopération Q, elle se réduit 4 la forme 


> Aifly, Byeeey u) 


c'est-a-dire qu'elle est nécessairement une fonction impropre. Donc: 
pour qu’une fonction rationnelle entiére de u séries soit dérivable de 
fonctions de n — 1 séries, il est nécessaire et suffisant qu'elle soit annulée 
par Vopération Q.**) 





*) Dans les sens bien connu de M. Weierstrass. 
**) Si l’espéce des séries est supérieure au nombre m des séries, on peut dire 
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De ce point de vue la généralisation du premier théoréme (§ IV, 
art, 1) est donnée par le théoréme suivant. 

2. Soit F(x, y,..., u) wne fonction analytique quelconque des 
variables 2... +) Ln} Yxx++ +> Yn + +} Upy +++) Uny monodrdme et con- 
tinue pour toutes les valeurs des variables dont le modul est égal ov 
inférieur & un certain nombre positif g. On a alors identiquement 
(1) F(a, y,..., 4) = V(a,y,...,u) + (wy...u). O(a, y,..., w) 
les deux fonctions ® et ¥ étant monodrémes et continues pour les mémes 


valeurs des variables et la premiére satisfaisant a Véquation aux dérivées 
partielles 


any 
(2) + fate 


D’aprés l’hypothése on peut toujours représenter la fonction F’'(g, y, ...,w) 
par une série ordonnée suivant les puissances entiéres et positives des 
variables 2, %j,).. +, Y)- 


(3) P,+P,+P,4+::: 
en désignant par une lettre unique P; l'ensemble de tous les termes de 
la série qui sont de méme degré total par rapport aux variables. Cette 


série sera convergente pour toutes les valeurs des variables dont les 
moduls sont égals ou inférieurs a 9. 


P; étant une fonction rationnelle entiére des variables, on peut 
poser d’aprés le § IV: 
P, = y+ (xy... -U) . Qi 
wy; et g,; étant aussi deux fonctions rationnelles entiéres dont la 
premiére satisfait & l’équation (2): 
Qy; = 0. 
Maintenant je dis que la série 


Wt+w+Yy+::: 
qu’on peut évidemment considérer comme une série ordonnée suivant 


les puissances des variables, est convergente pour toutes les valeurs 
des variables dont les moduls ne surpassent pas g. Nous avons en effet 


d’od 


qu'il est nécessaire et suffisant que F' soit annulée par l’opération H (dont l'ex- 
pression est indépendente de l’espéce des séries. cfr, § II, art. 5). 


3* 
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en désignant par F’, ; ce que deviennent F, y; quand on y substitue 
pour toutes les variables le nombre g. F” ayant par supposition une 
valeur finie, on voit que la série 


Wtweteys+::: 
est convergente pour 2, = 2, —=-+--=g. D’aprés un théoréme bien 
connu elle sera done convergente pour toutes les valeurs des variables 


dont les modules ne surpassent pas @, et l’on aura pour toutes ces 
valeurs 


¥=v+%, +U;+--- 

Y étant une fonction monodréme et continue. Le reste de la démon- 
stration ne présente désormais de difficulté. 

3. Lexpression d'une fonction analytique F(x, y,...,u) sous la 
forme (1) considérée au théoréme précédent ne peut s'effectuer que .d’une 
seule maniére. 

En effet, s'il n’en était pas ainsi, on déduirait évidemment de 
deux expressions supposées possibles une identité de la forme: 


(3) f(@,Y,.++,U) = (wy...u). p(x, y,-.., u) 
f et » étant deux fonctions analytiques continues aux environs des 


valeurs nulles des variables, dont la premiére f satisferait 4 |’équation 
aux dérivées partielles 


(4) Qf = 0, 
et les deux membres de (2) ne seraient pas nuls séparément. 
Cela supposé, soient 
P=—M+TM+M+:: 


les développements de f et g suivant les puissances des variables, /; 
et g; désignant l'ensemble de tous les termes de méme degré total 7 
dans toutes les variables z,, 7,,...,4,,-..+- De la condition (4) 


Qf = Qf, + QA, + LkA, +--+: = 0 
on déduit évidemment 
(5) Qf, = 0. 
D’autre cdté lidentité (3) nous donne évidemment les identités 
fi (ay... &). M1. 
Mais, les f; et m;, étant deux fonctions rationnelles entiéres dont la 


premiére satisfait & la condition (5), cette identité ne peut avoir lieu 
(§ IIL, art. 6) que dans le cas ov: 


fii=0, Pi = 0. 
On aurait done identiquement 


-_>_ 


bt ke. 2 


Qa, = 


ua 
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f=0, »=0 
contrairement & ce qui a été supposé. 

4. Nous n’insisterons ici pas davantage sur l'étude compléte du 
développement des fonctions analytiques de plusieurs séries. I] nous 
semble méme superflu d’énoncer le théoréme plus générale qu’on déduit 
du théoréme précédent dans le cas ot la fonction analytique F’ serait 
donnée aux environs de certaines valeurs a,,a@,,..., b,, b,,... des 
variables 7, , % ,.++; Yj) Yo»+-- pour lesquelles elle est continue. II 
suffit & cet objet d’appliquer le théoréme démontré 4 la fonction F 
considérée comme fonction des nouvelles variables x,’, 7,',..., Y;', Yoy++- 
liées aux précédentes par des substitutions linéaires qui changent leurs 


valeurs nulles dans les valeurs a,, a,,..., b,, b,.. 


Naples, avril 1890. 








Zur Theorie der Dirichlet’schen Reihen. 
Von 


AuFrrep PrinegsHEem™ in Miinchen. 


In meiner Abhandlung*): ,,Allgemeine Theorie der Divergenz 
und Convergenz von Reihen mit positiven Gliedern‘‘ — habe ich u. a. 
besonders den Satz urgirt**), dass die Reihe mit dem allgemeinen 
Gliede: 

M,..; irs M, d, 
Q) @= “Mme ue (wo My:>M,, M, =o) 
fiir jedes noch so kleine positive @ convergirt, wihrend der Ausdruck: 


(2) 


das allgemeine Glied einer divergenten Reihe bildet; und ich habe darauf 
hingewiesen, dass dieser Satz mir als der eigentliche Schliissel zum 
tieferen Verstiindnisse der gesammten Convergenztheorie fiir Reihen 
mit positiven Gliedern erscheint. Denn in der That lassen sich daraus 
nicht nur alle bekannten Convergenzkriterien herleiten und erheblich 
verallgemeinern, sondern er liefert auch die Méglichkeit, den wahren 
inneren Zusammenhang zwischen den sogenannten Kriterien erster und 
zweiter Art einzusehen und namentlich das in seiner merkwiirdigen 
Allgemeinheit bisher véllig isolirt erscheinende Kummer’sche Convergenz- 
kriterium als natiirliches Glied einer consequenten allgemeinen Con- 
vergenztheorie zu erkennen. 

Weitere Untersuchungen tiber unendliche Reihen haben mir nun 
gezeigt, dass die Bedeutung des obigen Satzes damit noch keines- 
wegs erschépft ist, dass sich dieselbe vielmehr auch auf die Theorie 
gewisser, im allgemeinen nur bedingt convergirender Reihen, namlich 
der sogenannten Dirichlet’schen erstreckt. Dabei sollen — nach 


*) Math. Ann, Bd, XXXV, p. 297 ff. 
**) a. a. O. p. 329. 
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dem Vorgange des Herrn Dedekind*) — unter letzterer Bezeichnung 
Reihen von der Form: 
Sous 


verstanden werden, wo die M, wiederum positive, mit v niemals ab- 
nehmende Gréssen mit dem Grenzwerthe oo bedeuten, wihrend die 
a, ganz beliebige reelle oder complexe Gréssen vorstellen. Die beiden 
Hauptaufgaben, zu deren Behandlung diese Reihen Anlass bieten, 
namlich: 
1) Hinreichende Bedingungen anzugeben, unter welchen die- 
selben fiir @ > 0 convergiren bezw. divergiren; 


2) Die Grenzwerthe ihrer Summen fiir ge = 0 zu untersuchen — 


lassen sich auf Grundlage des obigen Satzes und auch im tbrigen vollig 
elementar in weiterem Umfange lésen, als dies bisher auf minder ein- 
fachem Wege, nimlich mit Hiilfe der Integralrechnung geschehen ist. 


$1. 
Ein allgemeines Kriterium fiir die Convergenz und Divergenz der 


Reihe >’ a, M;*. 


Ersetzt man in dem Ausdrucke (1) M, durch M}, wo q beliebig 
positiv sein soll, und schreibt im Nenner statt des Exponenten gg, 
welcher ja au die einzige Bedingung gebunden ist, wesentlich positiv 
zu sein, wieder g, so folgt, dass auch die Reihe mit dem allgemeinen 
Gliede 

MH, = M} 
Mi ae 
fiir @ > 0 stets convergirt. 

Zerlegt man sodann g irgendwie in zwei wesentlich positive Be- 
standtheile @, + g, und beachtet, dass fiir jedes endliche, wenn auch 
noch so grosse positive p: 

lim bs. 0 

n=0 MY 
ist, so ergiebt sich, dass auch der Ausdruck: 
M41 — My 
“Me 


(3) -- lg? M, (q>0, e>0, p< oo) 


das allgemeine Glied einer convergenten Reihe bildet. 


*) Vorlesungen iiber Zahlentheorie von P. G. Lejeune-Dirichlet, p. 379. 
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Ich fiihre nun die Bezeichnungen ein: 


AY = Sra, Ui, A? =A? = Sa, Mi, 
0 0 
wo x eine beliebige positive oder negative Zahl einschliesslich der Null 
bedeutet; dabei soll in dem letzteren Falle statt A, A” etwas kiirzer 
A,, A geschrieben werden. 


Dies vorausgeschickt, handelt es sich zunichst darum, die Con- 
vergenz bezw. Divergenz der Reihe 


AW? a= >a, M,* 
fir @ > 0 zu untersuchen. 
In Folge der fiir jedes beliebige o geltenden Identitit: 
a, M,* = (a, MY). uM,“ 
ergiebt sich durch partielle Summation: 


n—! 


(4) ALP me Sa {Mee — Mae} 4 AO Maer, 
0 


oder anders geschrieben: 


n—1 

A) met? — mete A 

6) se = Se | ier ae} + 
0 


“Mietig? m, | mete me 


n 


Alsdann zeigt die Vergleichung mit dem Ausdrucke (3), dass der 
eingeklammerte Factor unter dem Summationszeichen das allg. Glied 
einer convergenten Reihe bildet, wenn iiber die bisher véllig willkiir- 
lichen Zahlen 6 und « derartig verfiigt wird, dass: 


g o+o«>0 also: 6>-—g@, 
(6) l1—-ed>0 — a< i. 


Daher wird die fragliche Summe fiir » = co convergiren, sobald der 
andere Factor, niimlich: 


A) 
Mette lg? M, 
stets unter einer endlichen Grenze bleibt. Da unter dieser letzteren 
Voraussetzung das abgesonderte Glied des Ausdruckes (5): 
AA 
mete —_ mete lg? M, mM ae 


fiir m= oo offenbar verschwindet, so folgt zugleich aus Gl, (4), dass 
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(1) AMP = Sra, Met = D>) A {MeO — Me} 
0 0 


wird, wobei die rechts stehende Reihe unbedingt convergirt. 
Um auch ein Divergenzkriterium fiir die betreffende Reihe zu ge- 
winnen, setze man Gl. (4) in die Form: 


n—l 








) (0) 
(8) 4-0) > An ; Met — Mgr * 
sin —_ 
= ue msi? uyte 


und man erkennt unter Beachtung des Ausdruckes (2), dass diese 
Summe fiir =< oo divergent wird, wenn: 
A\?) 
ue 
stets von Null verschieden ist. 
Durch Zusammenfassung dieser Resultate ergiebt sich der folgende 
Satz: 
(I) Die Reihe AW® = >*+a,M,* convergirt fiir cin be- 
0 
stimmtes positives 9 in der durch die Indices vorgeschriebenen 
Anordnung, also zum mindesten bedingt, und ihre Summe 
ist gleich derjenigen der unbedingt convergirenden Reihe: 
> AM {Mae _ Mae}, 


0 
wen fiir: 


o>—e, «<1, p< 
der Ausdruck: 
li ae 
out Mie ig? M, 
nicht unendlich wird. 
Die Reihe divergirt, wenn: 
_ ae 


nicht Null wird. 


Dieses wegen der grossen Willkiirlichkeit der mit 9, 6, €, p be- 
zeichneten Gréssen ausserordentlich allgemeine Kriterium nimmt ver- 
schiedene einfachere und darum in vielen Fallen brauchbarere Formen 
an, wenn man diese Gréssen in geeigneter Weise specialisirt. Ins- 
besondere erhilt man offenbar ein von @ unabhingiges und daher 
fir jedes noch so kleine positive @ geltendes Convergenskriterium, 
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falis man ¢ = 0 annimmt und demgemiss die Bedingung 6 > — @ 
durch o > 0 ersetzt, also: 
(Ia) Die Reihe AW” — Zz a, My* convergirt fiir jedes po- 
sitive 9, und man hat: 


4-0 = San arte — sty, 


0 
wenn fiir irgend ein positives 6: 


ast. 
Und diese Convergenzbedingung geht durch die specielle Wahl 


6 = 0 iiber in: . 
3: 


(Ib) iim a < oO, 


wobei dann zugleich 
> ols = >) 4,{u,* — MA 
wird.*) 


Nimmt man in (I) c= 1, 6=0, s0 folgt: 
(Ic) Die Reihe A‘) = Po a, M,;" ist convergent und man 


hat: 
: > aM" = >) 4, {Me — M53}, 


wenn fiir é<1, p< oo: 


n= M; lg? M,, 


ist; sie divergirt, falls: 


< co 


A 
lim me > 0. 


r= @ 


*) Setzt man in (la) a,—1, so folgt: 


Wenn > M,® nicht fiir jedes noch so kleine positive @ convergirt, 
so kann 


aM 


0 
MY ig? M, 
fiir keinen Werth o>0 und p< @ einen endlichen Grenzwerth besitzen. 


lim 
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Ersetzt man ferner in (I) a, durch a, M,°, so verwandelt sich 


offenbar A” in A,, und es geht daher das betreffende Convergenz- 
kriterium*) in das folgende tiber: 


(Il) Die Reihe A?” => o,M, convergirt fiir g>0, 
6>—e, und man hat: 


AP cs a A, {M,&* "% M3}, 


wenn: 
ee 


a Mee eu, <* fiir: e<l, p<aw. 


Und hieraus speciell fir o—1, «= 0: 


(IIa) Die Reihe A‘ '® = » a, M“"*®) convergirt fiir jedes 
positive 9, und man hat: 


AO = D4, {ut — Mate}, 
wenn fiir é< 1, p< ow: 


nn {4s 
n=o M, lg? M, 
ist. — 
Von den hier angefiihrten Sitzen hat Herr Dedekind das Con- 
vergenzkriterium (Ia) fiir p—0O und (Ib) fir p—1 mit Hiilfe von 
bestimmten Integralen abgeleitet**). Ferner geht (Ila) fir M, — », 


p =O in einen von Herrn Hélder ***) bewiesenen specielleren 
Satz iiber. 


g 2. 
Ueber den Grenzwerth des Ausdruckes AM,” fiir n = oo. 


Die Willkiirlichkeit des Exponenten 6 in den Kriterien (I) und 
(La) des vorigen Paragraphen lisst vermuthen, dass der dort auftretende 
Grenzwerth AY) My’ = Mz,’ >» a, MP (wm = co) im Wesentlichen 

0 
von 6 unabhingig ist. In dieser Hinsicht gilt nun der folgende 
Satz): 


*) Fir das Divergenzkriterium liefert diese Substitution offenbar nichts Neues. 
**) a. a, O. Supplement IX, § 144, 
***) Math. Ann, Bd, XX, p. 545. 

+) ef. Dedekind, a, a. O. 
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Lehrsatz I. Bleibt lim A M,° fiir irgend einen po- 
sitiven Werth 6 =s unter einer endlichen Grenze, so gilt 
das Gleiche fiir jeden positiven Werth 6; und — dem Falle 

A 
6 =0 entsprechend — bleibt lim are! — unter einer end- 
lichen Grenze. 
Beweis. Es ist: 


A® My = M,; "Deena = M, * Soma: y* 


A Mo? = Mz? So Ms an "Sam * Me 
und daher: 


y uM,” = A® M," = } ¥ aly My; (My _—e My) ’ 
0 
woraus durch partielle Summation: 


n—1 


(9) AO MS’ — AY Me = Mz? |S? AY (Me — Msp). 
0 


Hierbei verschwinden rechts diejenigen Glieder, fiir welche M,,— UM, 
ist. Die iibrig bleibenden transformirt man mit Hiilfe der Identitit: 
mM?* M? -$ 


Ms? — Mig = Se age OG — Me) 


(=e pias 
M. 


— ( 
Ce 
sodass sich ergiebt: 
(10) AY M,* — AY M," 
Ci “a 


— M,*. - ; My’ -- My), 


= us 5} (4 2) 


Da nun A,M,* nach Voraussetzung stets unter einer endlichen 
Grenze bleibt, und das Gleiche fiir den Ausdruck 


( —) — 
M. 


v 
Gey 
M, 
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evident ist*), so folgt aus Gl. (10), dass: 
n—1 


JA? Me" — AD Me*| < C+ Me* DS? Mey — Mr) < ©, 
0 


(wo C eine positive, endliche Grosse bedeutet), mithin lim Aj M\~” 
mit lim A’ M,* endlich bleibt. 


Hieraus ergiebt sich zunichst, dass unter der gemachten Voraus- 
setzung insbesondere auch 


lim A,’ M,* 
endlich bleibt, und man hat daher, um den zweiten Theil des obigen 


Satzes zu beweisen, nur noch zu zeigen, dass diese letztere, etwas 


A 
speciellere Voraussetzung stets auch die Endlichkeit von lim ~—* 


lg M,, 
nach sich zieht. 


Setzt man: 


AY Ms? = G2 und |Go|<4, 
so folgt aus 


v-1 


AM =GM,, A4YL.=—4G,.M, 
durch Subtraction: 
a,M, = Gy’ M, — Gy, M,_1 
= G1 (My — M1) + (4 — GPs) M, 


und hieraus durch Division mit JZ, und Summation iiber v = 1,2,..., ”: 


n n—1 
M — M 
(11) ’ ly = of 4 et — =. 
Da nun bekanntlich **): 
M,,,—M, 
— — Slg M4: — lg ,, 


so wird: 





M 
*) Dies gilt insbesondere auch, wenn = durchweg oder stellenweise 
v 


mit v tiber alle Grenzen wiichst, da der Exponent ¢ im Nenner stets grisser ist, 


M, 
als der entsprechende Exponent c —s im Zihler; desgl., wenn lim ot! 1 


wird, in welchem Falle der fragliche Ausdruck den Grenzwerth ad "7 : besitzt — 
cf. Lehrsatz Il, 


**) Math. Ann, Bd, XXXV, p. 317, Formel (4d). 
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v 


|A,| = <|ao| + G(lg M, — Ig M,) + 24 








und somit bleibt ais endlich. — 
g M,, 
Zusatz. Es verdient bemerkt zu werden, dass der eben bewiesene 


Satz nicht ohne Weiteres umkehrbar ist, d.h. man darf aus der End- 


lichkeit von lim 





A 
lg i, keineswegs stets auch auf diejenige von 
lim A’ M;* schliessen, wie sich sofort ergiebt, wenn man das soeben 
bentitzte Beweisverfahren umzukehren versucht. 


Der zuletzt bewiesene Satz nimmt eine noch pragnantere Form 
an, wenn der fragliche Grenzwerth nicht blos schlechthin endlich, 
sondern auch bestimmt ist, und wenn man ausserdem die Gréssen M, 


M. 
der Beschrinkung unterwirft, dass lim ae fiir m =o einen be- 


stimmten Werth c (natiirlich >1) besitzen oder unendlich gross werden 
soll. Es ergiebt sich namlich: 
Lehrsatz Il. Ist 








M, 

(12) lim 7" =, wo suniichst c > 1 
und fiir irgend ein bestimmtes s > 0: 
(13) lim AY M* = G", 
so hat man fiir jedes 6 > 0: 
(14) lim A?) M~* = G — A= qe, 
und es tritt im Falle 6 = an die Stelle dieser Relation 
die folgende: 

. A,, 1—c* A i—c"* ~m 
(15) lim | iT G == =e gq”, 


Fiir den Grenefall c=1 reduciren sich diese Beziehungen auf: 





(14a) lim Ay’ My” = 4? == G®, 
(15a) lim i = sG” — Gg” 
und fiir den anderen Grensfall c = co: 
(14b) lim AY My? = G” = G", 
(15b) lim ——*— = 0. — 


ig M, 





die 
wire 


(16 


Das 
Gl. 





my rote Oe 


inp ae death 


ae) SOR he 
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Beweis. Sondert man von der rechts stehenden Reihe in Gl. (9) 
die ersten m Glieder ab und bezeichnet deren Summe mit S,,_1, so 
wird: 


n-1 
(16) AO Mz? — A? Mz* = My” 8y_1+ Mx? >? AY (Ms — Mz). 


Das zweite Glied der rechten Seite lisst sich dann analog wie in 
Gl. (10) in die Form bringen: ’ 


( M,,; _ 
U, “ 














n—l 
ac 3} At Ms" ar — (ME — at) 
m ( Mm, ) ink 
Da nun: 
= eo —1 c*-c" 
Sey 3 sor ce ee 
lim ey = 4") » + + + + fir c= 1, 
M 
v = 0 . . . . . fiir c = 0 





*) Dies folgt aus der bekannten Relation: 


lim Stes) =o (fir é=0), 

Da dieselbe fiir meine ganze Convergenztheorie geradezu fundamental ist, und 
mit Riicksicht auf die noch in § 8 aus der nimlichen Grenzwerthrelation zu 
ziehenden Schliisse, michte ich tiber deren Herleitung hier noch folgendes be- 
merken. 

Wie ich im § 2 meiner Abhandlung iiber allgemeine Convergenztheorie aus- 
driicklich erwihnt habe (a a, O. p. 315), erscheint es mir methodisch zweck- 
missig, die erforderlichen Hiilfsformeln ohne die Anwendung von Beziehungen 
zwischen speciellen Reihenformen (Exponentialreihe etc.), lediglich von der 
Definition 


lim(i+ “Jae 


ausgehend, zu entwickeln. Um nun den hier in Frage kommenden Grenzwerth 
auf derselben Basis, also ohne Anwendung der Binomialreihe 2u bestimmen, gehe 
ich aus von den bekannten Beziehungen (a. a. O. p. 816, Gl. (a) und (b)): 


(1) e<f—1<55,, 


(2) sae <+a<e, 
welche simmtlich zu gleicher Zeit befriedigt werden, wenn |x| < 1. 


Es sei nun e eine positive endliche Zahl, etwa 9 <1; ferner soll d gleich- 


falls positiv und zwar von vornherein so klein angenommen werden, dass rd <1 — 
also um so mehr rig(i + 3) << 1 — wird. Wegen: 


(1 + 4)¢ = e@is(i+) 
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und ausserdem: 
lim AY M;* = G"’, 
so kann man setzen: 


M,,,\°—* “=e get 1 
( ') ~— ee ey 
M. 


v 


Pare * een 
A,’ M, (Gey —s = o,.“—*.@® - + + Cem], 


M. 


v 


= 2: G" - + + @mmoo, 


wo @, der Einheit, «, der Null durch Wahl einer passenden unteren 
Grenze fiir v beliebig nahe gebracht werden kaun. Bezeichnet man 
also mit [9,]"-* bezw. [eJ*"" einen gewissen Mittelwerth aus den 


Gréssen #, bezw. «, fir v= m,...,(m— 1), so geht. Gl. (16) jetzt 
in die folgende iiber: 


ist nun nach Ungl. (1) 
> e lg(1 + 4) 
atari e elg(i+ 4) 
i—elg(i+9) 
und somit nach Ungl. (2) a fortiori: 


= & 
i+é’ 


ed ed 
1—oed < i—rd’ 


(a+ a1 
< 





@ (1 + 8)® —-1 @ 


i+é FY T—ra 
Daraus folgt nun in der That, dass der fragliche Ausdruck mit lim d = + 0 der 


Grenze @ zustrebt, und zwar, wie ich ausdriicklich hervorheben will, gleichmdssig 
fiir alle e<r; d.h. setzt man etwa: 


a died 
UFR a te)-e, 


so kann man eine gewisse obere Grenze fiir d angeben, welche ausreicht, um 
|e| fiir alle méglichen Werthe o@ <r unter eine Grisse von vorgeschriebener 
Kleinheit herabzudriicken. 

Um den betreffenden Ausdruck auch fiir negative @, desgl. fiir negative 3 
zu behandeln, hat man nur zu beachten, dass: 





(af+éeye—1 (a ef —1 1 
. ° (1+ a 


(1— de —1 vere 
é 





1— 5 
gesetzt werden kann. 
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A® Mz? = Sms Ma’ + AY MO” 


f —_ ans M° — M° 
f(t Sa) age ee 
== = 
M? — M? 
n-1 8 (s) m n 
+1 0-2) ee es 
[e a, A Gg” My, — My ° . . . . . . c = 0 
| Yim My 





und da man die endliche Zahl m so fixiren kann, dass fir »v >m 
#, und um so mehr (9). beliebig wenig von der Hinheit, «, und 


[e],. beliebig wenig von Null abweichen, so folgt schliesslich fiir 
NM = Oo: 


(14) = Jat -@ fir e>1, 
(6) __j: 4() yy—0 : 

(14a) G = lim A,’ M, os Me... oe 

(14b) = G” + + + @ == 00. 


Um ferner die Richtigkeit von Gl. (15) zu beweisen, hat man zuniichst 
nach Analogie von Gl. (11): 


n n—1 
M,,, —M 
(17) DF ay — 3}? 3 + GY — G2) (wo Gi — 41 Mz"). 


m-+1 
Nun folgt —- im Falle ¢ > 1 — aus: 
Sa ® 


lim > 





=1—c"', 


lim (lg Mii — lg M,) = Ig ec, 
dass: 
M41 ae M,, 1—c! 


M, 


lim = 
n+1 gc 





(Ig Mass = lg M,) 
und dass also gesetzt werden kann: 


M — M, _ 
qe v+1 v «= @, > Gg. 1 


—1 
c 
’ Man “—— (Ig M4: — lg M,), 


wo G" — lim Gf) und @, fir hinlinglich grosse Werthe von y der 
Kinheit beliebig nahe kommt. Darnach erhalt man: 
n . 1 - a r 
Df a= (al ag Pg Ma — Ig Bn) + G0) ~ GD 


Mathematische Annalen. XXXVII. 4 
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A. Prinesuem. 





und wenn man jetzt auf beiden Seiten. die endliche Summe > % 


0 
addirt, die ganze Gleichung durch lg M, dividirt und » = co werden 
lisst, schliesslich: 





A, 1 a —t 1 : —@ J 
(15) <5 x = G™, also auch = a G” (e>1). 


Im Falle ¢ = 1 — also May: © M, — hat man bekanntlich*): 












M,,,— M, 
——* ~ Ig Mays — lg Mh, 


sodass man die Gleichung (17) mit Hiilfe der Substitution: 
M, — M. 
Gy) , ——- —_ a, ? Gg” (Ig My. — lg M,) 
Man 
transformiren kann, wo @, bei passender Wahl von v > m der Einheit 


beliebig nahe kommt. Alsdann wird: 


D> a = (9.10 @" (ig M, — Ig Ma) + GP — GY 
m+. 
und schliesslich: 


. A,, 
(15a) lim ig M, 









= G", also auch: —=s-G@" (ec =1). 


In dem anderen Grenzfalle ¢ co kann man nach Annahme einer 
beliebig grossen positiven Grésse C die Zahl m so fixiren, dass fiir 
v>m: 
M. 
v+1 
“ar * 


v 


lg M,4, — lg M, > lg C 


also: 


wird. Da iiberdies: 
—M lg M,,, — lg M 
Ma — M, en ee 
M, <1, also um so mehr: < lg 0 a 


so folgt aus Gl, (17), dass: 









> < ee (lg Ma — Ig Mn) + GY — G2, 
m+1 
(wenn G’ die obere Grenze der G!) fiir v >m bedeutet), und da man 
C von vornherein beliebig gross nehmen kann, schliesslich: 
: A, 


*) Math. Annalen, Bd. XXV, p. 318, Formel (9). 


von 

falle 
wen) 
gelei 


bezv 


lim 
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Zusatz. Die Vergleichung von (14a) und (14b) mit (14), ebenso 
von (15a) und (15b) mit (15) zeigt, dass sich fiir die beiden Grenz- 
fille c= 1 und coo genau dieselben Endresultate ergeben, als 
wenn man in den (zuniichst unter der Voraussetzung 1 < ¢ < oo ab- 
geleiteten) Gleichungen (14) und (15) ¢ gegen die Kinheit convergiren 
bezw. in’s Unendliche wachsen lisst. In der That ist ja: 


oe 2 [~« fir ¢=1, . 1—e es fir ¢=1, 


lim 
1-—¢* 


=1 fir c= Ige =( fiir c= oo. 


8 3. 
Ueber den Grenzwerth von e>? a, M;* fir 9= +0. 
0 


Wenn die Reihe PS a,M,* fir jedes positive @ convergent ist, 
so convergirt sie offenbar um so schwicher, je kleiner g ist. Fiir 
oe = 0 wird sie im Allgemeinen (a. h. wenn nicht zufallig o a, an 
sich convergirt) divergent. Liasst man nun g von der Seite der posi- 
tiven Zahlen her der Null zustreben, so vollzieht sich dieser Ueber- 


gang von der Convergenz zur Divergenz fiir die Reihe ys a, M;* in 


der Weise, dass unter gewissen Voraussetzungen _ a, M,° schliesslich 
proportional mit = oder noch schwicher als * wichst, sodass also 


o> a,M§ fir @ =—+ 0 einer bestimmten endlichen Grenze bezw. 


der Null zustrebt. Zur Klarstellung der verschiedenen, hierbei sich 
ergebenden Modalitiiten dienen die folgenden Sitze. 


Lehrsatz I. Setzt man: 
M,,,—M, 
ae 7 d, *), 

sodass also Py d, divergirt, » d, M,* convergirt, 

so ist: 

=1 wenn: (1) MayiomM,, 


| . a 1—c7! 
(18) lat Q- >? d, Mz?) =< (2) Mayi:cve. M, (e>1), 
e=+0 &— ge or 
== 0 (3) Mayi>M,. 
*) Auf diese Form lisst sich bekanntlich das allgemeine Glied jeder be- 


liebigen divergenten Reihe bringen, sofern deren Glieder nur der Bedingung ge- 
niigen <1 zu sein (cf. Math. Ann, Bd, XXV, p. 322). 


4* 
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Beweis. Es ist identisch: 











od,M,;* = @- Se ee. in 
¢..— Me Mas Mg, , M$ 
1=%" (y- “ 
= 0S (Met — MES) 
wo 
M. 
ae 
v= 


+ 


Ist nun ad (1) g, Qo 1, so convergirt der Factor: 


—1 
i—-¢@ 
1—g,¢ 





fiir unendlich wachsende v gegen den Werth * und zwar gleichmdssig 


fiir alle @*), die unter einer beliebigen endlichen Grenze liegen. Man 
kann somit eine endliche positive Zahl m derart fixiren, dass — wenn 
gesetzt wird: 





—1 
1—q, a, 
P > 


i—@e 
#, fir alle v >m und jedes @ (etwa < 1) um weniger, als eine be- 
liebig kleine vorzuschreibende Grésse von der Einheit abweicht. Als- 
dann wird aber: 


@- >) a My * = [8], - >} (My * — M8) = [9.1 - Mn! 


und daher: 
18!) lim @: Sd, M,*=lim 9. *d, My? =1 (MiyoM,). 
(8) lino oD (Muto 


Im Falle (2) beniitze man die Ungleichungen**): 


*) S. d. Fussnote zum vorigen Paragraphen. 
**) Es ist niimlich (cf. Math. Ann. Bd. XXV, p. 316): 


1 
si <The (9<2<~e), 
>1—2 (9<#< 2) 


x 
oa, 

1—e* i+e 
<2 usaf. 


also 


3s 


DSc 5 in 


Bae 
8 


in 





Zur Theorie der Dirichlet’schen Reihen, 53 


1 
1 {[<t+h @<s¢e) 











1—e-* 1 
°  |>-<, (0<2<1) 
woraus: 
1 
a <@, Te: 
1— gy? 1—¢ ¢8tr 1 
Ig q,’ 


(da man wegen der Endlichkeit von lim g, @ von vornherein so klein 
annehmen kann, dass die Grenzbedingung fiir die zweite Ungleichung, 
nimlich g lg g,< 1, erfiillt ist), Man kann nun, wenn die positive 


Grésse « beliebig klein vorgeschrieben wird, eine positive Zahl m so 
fixiren, dass fiir v > m: 


e¢—éEé<ig@aete 
also auch: 


1 
_e \<eery Te 
1— 1 
> igie+e) 
und daher: 


oda M,* 


Hieraus folgt aber — da ¢ von vornherein beliebig klein gemacht 
werden kann — schliesslich: 








| 1—(c+e)—* . Me 
lg (c —e) m ? 


l> (ger +e) ace 





2 i ‘ ~ oe cn i ~) "Coen + 9 
(18*) Tim 9 2) OU jim @ dy M; ee (Moti cuc). 


Im Falle (3), wo lim g, = oo, kann man, wenn C positiv und beliebig 
gross angenommen wird, m so fixiren, dass fiir v > m 
w>C 
wird. Da hier jedenfalls noch die erste der oben beniitzten Unglei- 
chungen gilt, so wird fir v > m: 
<5 t+e<yet 
i_g? wa °* Ser? 


und da ausserdem: 
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‘egret 
so folgt zunichst : 


; —e-_!_  y-e 
e-> d, M, < lg C M,,. . 


Und da C an gar keine obere Grenze gebunden ist, schliesslich: 


(18%) lim @->'d, My —=0 = (Muy:>,). 
e=t0 


Lehrsatz Il. Ist img, =g, so hat man: 


A. , dy M, * =< lim A va, M, ° 
ede Beg 
und zwar auch dann, wenn g, = Jv 9 irgendwie von @ ab- 
héngt, sofern nur gy mit wachsendem v fiir alle positiven 
Werthe 9, die unter einer gewissen endlichen Grenze r 
liegen, gleichmdssig gegen den Werth g convergirt. 
Beweis. In Folge der iiber die Beschaffenheit von g, bezw. gy, 


gemachten Voraussetzung lisst sich eine Zahl m so bestimmen, dass 
fir » > m: 


f=, .9 
gesetzt werden kann, wo @, beliebig wenig von der Einheit abweicht 
und zwar gleichmdssig fiir alle positiven @ <r. Daraus ergiebt sich 


zunachst: 
> res M, * = (9), . g > d, M,;* 


und somit: 


(19) fnet o DoaMs e = Bee: S944, M,;* 


m 


=glime- >d,M,* 


d. h. mit Beniitzung von Lehrsatz I: 


(19a) 
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Mass ~\ M,, 
Mays © cM, (c> 1), 
Mass > M,, . 
Zusatz. Dieser Satz gilt offenbar auch, falls lim g, = 0, und 
behilt auch einen Sinn, falls lim g, = co und M,41 c M, oder cw ce My. 
Ferner leuchtet ohne weiteres ein, wie derselbe zu modificiren ist, falls 


lim g, nicht bestimmt ist, sondern irgendwelche Unbestimmtheitsgrenzen 
besitzt. 


Folgerungen aus Lehrsate I und II, 1) Es ist: 
M, 


vl M, a (ar) d, 
Mate M4, Mg 
folglich nach dem oben gesagten: 


= 1 wenn: Mii: M,, 
—i 


M1, — M, 1—c 
(20) PA Q- > =e <= Mis we. M,, 
= 0 Mis > M,. 





Ferner: 





M,,, —M, tam (AG) ; d, 
mite M, Msg 


v 


und somit: 
M,,,—HM, = 1 webln: Mass (as) M,, 
2) tin, 0 ST | 
— +o v lige Mm ~ ¢.M,. 
Setzt man z. B. M, = av + b, also M,4, — M, =a, s0 ergiebt sich 
die von Dirichlet bewiesene*) Relation: 


3) 


lim — 
e= _~ ae 7 


und fir M, = 2”, also c= a 


1 
a 


n 


lim @- >v2-"@ = a 
e=+0 - g2 


*) Crelle’s Journal, Bd, 53, p. 130, Der Beweis wird dort durch Ver- 
gleichung der betreffenden Reihe mit 


dz 
gite 





| 
| 


e 
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2) Ersetzt man in Gl. (21) M, durch lg, M,(x = 1,2,...), so 
erhailt man zunichst: 


Sy Ie My =o A; wenn: Myyicw M,, 





= 
~- & (8. m,)'*e -_ —. Mays we. My. 


Nun ist aber, falls M,4; co M,, bekanntlich:*) 


Ig, |g, Mays — lg, M,, © i M,, 


~~ = M,:\g, M, ee, 


Im Falle My: co ¢ M, wird lg, May: co lg, M, und daher zunichst: 








Ig, M,,,—1g,M, dis 1s Mays ee 
lg, M, == Ig,M, - lee, --- |g, M, 
also wegen: 
M,,,—M 
“lg Mii, — xlgM, ~w lge, —t—we-l 
ow 
schliesslich : : 
lg, M41 — lg, M, Ige Mata aa. : 
ig, M, ci W,lg, M,---lg,M, 


Mithin ergiebt sich in beiden Fallen: 


2 M,,,—-M. , 
i ® v a 3 —— = 7 
(22) pond 1) orn "ig: M, ---(e, i Myre 5 Gand, 3, ...). 





Dagegen muss nach Satz II: 


— M, e 








<. M, 
(23) lim @- —_.. = 
e=0 (4, lg, M, mM te 
werden, weil: 
ee be ic ely , See ee 
(M,\g,M,---lg,M,)'T® (Ig, M, - - - lg, M,)'*€ mM} t¢ 


und der erste Factor lediglich durch Wahl von v, unabhiangig von @ 
beliebig klein gemacht werden kann. 
Darnach ist also z. B. 


in ¢: Se —— = I, 
wae a » (Ig »)'¥¢ 


*) Math. Ann. Bd. XXV, p. 318, Formel (9). 
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dagegen : 


lim e- Sy———- = 0 
= e (ig ote 


Lehrsatz Ill. Ist lim =G — (also nach § 1, 





A, 
lg M,, 
(Ib) der Reihe >’ a, M>e convergent ), so wird auch: 


lim @- Sa, My*=G, falls May: co M,.*) 
eto 


Beweis, Durch partielle Summation ergiebt sich: 


Q- bay M,* = @- >} A, (M, *— Meh) 


™ 


oder anders geschrieben: 
= A, lg M, lg M,,. 
=e Sem, | ag a — 
A, Ig ms Ig M, 
+e > ew, ome 
Die erste Summe rechts lisst sich offenbar in die Form setzen: 
jot 
ig M, m Mg 


ist also endlich und verschwindet folglich mit @, sodass man zuniichst 
erhialt: 


Ig Ma — —Ig M, M, 
(24) lim eo: >a, UM, t= [ar at lim @- 
e=+ > m @e=0 3s M3, 


A 
wo E M, i durch Wahl von m dem Werthe G beliebig nahe gebracht 


werden kann. Ist nun zuniichst wiederum M,4; oc M,, so wird: 











—M, 








Ig Mays — lg Mn w —_— 


*) ef. Dedekind a.a,0. Daselbst ist nur der Fall M,,,, © M,, behandelt, 
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und daraus folgt nach Satz II ohne weiteres, dass alsdann :- 


4 M.,,—ligM 
(25) lim @ ne ae 
ist. oe 
In dem allgemeineren Falle M,41 co M, (wobei also lim Seth 


nicht einmal bestimmt = c, sondern nur endlich, also etwa <c zu sein 
braucht) hat man: 


Mar 








1 - 
lg Mii.—lgM, SM, Mg,, — Mg Me i 
Me, Me,,—Mf M8, Me : 
elg = a FS 
an 28S (ye ). : 
g- b 
Mit Beniitzung der Ungleichungen: 
‘ 1l+ae, ; 
e 1 1 
“a 3 

also: 
a {<i, (0 << x< oo) A 
@—1|>1—2, O<s#<1) a 
#3 
ergiebt sich daher: 3 
elga, = 1, ¥ 
g—1 >1—elgq >1— oc * 
und daher: e 
ig M,.,—IgM, {< M;,° nl 
(26) @ > ae M, ’ 
M34 Fs re! bees’ Qc). M,,° A 
woraus, in Verbindung mit Gl. (24), schliesslich: : 
(27) lim . a, My* = G (a h = lim —2" - ‘ 

tin o- Steatet =e (4 4 = nA) 


Ist May: co M, und: 


() 


=o? 


n 


lim 





so folgt aus Lehrsatz I] des § 2, Gl. (15b), dass alsdann 





Me ee 





AS ESN tite se Si Bare 





oa hae ka Ks 









Zur Theorie der Dirichlet’schen Reihen. 


AY 





A,, 
lim IgM, = lim 7 . 


ist — und es wird somit auch: 
lime: Sa,M,? = 
ant al 

Ersetzt man jetzt a, durch a,M;", sodass also 


AY = Ss. M, 
0 


in A, tibergeht, so resultirt der folgende Satz:*) 
Lehrsatz Illa. Besitat 





n 
>. 
i 


i » ae. 


fiir n = ce einen bestimmten Grenewerth G, so ist auch 


lim @- Sa, Mr") 4G 
falls 
Mass ia) M,. 


NB. Man kann diesen Satz auch leicht direct beweisen, ohne von 
den Ergebnissen des § 2 Gebrauch zu machen. Man erhialt nimlich 
durch partielle Summation: 


do M7“ “34 (M;(t+e) _ - M;$'+) 


m 


a mM 
-(el 3 See 
M, Sry Mite Me 


und erkennt sodann, dass: 


i «© 1 MHP — Mite 1, 
im Q: ————— 
eto" = Mpa 





*) Fir M,=~» ergiebt sich wieder ein speciellerer Satz des Herrn Hilder 
— & a. oO. p. 645. . 













. A. Prinasnem, Zur Theorie der Dirichlet’schen Reihen. 


da: 








M, \!+e 
wsje—ate '— Gre)” .. ———S 
Mit? Mg +. M,,, Mg 

M,.; 


gesetzt werden kann, wobei der erste Factor fiir wachsende v gleich- 
missig gegen den Werth 1 + @ convergirt. 


Miinchen, im Februar 1890. 
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Ueber Gruppen von p-reihigen Charakteristiken, die aus 


n-teln ganzer Zahlen gebildet sind und die Relationen zu- 


gehdriger Thetafunctionen n‘* Ordnung. 
Von 


A. von Braunmijnt in Miinchen. 


Einleitung. 


Die Herren Noether*) und Frobenius**) haben, jeder von 
einem andern Gesichtspunkte ausgehend, eine Theorie derjenigen p- 
reihigen Thetacharakteristiken geschaffen, deren Elemente aus den 
Hialften ganzer Zahlen gebildet sind; diese Charakteristikentheorien 
haben ihre Wichtigkeit namentlich fiir die Bildung der Thetarelationen 
und fiir das Zweitheilungsproblem der Abel’schen Functionen. Es lag 
daher nahe, die genannten Untersuchungen auf solche Charakteristiken 
auszudehnen, deren Elemente aus n-teln ganzer Zahlen bestehen, wo 
n eine beliebige positive ganze Zahl ist, und in dieser Richtung haben 
zuerst die Herren Prym und Krazer***), allerdings nicht von der 
Theorie der Charakteristiken ausgehend, vornehmlich zwei Formeln 
aufgestellt, die aus Thetafunctionen erster Ordnung mit »-tel Charak- 
teristiken gebildet sind, und von denen namentlich die eine) so all- 
gemeinen Charakter besitzt, dass sie als Fundament fiir weitere Unter- 
suchungen gelten kann. 

Da es mir aber wiinschenswerth scheint, die Thetaformeln im 
Anschluss au die Gruppirungsverhiltnisse der Charakteristiken zu ge- 
winnen, so stellte ich mir im I. Abschnitte dieser Arbeit die Aufgabe, 
die Untersuchungen des Hrn. Frobenius tiber Gruppen von Halber- 
charakteristiken auf n-tel Charakteristiken auszudehnen, Wenn ich 
dabei die Gruppirungsverhiltnisse etwas eingehender besprochen habe, 
als dies fiir die Entwicklungen des II. Abschnitts nothwendig ist, so 


*) Mathematische Annalen Bd. 16, 1880. 

**) Journal fiir Mathematik Bd. 89, 1880. Bd. 96, 1884. 
***) Acta mathematica Bd, 3, 1883. 
+) l. c. pag. 271, Formel (Q,). 
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geschah das, weil ich der Ansicht bin, dass diese Betrachtungen fiir 
die Gewinnung specieller Thetarelationen in dem Sinne, wie ich sie 
in einer friiheren Abhandlung*) fiir » —3 entwickelte, von Nutzen 
sein werden. 

Meine weiteren Untersuchungen im II. Abschnitte schliessen sich 
an eine specielle Gruppe an, die syzygetische Untergruppe nimlich, 
die wieder als besonderen Fall die Goepel’sche Gruppe enthilt. Diese 
fiihrt zur Betrachtung gewisser Thetafunctionen n-ter Ordnung, fiir 
die sich eine Fundamentalrelation aufstellen liess, welche der eben 
erwahnten Formel der H.H. Krazer und Prym fir Thetafunctionen 
erster Ordnung véollig analog ist, und alle bis jetzt bekannten Rela- 
tionen gleicher Gattung als specielle Fille in sich schliesst. 


I. Abschnitt. 
Charakteristiken., 


§ 1. 
Definitionen und vorbereitende Sitze. 
Der Zahlencomplex 


(a) = (" Boy «ey 8 


Re Mh ese & 
bestehend aus 2p Zahlen, heisst eine p-reihige Charakteristik oder 
vom Geschlechte p. Legt man den Zahlen « nur die Werthe eines 
volistiindigen Restsystems mod.» bei, so sind in dieser Form im Ganzen 


n*P verschiedene Charakteristiken enthalten. 
Der Ausdruck 


|| = aa," + aay +--+ + apa’ 
heisse der Charakter einer Charakteristik; derselbe kann mod. die 


Zahlenwerthe 0, 1, 2,...,%— 1 annehmen, und somit giebt es 
Charakteristiken vom Charakter 0,1, ....n—1. Ist 


= (9 6.3 


eine zweite Charakteristik, so heisst dieselbe der Charakteristik («) 
gleich, wenn alle Zahlen in (8) den an entsprechenden Stellen stehenden 
Zahlen in (a) gleich sind, also a, = #,, a, = 6,, v—=1,2,..., p, 
sie heisst congruent mit («), wenn a, = ,, a, =, mod. n ist. 


*) Mathematische Annalen Bd. 32, 1888. 
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Theta mit n-tel Charakteristiken. 


Die Summe mehrerer Charakteristiken (a), (B), . 


(a) + (B) +--+ +(%) 
= ” HF Byte M1, pF Bg te M2, ++ Spt Bp +--+ ) 
a,’ +B +--+, @,'- By ess), +++ hp + Bp +--+,’ 
=(@+B+---+%) 
und wird im Folgenden kurz mit (af... v) bezeichnet. 
Hieraus folgt: 


. + (v) ist 


m(a) = (ma)=(a"), m<m und ganzzahlig, 
und fir m= n 
n(a) == (na) = (a") =(1) mod. n, 


wenn man mit (1) die Charakteristik bezeichnet, deren simmtliche 
Elemente Null sind. Weiter folgt: 


(n — 4) (a) =((m — 4) a) = (@-*) = — Ala) =(e) mod. n, 
und hieraus: 
(a) — (8B) = (a@B-) = (a B-") mod. n. 


Ferner mége zur Abkiirzung gesetzt werden: 
a By + By + +++ + Op By’ = >) a6 = |5), 
ay’ By + 04'By +++ + ty’ Bp = SB =P, 
ty By’ — y'By + ea’ — ey By + +++ + apBy’ — ey’ Bp 
= D>; («6 — 08) = |5| — |B) — ap. 


Herr Frobenius hat zur Bestimmung der Anzahl von gewéhn- 
lichen Charakteristiken , welche gewissen Bedingungen geniigen, eine 
Methode entwickelt, die sich auf Charakteristiken, deren Zahlen nach 
dem Modul » reducirt sind, sofort ausdehnen lasst, und in folgendem 
Satze iiber lineare Congruenzen ihre Quelle hat: 

(1) Sind 

Wa = Ga,1%, + Mq,2%, + +++ + Aag%, &=1,2,---, 6 
6 mod. n unabhingige lineare Formen der q Variabeln x,, 2, ... Xq 
und b,, by, ..., be beliebige Zahlen, so haben die 6 linearen Congruenzen 
U, =b. mod.n 
ni-* Lisungen. 

Beweis. Ist m die Anzahl der gesuchten Lésungen, und be- 

zeichnet man mit t, wie im Folgenden immer, die n-te Kinheits- 
2in 
wurzel e”, so besteht die Gleichung: 








\ 
} 
\ 
} 
i 
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a=o 


n° => [] {1 4 gto 4 gM(HomPa) po o—D(Ha-ba) 


worin sich die Summe Z auf die in den uw, enthaltenen Variabeln 
X) %,~++)Lq bezieht, denen man alle Werthe 0,1,2,...,n—1 
beizulegen hat. Die Richtigkeit dieser Gleichung erhellt leicht. Hat 
man namlich ein Werthsystem der 2,, 2,,...,%,, welches nicht den 
simmtlichen Congruenzen tu =b. mod.n gentigt, so enthalt das 
Product TT jedenfalls einen oder auch mehrere Factoren von der Form 
l+rt+rt+hmn+--- frm 
Da diese Summe aber gleich Null ist, so verschwindet das be- 
treffende Glied aus 2, mithin verschwinden nur die Summanden von 
= nicht, welche fiir jene Werthsysteme von 2,, 7,,..., %, entstehen, 
die den sdmmtlichen Congruenzen u,=b, mod. geniigen. Die 
6 Factoren eines solchen Summengliedes sind aber dann alle einzeln 
=m, und folglich ist jedes der iibrigbleibenden m Summenglieder =n’. 
Fiihrt man jetzt das durch TT angedeutete Product aus, so be- 
kommt man ausser 1 lauter Glieder von der Form 


Pa (t,—21) + Ma (uo—da) +--+ ey (UZ—22) 
? 


WO ff, H,---, Ma die Zahlen 1, 2,3,..., m—1 in beliebiger 
Reihenfolge sind. Es ist aber einmal 2 1—m’, da die Summe n? 
Glieder hat, und dann 


Ps its rb) +g (a 02) von ed La me | ba), Py git tea an fi. 


Fiihrt man in dem Exponenten unter dem Summenzeichen statt 
My), Uy,..+,%a ihre Werthe in 2,, 2, ..., % ein und ordnet nach 
den x, so kann man setzen: 


Hy @y, + Ug Gy, +--+ + Madar =a,, 


Ute Uy Aza+ ee + adie = Ae, 
wodurch 


Hy My Myth ++ Matta = a, 2, + a, 2, + +++ + ayaa 
wird. Schreibt man endlich noch 


— (hy, by + fab, + +++ + wabs) = Q, 


o Qy 2+ By +--+, & 
S = re > ae 7 "4, 


so kommt: 


die Gréssen a, kénnen hier nicht simmtlich congruent mit Null nach 
dem Modul ” sein, denn sonst bestiinde die lineare Relation 


fy Uy + MyM, +--+ + wu, =0 mod.n 

















Theta mit -tel Charakteristiken. 65 


zwischen den nach Voraussetzung unabhingigen Gréssen %,, U),..., Ug. 


Es ist aber: 
s= a(S e-) (Ses) (DH), 


da 2, %,.+-,%, alle Werthe 0,1,...,%— 1 annehmen, und wenn 
nun etwa d_ ==0 mod. m ist, so muss 


> em + re te tw a 0 
sein, somit verschwindet S, und man hat die Gleichung 


n? p = ne. 


§ 2. 
Satze iiber Charakteristiken. 


Sind (a), (8), ..., (v) irgendwelche Charakteristiken, so heisst 
die Charakteristik («7* B’?...v7"), wo Ga, 63,...-, 6, die Zahlen 
0, 1,...,%—1 bedeuten, eine Combination*) derselben; und die- 
jenigen unter diesen Combinationen, fiir welche die Beziehung besteht: 

Ga +6, +-:+:-+6,=1 modn 
moégen als wesentliche Combinationen bezeichnet werden. 

Ein System von Charakteristiken heisse ferner unabhiingig, wenn 
keine der aus seinen Charakteristiken gebildeten Combinationen mit 
Null nach dem Modul » congruent ist, und es heisse wesentlich unab- 
hdngig, wenn keine Combination, fiir welche ‘6, + 6; +---- 6, =0 
ist, mit Null nach dem Modul » congruent ist. 

Hiermit erhilt man folgende wichtige Sitze: 

(11) Die Combinationen von A unter sich unabhiingigen Charak- 
teristiken sind n* verschiedene Charakteristiken. 

(III) Die wesentlichen Combinationen von 4 wesentlich unabhiingigen 
Charakteristiken liefern n*-! Charakteristiken. 

(IV) Es giebt wnter den n®” Charakteristiken hichstens 2p unab- 
hiingige und 2p + 1 wesentlich wnabhingige. 

Die Richtigkeit dieser Sitze ergiebt sich, wie folgt: 

Jede Combination der 4 unabhiingigen Charakteristiken 
(M1), (Yo), - 4 (v2), 


nimmt die Gestalt an: 


(@) = (v," v,",..., mm), Ge=0,1,...,n—1, 


*) Wenn im Folgenden von Combinationen zu s Charakteristiken gesprochen 
wird, so verstehen wir damit abkiirzend Combinationen, fiir welche 


6,+6,+:--+6,=8 mod. ” 
ist. 
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Die n* Variationen mit Wiederholung der Zahlen 0,1,..., »—1 
fiir 6,, 6,, .-+, G2 gesetzt, geben also die m* Charakteristiken des 
Satzes (II). Diese trennen sich aber nach Satz (I) stets in m Parthien 
von je »*— Charakteristiken; fiir alle Charakteristiken einer solchen 
Parthie ist 6, + 6,+---+6,=e mod.m, und man erhilt die n 
Parthien, wenn man ¢=0,1,...#—1 setzt. Damit ist der Satz 
(Ill) erwiesen, wihrend Satz (IV) eine unmittelbare Folge aus (II) 
und (III) ist. 

Als weitere Folgerungen dieser Siitze ergiebt sich noch nebenbei: 

(V) Zwischen 2p + q Charakteristiken miissen mindestens q lineare 
Relationen bestehen , 
und 

(VI) Zwischen mehreren wesentlich unabhingigen Charakteristiken 
kann hochstens eine Relation stattfinden. 

Bestiinden niimlich zwischen den Charakteristiken (v,),(v.),..., (Vm) 
zwei Relationen: 


(v9.7... mH) =0, (v,"y,7... v,*) =0, 
so ist ersichtlich, dass man aus diesen 2 Relationen sofort eine dritte 
bilden kann: 
(»,°or** afr nail vy et tu) = 0, 

so dass 

8(6, +O, +-++ +6) + tt, +E +-+-+%)=O0 mod. n 
ist, was aber der Annahme, dass (v,), (v,), ..., (vm) wesentlich un- 
abhingig sind, widersprache. 

(VII) Ist (v) irgend eine Charakteristik, wnd durchliuft (§) alle 
n?? Charakteristiken, so ist 


> erian; em l,2,..4n—1. 
Dieser wichtige Satz ist ein specieller Fall des folgenden allgemeineren : 
(VILL) Bedeuten (v,), (v.), -- +, (va) irgend welche unabhiingige 
Charakteristiken, durchliuft (¢) alle n®” Charakteristiken, ist « irgend 
eine Zahl der Reihe 1,2, ...,n—1, umd bedeuten ¢,, &, ..., &3 
&,, &',~+ + € trgend welche Zahlen aus der Reihe 0,1,2,....n—], 
so ist 

















a=A 
ee fulilewiell 2 
—_ = * on, 
wo ¢ 
aa 
Qy— ST sate |vel-+ Drees |2#| + Sree'ee| Mel; BLU 2, 92 
p— a | Va | ap 6 


ist. 








so 
lan 


wi 


is! 

















Theta mit n-tel Charakteristiken. 


Beweis. Setzt man zur Abkiirzung einen Augenblick 


(%) = (@), (%) = (8)... (m) =(@), 


so giebt die Summe entwickelt, da (€) alle Charakteristiken durch- 
lauft: ; 


( >) nN > qieede tebet Bo, )-( > rietytenivt Btn), 
oy at oop 
wo 


a5 = &; Kg + &, Bg +--+ fi to | s 


‘ : . dh ST EEE 
Bem 8, tte + &; Bo +--+ a1 pol 


ist. Lisst man jetzt ¢° in einem dieser Factoren, etwa im ersten, 
alle Werthe 0, 1, 2, ...,»— 1 durchlaufen, so wird derselbe: 


> (y + foto, + grt it) + baa - i Debrt By) | 
i 


Nun giebt es immer fiir §, einen Werth unter den mit 0,1,...,.»—1 
congruenten Zahlen, der ef, + @,==0 macht: §, = — a = einer 


ganzen Zahl, und fiir diesen wird dann der in der Klammer stehende 
Ausdruck gleich n, fiir alle anderen Werthe von €, aber verschwindet 
er, da der Klammerausdruck fiir sie die Form (1-+-1t-+-----+ 7-)=0 
COTE OD 
annimmt, Somit ist der Werth des ersten Factors nt ‘ . Das Gleiche 
tritt bei jedem der p Factoren ein, und der Gesammtwerth des Productes 
ist also: 
nate t-te 


Tt * W, 


Die Summe @,@, + ----++ @,@, giebt aber entwickelt den Ausdruck Q). 
Fir ¢ = & = geht der Satz in Satz (VII) tiber, da (v§) mit 
(€) alle Charakteristiken durchliuft. 


Ausserdem sind noch folgende specielle Fille wichtig zu_be- 
merken. Ist 
&a = + &, &g = + &, 


a=a’ 
Q=t > Eq?| Val + >) caee( || 4. 
a=1 a, p 


Va | 
seo ; 
Hieraus folgt, was wir spiiter beniitzen werden: 


(IX) Bestehen zwischen den Charakteristiken (v,), (v2), «+ +) (va) 
die Bedingungen 


so wird 





Ve 
Ve | 





lv 
|_| = 0, \3e| =0, 





=0, 
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wo at = 1,2, ..., 4 i, 90 wird 


a=A 
tit DS te(\n, 
t a=1 


Ya 


c 





a 








) 


=n. 
c 
Hieran schliesst sich noch ein anderer fiir spiiter wichtiger Satz: 

(X) Sind (v,), (v%), ..-, (va) irgend welche unabhingige Charak- 
teristiken, durchliuft (§) alle n?? Charakteristiken, und bedeuten & und 
& ‘trgend welche Zahlen der Reihe 0,1, ...,%—1 (ohne gleich- 
zeitig = 0 zu sein), so ist: 


ama sti 
|r| +%e|"¢ 
ex 


>’: eta 


. 
. 


v 








Setzt man niimlich wieder (v,) = (a), (v.) =(B) ... (va) =m, 
so wird diese Summe: 


(2°) (2%) (2 **) ( Zen): 


; (2 ry*s) (> to), 


, 


'P 
wo die @ und @ dieselbe Bedeutung wie in Satz (VIII) haben. Irgend 
ein solcher Factor, z. B. der erste, giebt aber entwickelt 
1+ e+ ret a + ri—o 

und ist == 0, wenn @ von Null verschieden, sonst aber =m. Nun 
zeigt aber die Bedeutung von @, und @,, dass keinenfalls alle Glieder 
@, und ®, = 0 sein kénnen, da sonst eine Relation zwischen den 
nach Voraussetzung unabhiingigen Charakteristiken (a), (8), ..., (u) 
bestiinde, somit verschwindet das obige Product. 

Ist speciell 4 = 1, (v,) —(v) und & —1, «, = — 1, so kommt 
der wichtige Satz: 


(IX) Ist (v) irgend eine Charakteristik, und durchliiuft (§) alle 
n®? Charakteristiken, so ist 


> vw =0 und >) ti me nt, 


Der letzte Theil des Satzes leuchtet unmittelbar ein, wenn man 


beachtet, dass 1|¢=—= 0 fiir jeden der n’” Werthe von (€) ist, da alle 
Elemente von (1) Null sind. 





+ + -hy 
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§ 3. 
Anzahl der Charakteristiken von gleichem Charakter. 


Satz (VII) kann verwendet werden, um die Anzahl der tiberhaupt 
vorhandenen p-reihigen Charakteristiken von gleichem Charakter zu 
bestimmen. 


Ist (a) die Anzahl derselben vom Charakter 


[§[}=-a, a=0,1,2,..,n—1, 
so hat man: 


(1) 9(0) + Pl) ++ ++ + p(n — 1) = nie; 


ferner ist, ihnlich wie im Beweise des Satzes (I): 
n (pO) + r9p(1) + 29 p(2) +--+ + e-8 —(n — 1) = 
= SM cti pfeil) 4-09 > (+e apes fer l—1)(I61-0) 


¢ ¢ 
ene se ee ae > (1+ ati-« spo ferte—t)(b-a)) 
¢ 
ee WS (1c. p gl Mlel-(e-) 


0 bedeutet hier irgend eine der Zahlen 1, 2, ..., (w — 1). Summirt 
man, indem man alle ersten, alle zweiten u. s. w., alle m'" Glieder in 
diesen Summen zusammenfasst, so kommt: 


Dd pep pe Sei (Leet 20-2) pan tegin—1y6-10) 
¢ 


c 
me Vee ee « +> cai (1-+-79-@ +-12(d—a) ee ferl 10-2) ) 
ee + Dre PEL oP 4 HOO) 4 geo), 
i 


Liisst man jetzt 0 alle Werthe 1, 2, ..., » — 1 durchlaufen, so ver- 
schwinden die in jedem Gliede stehenden Klammerfactoren bis auf 
einen. Denn ist etwa d= «, so wird der Summand 


Rs ruth (Lf oe 4 t-@) 4... 4b gin-1(d-a)) 
c 


=n 3 rll =m m+ MP. 


¢ 
Also hat man 


(2) pO) + e?p(1) + PP p(2) +--+ + eM Gm —1) = nP. 
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Die Gleichungen (1) und (2) reprisentiren, da @ die Werthe 
1,2,...,%—1 annimmt, mn Gleichungen zur Bestimmung der 


Zahlen g(a). Die Aufldsung dieses Gleichungssystems liefert die 
Werthe: 


(0) = n?-!(n? + n — 1) 
g(a) —nP—"(mP? — 1), a=1,2,..,.n—1. 
Also ergiebt sich der Satz: 
(X11) Unter den n®? Charakteristiken befinden sich 


n?—1(n?P + n — 1) 
vom Charakter Null und 


und 


n?—'(nP — 1) 
von jedem der andern Charaktere: 1, 2,....n—}. 


Fiir n=2 erhilt man z. B. 2?-!(2?-+1) gerade und 2?—" (2? — 1) 
ungerade Charakteristiken (vergl. Frobenius J. f. M. 89. p. 191). 
Fiir n = 3 ergeben sich 3?—1(3” + 2) Charakteristiken vom Charakter 
Null, 32-*(32 + 2) vom Charakter + 1 und ebensoviele vom Charakter 
2 oder — 1 (vgl. meine Arbeit Abhandl. d. k. bayr. Academie d. W. 
If, Cl. XVI. Bad. II. Abth.*), 


§ 4. 
Gruppen und Systeme. 


Die n*” Charakteristiken kénnen als eine Gruppe von »’? Opera- 
tionen aufgefasst werden, indem die Summe je zweier p-reihiger 
Charakteristiken wieder eine solche Charakteristik liefert. Die Charak- 
teristik (1) vertritt dann die Identitat, und das System der n?? Charak- 
teristiken bleibt durch Anwendung der Operationen dieser Gruppe 
ungeandert. 

Nach Satz (IV) kénnen die Operationen dieser Gruppe aus 2p 
unabhangigen unter ihnen zusammengesetzt werden. Man gelangt so 
zu folgender Darstellung der Gesammtgruppe G. Sind 


(%) (2) «++ (M)3  (@1) (@2) «+ + (@p) 
2p unabhiingige Charakteristiken, so wird G durch die simmtlichen 
Combinationen derselben dargestellt, und man nennt die 2p unab- 
hangigen Charakteristiken eine Basis der Gruppe. Diese Gruppe lisst 
sich in folgendes Schema bringen: 


*) Die hier citirten Stellen der fraglichen Arbeit werden in keiner Weise 
von dem fehlerhaften Resultate beriihrt, das Hr, Krazer die Giite hatte im 
Jahrbuche fiir die Fortschritte der Mathematik 1886 zu besprechen. 
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In jeder Horizontalreihe dieses Schemas sind n? Charakteristiken ent- 
halten. Die der ersten Zeile bilden eine Untergruppe vom Grade n?, 
die aus den p unabhangigen Charakteristiken (v,), (v2), ..., (vp) ebenso 
gebildet ist, wie die Gesammtgruppe aus den 2p unabhiingigen; die 
tibrigen Horizontalreihen aber entstehen aus ihr, indem man zu allen 
ihren Charakteristiken je eine der aus der Basis (@,), (@2), ..-) (@p) 
gebildeten Untergruppe, die in der ersten Verticalreihe steht, addirt. 
Jede solehe Horizontallinie heisse ein Charakteristikensystem vom Grade 
n”*), und das ganze quadratische Schema ein Complex von Charakte- 
ristikensystemen n?'e" Grades. Somit enthilt jeder Complex an seiner 
Spitze eine Gruppe und ausserdem n? — | eigentliche Systeme. 

Fiir die spiiteren Anwendungen ist eine kiirzere Bezeichnungs- 
weise vorzuziehen, die man erhalt, indem man den Charakteristiken 
der ersten Zeile und der ersten Colonne des Schema’s durchlaufende 
Indices beilegt. Die Gruppe erhiilt dann folgende Darstellung: 


(1) (%) (M%) «-- (Y») 
(0;) (1%) (@,%) --. (1 ¥,,2) 
(IL) (@2) (@2%) (@.%) .-. (@2¥,») 


(Cnr) (Gn) (@xv%2) +++ (Cnr nv) 
Bei dieser Bildungsweise der Systeme ist die Charakteristik (1) aus- 
gezeichnet. Will man aber keine Charakteristik auszeichnen, so ist 
nach Satz (IV) noch eine andere Bildungsweise der Charakteristiken- 
systeme méglich, indem man die saimmtlichen Charakteristiken auch 
aus 2p + 1 wesentlich wnabhdngigen dadurch erhalten kann, dass man 
nur ihre wesentlichen Combinationen herstellt. 

Dann erscheint jede Horizontalreihe unabhingig definirt als die 
Gesammtheit der wesentlichen Combinationen von p-—+ 1 wesentlich 
unabhingigen Charakteristiken und wird aus der entsprechenden 
Horizontalreihe des Schema (I) erhalten, indem man eine neue 
Charakteristik (¢) hinzunimmt und jede Charakteristik (x) desselben 
durch jene Grosse (x), (x6), (x6*) ...(xo6"~') ersetzt, die eine wesent- 
liche Combination ist*). Ein solches System fiir p—1 und n=3 ist z. B. 
(1) (M2)s (Ms)y (M1? Mp"), (71?M57), (MQ? M5"), (M1? YQ M5), (1 M2? Yy), (Vy My V5). 


*) Herr Prym nennt in seinen ,,Untersuchungen iiber die Riemann’sche 
#-Formel“ pag. 56 (fiir n = 2) eine Gruppe vom Grade 2”, die wie die obige aus 
m Basischarakteristiken gebildet ist, ein vollstindiges System, 

**) Ein solches System nennt Hr. Frobenius ein vollstiindiges System. 
Dasselbe geht in eine Gruppe tiber, wenn es die Charakteristik (1) enthilt; vgl, 
auch die Anmerkung des Hrn. Noether zu meiner Note in den Sitzungsberichten 
der phys. med. Societaét zu Erlangen 1886. 
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§ 5. 


Untergruppen. 

Die Untergruppen der Additionsgruppe vom Grade mn’? sind 
siimmtlich vom Grade n*, 4< 2p, und die Anzahl der gleichberechtigten 
Untergruppen vom Grade n? ist 

* eis (n?? hl 1) (n??— ied 1) ee (n2?-4+1 as 1) ) 
ice (mn? — 1) (wt — 1)... (w—1) 





Kine Untergruppe vom Grade n’ besteht niimlich nach Satz (II) 
aus den Combinationen von 4 unabhingigen Charakteristiken, die fiir 
sie eine Basis bilden. Sind diese (v,), (v),..., (v2), so kann man 
(v,) auf »??-! Arten wiihlen, da die Identitét (1) nicht als Basis- 
charakteristik gelten kann, dann bleiben zur Wahl von (v,) noch 
n?” — n Charakteristiken iibrig, da (v,), (v,°),..., (v,;"-') als von ein- 
ander abhiingig auszuschliessen sind. Zur Wahl von (v,) sind dann 
noch »?” — n? unabhiingige Charakteristiken tiber, da die »? aus (v,) 
und (v,) gebildeten als von einander abhiingig wieder ausgeschlossen 
werden miissen. Endlich bleiben nach der Wahl von (%_,) noch 
n?? — n’—! unabhiingige Charakteristiken tibrig, aus denen man (vaJ 
auswihlen kann, und folglich lassen sich die unabhiingigen Charak- 
teristiken (v,), (v)),-- +, (v2) auf 
(m2? — 1) (n?? — nm) (m2? — mn?) ... (n?? -. né-t) 

Arten wiahlen, 
Die hierdurch erhaltenen Gruppen sind jedoch nicht alle ver- 


schieden, denn aus den in einer bestimmten Gruppe enthaltenen m,_ 
Charakteristiken kann man (v,) selbst auf n+ — 1 Arten, (v,) auf 





n’—n, u.s.w. (va) auf n+ — nv’! Arten auswihlen, somit ist die 
Zahl der verschiedenen Untergruppen 
An®? — 1) (wn? — n) (n?P — mt)... (02? — nt) 
(n? — 1) (n? — nm) (mn? — nt)... (n?— nit)” 


welche Formel sich leicht auf A, reducirt. Zu jeder Untergruppe von 
n Charakteristiken gehéren n??-* Systeme von je n* Charakteristiken ; 
diese bilden mit der Gruppe einen Complex von Systemen, der aihnlich 
wie der Complex pag. 71 angeordnet werden kann, indem man an 
seine Spitze die Gruppe vom Grade m stellt. Da ferner die Anzahl 
der Complexe gleich der Anzahl der gleichberechtigten Untergruppen 
ist, so betriigt die Gesammtzahl aller Charakteristikensysteme von n* 
Gliedern, die Gruppe mit eingeschlossen , 


(m?? — 1) (m??-2 — 1)... (m?P 441 — 1) ‘ 
(a — 1) (ew * — 1)... @—8) 


B, = nzp—4 . 
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Zwischen den Charakteristiken einer Gruppe vom Grade n* be- 
stehen noch einige wichtige Siitze, die eine Eintheilung dieser Gruppen 
erméglichen, und daher hier folgen mégen. 


§ 6. 
Beziehungen zwischen den Charakteristiken einer Untergruppe. 
(XII1) Geniigen 4 wnabhiingige Charakteristiken der Betingung 
Vq|V¥z; =9, mod.n, 3} re. ws ss a Me 


so erfiillen je zwei Charakteristiken der aus jenen gebildeten Gruppe vom 
Grade n* dieselbe Bedingung.. 


Denn irgend zwei Charakteristiken der Gruppe haben die Form 
(v,%y,7 ... 2%) und (»,"v,"... a), : 
wo die 6, und t. die Zahlen 0,1,2,...,%—1 darstellen. Nun 
ist aber 


Go, 


vy”... vel yyy? 2. a = "| 0, + 9,7 | +e 0y%| 0% 
= 6,7, (¥,|%1) + 6, 7,(, |) + ++ - + G2ta(va|v2) =O mod, n. 
- “wei Charakteristiken, die der Bedingung v_|\vz=0 geniigen, 
heissen nach Frobenius syzygetisch, und die Gruppe, deren Charakte- 
ristiken diesen Beziehungen Geniige leisten, heisst eine syzygetische 
Untergruppe der Gesammtgruppe G. Analog heisst jede Untergruppe 
vom Grade w“ einer beliebigen Gruppe vom Grade n’, (u < 4) eine 
syzygetische Untergruppe der letzteren, wenn ihre uw Basischarakte- 
ristiken den obigen Bedingungen geniigen. 

(XIV) Es giebt hichstens 4 = p unabhiingige Charakteristiken, 
die der Congruenz 


V; 


Va|V¥g =0 mod. n 
geniigen, oder mit andern Worten, der Grad einer syzygetischen Unter- 
gruppe kann héchstens n? sein. In diesem Falle heisst die Gruppe 
Goepel’sche Gruppe. 
Die Richtigkeit des Satzes ergiebt sich sofort, wenn man beachtet, 
dass die 4 linearen Congruenzen 


v,\v=0, »v,|\v=0,..., m\v=0, mod.n 
nach Satz (1) n??-4 Lésungen haben; nach dem unmittelbar vorher- 
gehenden Satze sind aber die n* Combinationen der (v,), (v,),.. ., (va) 


solche Lésungen, also existiren ausser diesen noch 

nep—t _ yh == ni (n?\r-4) — 1) 
von (v;), (¥),--., (va) unabhingige Lésungen, somit muss 4 < p sein, 
damit diese Zahl positiv ist, und fiir 4 =p sind die Charakteristiken 
der Goepel’schen Gruppe die einzigen Lésungen der Congruenzen. 
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, § 7. 
Syzygetische Untergruppen. 


Wie bereits im vorigen Paragraphen auseinandergesetzt, nennen 
wir eine Gruppe vom Grade m* syzygetisch, wenn zwischen den A 
Basischarakteristiken (v,), (v.),..., (va) die Beziehungen 


Va|V¥g =0 mod .n ai 1,2, Hiey @ 


bestehen. Die Anzahl der syzygetischen Untergruppen der Gesammt- 
gruppe G aller n?” Charakteristiken ergiebt sich dann iihnlich wie die 
Formel A, § 5. Die Basischarakteristik (v,) einer solehen Gruppe 
lasst sich, da (1) auszuschliessen ist, auf m?? — 1 Arten wihlen, (v,) 
muss dann so bestimmt werden, dass die Congruenz v,|v, = 0 mod. n 
befriedigt ist, welche n??-! Lésungen hat; unter diesen befinden sich 
jedoch die simmtlichen aus (v,) zu bildenden Charakteristiken: (1), 
(v,), (%2), -+-» (%,"-), die ausgeschlossen werden miissen, da die 
Basischarakteristiken von einander unabhiingig sein sollen; also kann 
(v,.) auf n??-! — m Weisen gewihlt werden. (v,) ist dann so zu be- 
stimmen, dass v,|v,==0, v,|v,== 0, und da unter den n*?—* Lésungen 
dieser Congruenzen nach Satz (XIII) die »? Combinationen von (v,) 
und (v,) mit enthalten sind, so ist die Wahl von (v,) auf n??-? — n? 
Arten méglich; schliesslich ist die Bestimmung von (v,) auf n??-4+1 — »’-1 
Arten ausfiihrbar, so dass man 
(nm? -— 1) (n??-! — n) (n??-2 — n?) ... (n®e—41 — git) 

Gruppen erhielte. Diese sind aber nicht alle verschieden, sondern aus 
den Charakteristiken einer solchen Gruppe vom Grade n+ kann man 
(v,) auf n*—1 Arten, (v,) auf n*— xn, endlich (v,) auf n* — rn’ 
Weisen auswihlen, mithin betriigt die Zahl der verschiedenen Gruppen: 


C, = (n?? — 1) (n??—* — 1) (n??—* — 1)... (n?P 2D _ 4) 5 
_ (st — 1) (®t — 1) (eP-® — 1)... (oe — 1) 
Setzt man 2=—p, so geht nach § 6 Satz (XIV) die Gruppe in 


eine Goepel’sche Gruppe tiber, und die Anzahl dieser Gruppen betrigt 
somit 


D, = (n? + 1) (mn? + 1) (nP? + 1)... (+1) (w+ dd. 





§ 8. 
Charakter der in einer Untergruppe enthaltenen Charakteristiken. 
Es entsteht nun die Frage, von welehem Charakter sind die in 
einer Untergruppe enthaltenen Charakteristiken, wenn die Basis- 


charakteristiken (v,), (v.), ..., (va) gewisse gegebene Charaktere 
|\v,|, Mol, ---» [val haben? 
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Ist p(e) die Anzahl der in dieser Gruppe enthaltenen Charakte- 
ristiken vom Charakter ¢, so haben wir zur Beantwortung dieser 
Frage nach dem Friiheren die Gleichungen: 


PO)+9(1) +:--+9(n—1) =n", 
9(0) +29 Q(1) +--+ ep (n—1) — >" iol; F—=1,2,...,n—1. 
Hier bezieht sich die Summe auf alle Charakteristiken der Gruppe, 
welche simmtlich in der Form 
(vy, 7," ... 04), G0, 1,..."%—1 
enthalten sind. 
Durch Auflésung dieses Gleichungssystems erhilt man 


(ent 4 {emt Seal porte Seta 4p. pee ne >) niall 


2r°'@| muss fiir jeden einzelnen Fall eigens ausgewerthet werden. 
Wir wollen das Resultat fiir den Fall, dass nm = 3, und die Gruppe 
eine syzygetische Untergruppe ist, niiher untersuchen. 

Befinden sich unter den A Basischarakteristiken x, fiir welche 
Va 








| ay. | 

»,|= +1 mod.3 ist, und 4 — x, fiir welche ~ =0 ist, dann 
Vp 

iiberzeugt man sich leicht, indem man die Zusammensetzung der 
einzelnen Charakteristiken aus den Basischarakteristiken (vgl. Schema (I) 


pag. 71) in’s Auge fasst, und 2r’!®! in der Gestalt schreibt: 
D 2%) "al +2098 >) 
a8 


z, 1910) == >: —_ : 
Gy, ***, OZ 


s 
2 eioln? >? {2'l"ei(1 ei) ( a. = x? |"a-1|)\ 


a=A4 








Ya 
vw 
p 


das 


a=1 
a=’ 
+ PP a+erl), s-41 
a=*-+-1 
wird. Dabei ist zu beachten, dass (v)) = (142) = (ve4a) = +++ = (1) 


zu setzen ist. 
Ist nun in dieser Formel 


(1) *x=0, d. h, stehen alle Basischarakteristiken in der Beziehung 
Vy 


ta =0, so fallt die Summe weg, und es wird 








a=A 


> rlol — IT (1 + 22°l"el), 


a=1 








ere 
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Ist aber 
(Il) x=—A, d.h. stehen alle Basischarakteristiken in der Be- 


ziehung Fe =-+1, so wird das zweite Glied = 1, und es folgt 
Up 
ama 


> chil — 1 2S {eed — 2). (1 oP teal} 


Den in diesen 2 Formeln enthaltenen Satzen entnehmen wir 
folgende zwei: 


(1) Sind unter den 4 Basischarakteristiken « vom Charakter 


Nall: |v, | =|v»,|=---=jr,.|=0 mod. 3, 
t vom Charakter + 1: 
| Muts| = |Yote| S++ = |Mepe| = 1 mod. 3, 
und die tibrigen 4 — w — ¢ vom Charakter + 1: 
[Mepops| =---=|nl =F 1, 


so enthilt die aus ihnen gebildete Gruppe vom Grade n*, von der 
ersten Gattung: 
p (0) = Bt BHA (1 (— 1) (1 } Dotty (1 Bete, 


von der zweiten Gattung: 


(1) = 341 — Be (i +(1—(—1)-*) r) (12rd) (1-20Ft)e— 


und von der dritten Gattung: 


p(— 1) = 31 — 3-1 (1+ (1—( 1") r) (1-4 QcFl) (1 Qrtt)/r-w- 
Charakteristiken. 
(2) Stehen alle Basischarakteristiken in der Beziehung (11), und 
ist unter ihnen wenigstens eine vom Charakter Null, etwa (v,), so ist 
g(0) = 34 + 2, 
g(l) =—3t—1, 
g(—1)— 3" — 1,7". 
Fir 4 =p = 2 liefern die Formeln unmittelbar die Kintheiiung 
der 40 Goepel’schen Gruppen in 4 Classen, wie ich sie diese Annalen 


Bd. 32, p. 542 zum Zwecke der Ableitung specieller Thetarelationen 
gegeben habe. 


Aehnliche Kintheilungen ergeben sich dann aus obigen Betrach- 
tungen fiir jedes héhere p. 




















78 A. v. Braunmian, 


§ 9. 
Die zu einer Untergruppe gehérigen Systeme. 

Aus jeder Gruppe N vom Grade n* gewinnt man ein System vom 
selben Grade, indem man zu allen Charakteristiken der Gruppe eine 
nicht in ihr enthaltene Charakteristik (@) addirt. 

Wahlt man aus den »*? Charakteristiken w von einander und von 
den Charakteristiken der Gruppe N unabhingige: (@,), (@2),..., (Qu) 
als eine neue Basis aus, bildet aus ihnen eine Gruppe vom Grade n“ 
und addirt jede Charakteristik dieser Gruppe zu der gegebenen Gruppe N, 
so erhilt man einen Complex von m“ Systemen (die Gruppe mit ein- 
gerechnet), deren jedes aus v* Charakteristiken besteht, Die Charak- 
teristiken eines solchen Systems 


(e), (0%), (@%)... (9v,2) 

(vrgl. Schema (II) § 4) geben zu m combinirt stets eine Charakteristik 
der Gruppe N und mdgen daher dgquivalent*) mod. N heissen, dann 
sind Charakteristiken zweier verschiedener Systeme des Complexes 
nicht dquivalent zu nennen. Ferner zeigt die Bestimmung der Zahl pu, 
dass dieselbe an die Grenzen gebunden ist w< 2p —A. Die An- 
ordnung der Systeme eines solchen Complexes ist dieselbe wie die des 
speciellen Complexes, der in dem Schema § 4 mitgetheilt wurde und 
fiir welchen 4 =p =p ist. Da es A, Untergruppen vom Grade n+ 
giebt (§ 5), so giebt es ebensoviele Complexe. Speciell ergiebt sich 
fiir die Anzahl der zu den syzygetischen Untergruppen gehdrigen 
Complexe die Zahl C, (§ 7). 

Um den Charakter der in den einzelnen Systemen enthaltenen 
Charakteristiken zu untersuchen, hat man ebenso zu verfahren, wie in 
§ 8 der Charakter der in einer Gruppe enthaltenen Charakteristiken 
bestimmt wurde. Man hat nur in dem Ausdrucke 

Zriial, (@) = (or, %v,% ... 1%), 


die Summation auf alle Charakteristiken des betreffenden Systems zu 
erstrecken , und erhilt: 


o 
D etiat = ST oP lento? 


ye Beer 


J Sretlnelt BS ou((f +|"e val tse) 
tr a=1 a=1 "a e *B " 


v 
= rélel. 3 
—=T le! ; 


Oe a 























6, 0,1, ...,8—1, B= 112) ++ a. 


Dieser Ausdruck liasst sich dann fiir jeden bestimmten Modul » un- 
mittelbar auswerthen. 


*) Vergl. Frobenius, J. f. M. Bd. 96, pag. 82. 





et 
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§ 10. 
Gruppen und Systeme mit besonderen Eigenschaften. 


Ist N eine syzygetische Untergruppe vom Grade n*, n > 2, deren 
Basis durch die Charakteristiken (v,), (v.), ..., (va) gebildet wird, 
so giebt es unter alien n?” Charakteristiken n®?-*, die einzeln mit 
jeder Charakteristik von N syzygetisch sind, denn dazu ist nach dem 
Friiheren nur néthig, dass irgend eine solche Charakteristik (€) den 
A Congruenzen geniigt §|y,=0, a—1,2,..., 4. 

Siimmtliche n??-* Lésungen bilden dann eine Gruppe [, von 
welcher N eine Untergruppe ist. Man kann sich diese Gruppe [ etwa 
folgendermassen angeordnet denken: 


f (i), (%.) (Mp) »--5 (%) 
(Q1) » (Qi) + (@1%2) > + +> (Oy, %) 


l= n* — 1, 
(Qo) » (02%) » (@2%) +++ (2%) nP 


s=—n? — 1, 





, ; : p=o +4, 
(Qs) » (Qs%) ; (@s¥2) > +++> (Qs%) 
(Oy) » (04%) 5 (Qi Me) > + +> (Oy) 
(01°01)> (01°@1%1)> (Or Q1%2)> » + +> (0101 %) 
(t) ; : ‘ : 
(0, Qs), (@;'@s%); (0; Qs), ty (0; @s%) 
(2) » (02%) + (@2' M2) 5 ++ (Oy) n?(m? ~~ 1) 


(Qs) » (Qs %) , (Qs %) > +++ (Qs %) 








| (ee Qs)» (0s 02%), (Qs Qs%2), -- -» (Qe Qs%) 


Bezeichnet man die Gruppe (in der 1, Verticalreihe oberhalb des 
Striches): (1), (@;), (@2), - ++» (@s) mit P, so ist zu bemerken, dass 
P aus den n®?-* Charakteristiken stets so ausgewahlt werden kann, 
dass ihre Elemente selbst unter sich syzygetisch sind. Eine solche 
Auswahl ist nach Satz (XI) immer méglich. Die aus den (g) und der 
Gruppe N gebildete Untergruppe (oberhalb des Striches) ist dann eine 
Goepel’sche Gruppe (vom Grade n?), Die tibrigen »?(n*— 1) Charak- 
teristiken (unter dem Striche) kénnen dann nicht alle mit simmtlichen 
Charakteristiken von P syzygetisch sein, denn wire dies der Fall, so 
waren sofort die Charakteristiken, die in der ersten Verticalreihe unter 
dem Striche stehen, und somit und in Folge der Congruenzen 
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@a| Ys =, Oa! %s =O auch alle m?(m*—1) unter dem horizontalen 
Striche stehenden Charakteristiken von [ mit den 4 + 6 = p Basis- 
charakteristiken von N und P syzygetisch, wahrend es doch zu p 
unabhiingigen Charakteristiken nur wieder n? syzygetische Charakte- 
ristiken giebt. 

Schreibt man jetzt die in der ersten Verticalreihe der Gruppe [ 
stehende Gruppe von n?* Charakteristiken, die R heissen mége, indem 
man die Gruppe P an die Spitze stellt, in der Form 


(1), (01), (@2)» - » 09 (@a)s 
(01), (@1'@1)> (@1'@2) = - =» (01's), 
(Il) (@2')» (@2'@1)s (@2' Qa)» + = +» (@2' Qs), 


(Qs)> (0s 01), (Os Qo), ++ +> (Os Qs), 
so erkennt man sofort die Richtigkeit des Satzes: 
(XV) Wenn (§) alle Charakteristiken der Gruppe R durchliuft, 


, a 
so ist Tt = (), 
g 


Denn es ist: 


Deel a(t ee pe pel) (Lp Gy on pete) 


§ 
rd CI) 
Pe (a a) 


wenn man fiir einen Augenblick die Charakteristiken (@,') - - - (@,) in 
der bekannten Weise aus den o Basischarakteristiken (@,'), (@,')-+:(@c) 
sich gebildet denkt. Von den Klammerfactoren sind aber nach dem 
Vorstehenden einige —0, nimlich jene, fiir welche g, | 9 == 0 ist. 
Die in dem Schema (I) in jeder Horizontalreihe stehenden Charakte- 
ristiken sind unter sich fiquivalent mod.N. Betrachtet man nur die 
nichtaquivalenten Lésungen als verschieden, so enthilt jede Vertical- 
reihe des Schemas ein System von n®® solchen nicht ifquivalenten 
Lésungen, unter denen sich in der ersten Verticalreihe die Gruppe R 
befindet. Somit gehen aus der Gruppe [ n* solche Charakteristiken- 
systeme hervor. Fiir jedes solche System folgt dann, wie fiir die 
Gruppe, der Satz: 


(XVI) > et 0, wenn (@) irgend eine Charakteristik der 
§ 
Gruppe N bedeutet, und (&) alle Charakteristiken von R durchliiuft, 
wiihrend im gleichen Fale >'x'* — n** ist. 


Diese Siitze entsprechen dem Satze (XI) und gehen in denselben 
tiber, wenn die Gruppe N sich auf die Identitat reducirt. 














-— 


2. ae hUctrlCUc hhUCUSUCUD 
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Fiir specielle Untersuchungen ist noch die Frage von Interesse, 
wie beschaffen die Gruppe N sein muss, damit die untereinander 
aiquivalenten Charakteristiken alle denselben Charakter haben, und von 
welchem Charakter in diesem Falle die Charakteristiken der Gruppe 
R sind? 

Ist (€) irgend eine Charakteristik der Gruppe [, und 


(a) = (vi! v3". - v3°) 


irgend eine der Gruppe N, so hat (&) in diesem Falle die Congruenzen 
zu befriedigen 

|E&@ | = |§| mod. n. 
Dies giebt entwickelt: 


























{tiesto +|". )}+ Zewee ( mg "*|') =o. 


Setzt man hier alle ¢ = 0 bis auf ein bestimmtes, etwa o;, so kommt 
































63\v5| + 69( < - * )=0 mod. n, 6g = 1,2,-+-,n— 1. 
Also hat man die Congruenzen: 
5 vel 3 “i ) 
\vp|+ Vp +| = |= 2101 +2( Vp + g )=---=(n—1}* || 
E | lel) _ 
+ (n—1)( pe + £ ) =o. 














Diese kénnen aber fiir » > 2 nur neben einander bestehen, wenn 


s 


\vg| =O und ¥% 


a. 











Vp ‘ 
£ =0 mod. n, @ = 1,2,---4n— 1. 


ist. Setzt man ferner alle o = (0 ausser zwei bestimmten, etwa 6,, 6,, 
so kommt: 



































62|ve| + 93 |%| + de * Py )+ a ( i 7 tl) 
+ 6065 ( mi + vel) =0, 


eine Congruenz, die sich unter Beachtung der vorhergehenden sofort 
auf: 














vp 
reducirt. Nun ist aber nach Voraussetzung 
Mathematische Avnalen. XXXVII. 6 
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Ve v v 
—|*|=0 und : -| | =0 mod. », 
vp Ve Va g 
also folgt zusammenfassend: 
=o, |"*|=0, |"*|=o0 und =0, | "|=: 0 moa 
| ve| = ’ Vp =V, | Ve = un . =v, E = VU mod n, 
a 
Pe 1,2,---,a, 
wihrend |€| nacheinander die Werthe 0,1...%— 1 annimmt. Dem- 


nach betrigt die Anzahl] der Bedingungen, denen die Charakteristiken 
(€) der Gruppe [ geniigen miissen, 24, somit ist nur dann eine 
Gruppe [T vom Grade n??-* moglich, wenn 4 dieser Bedingungsglei- 
chungen durch die Wahl der Basischarakteristiken (v,) identisch be- 
friedigt sind. Dies tritt aber, wie ein Blick auf die letzten Congruenzen 
zeigt, nur dann ein, wenn die (v,) aus den 2(m? —1) Charakteristiken 
entnommen werden, die die Form 


eileen t itis y 0, el . 


0, 0, ---,0 O;', Uys ++, Op 
haben. 

Fiir » > 2 gehdrt also nur zu den aus solchen Basischarakteristiken 
gebildeten syzygetischen Untergruppen eine Gruppe [, in welcher die 
aiquivalenten Charakteristiken gleichen Charakter haben. 

Ein interessantes Resultat liefert noch die Untersuchung der An- 
zahl der Charakteristiken vom Charakter ¢«=—0,1,...,” —1, die 
in der Gruppe R oder in einem dieser Systeme enthalten sind. 

Zur Entwickelung dieser Anzahl bedienen wir uns einer dbnlichen 
Methode wie sie in § 3 angewendet wurde. 

Da nimlich die Charakteristiken (€) den 4 + 1 Bedingungen 





|e) mm 
d |e elie ees, a=1,2,--+,4, 
— Va e = 0 1,--,9—1. 
g =0, |él|=e, 








geniigen miissen, und je n* Charakteristiken von gleichem Charakter 
ein System bilden, so besteht die Gleichung 


m4 (H (0) +29 p(1) +--+ x"-09 g (nm — 1)) 
=8, +1?°S,+ roof cl-N9 8,1, 
wo 


an > [atest 4 2l8l—) 4... 4 glm—niigl—9) 


’ a=! ¥, | 
Ti+ 
a=1 


¢ 
va \t § bie 











oo 





Ve 
g 





g 
Ya 





)| 
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ist, p(e) die Anzahl der nicht fquivalenten Charakteristiken vom 
Charakter ¢ bedeutet, und @ die Zahlen 0,1,...,— 1 durchiauft. 
Die Summe ist iiber alle n?? Charakteristiken (€) auszudehnen. Dann 
liefert die Entwicklung des Productes rechter Hand 


1) das Glied > (1) nP, 
g 


aA ig die 

= *(lre|+]2 

2) Glieder von der Form: _ , die nach Satz (X) 
g 


verschwinden, und 














g 
%q|+ 


a=) 
v(18\-9 > eal 
a1 











Ya 
€ 





) 


3) Glieder von der Form: > , die gemiiss 
§ 
Satz (IX) den Werth 


n?(r—* aa Tt 22 a oe 4+ eas) 
annehmen. Beachtet man noch die Anzahl der auftretenden Glieder 
von jeder Gattung, so hat man: 


S, = nv 4 nitr(c—* 4 28. ts), 
Da nun der Klammerausdruck fir ¢—0 mit »—1 congruent ist, 
sonst aber den Werth — 1 annimmt, so ergiebt sich hieraus: 


9) +e @(1)f + eM G (W—1) — MPL feof of ried) 
+n (n—1—(r?+ sree ce—004)), 
und wenn man fiir d alle Werthe 0, 1,..., » — 1 einfiihrt, so erhilt 
man die Gleichungen: 
PO) +91) +---+9(n—1) = nie, 
PO) +rp) +--+ 'p(n—-1) —n*, 


90) + (1) +++ eg (n—1) =H, 
und hieraus: 


p(O)—=n*(n?-+-n—1), p(s)—=n—*(n7—1), e=1,2,...,(m—1). 


Also hat man unter den gemachten Voraussetzungen den Satz: 

(XVII) Die Gruppe R und die thr dquivalenten Systeme vom Grade 
n®* besitzen stets soviele Charakteristiken von demselben Charakter als 
es tiberhaupt o-reihige Charakteristiken dieses Charakters giebt.*) 








*) Der analoge Satz fiir den Modul 2 wurde von 4H. Frobenius, J. f. M. 
Bd. 96, pag. 89 entwickelt. 


6* 
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Ferner folgt dann unmittelbar, dem Satze (XII) analog, dass stets 

> = n° ist, wenn (§) alle nicht aquivalenten Charakteristiken 
§ 
eines solechen Systemes durchliuft. 

(XVIII) Die Charakteristiken der Gruppe R oder der thr dquiva- 
lenten Systeme erfiillen also, wenn die Basischarakteristiken (v,), (v2)... (va) 
von der Form sind 

/_ er - OO 
ei er ) “~~ sy is some 23 
genau dieselben Fundamentalbedingungen, wie alle iiberhaupt vorhandenen 
6-reihigen Charakteristiken und sie verhalten sich somit auch untereinander 
ebenso wie diese. 

Ist 40, so reducirt sich N auf die Identitéit, es wird 6 = p, 
die Gruppe R geht in die Gesammtgruppe aller tiberhaupt vorhandenen 
p-reihigen Charakteristiken iiber, und die Siitze (XVI) und (XVII) 
fallen mit den Siitzen (VII) und (XI) zusammen, wiihrend die Gruppe 
P eine Goepel’sche wird. 


Il. Abschnitt. 
Thetafunctionen. 


§ 1. 
Thetafunctionen erster Ordnung. 


Die vorhergehende Charakteristikentheorie findet, wie schon in 
der Einleitung bemerkt, ihre hauptsichlichste Anwendung bei der 
Bildung der Thetaformeln. Wir werden uns im Folgenden jedoch nur 
auf die Bildung der Hauptformel beschriinken und schicken einige zum 
Verstindniss nothwendige Definitionen und Beziehungen voraus. 

Die #-Function erster Ordnung, die unseren Betrachtungen zu grunde 
liegt, ist definirt durch die Gleicbung: 


(1) (1) (uw) = O(1) (u,, ue, . - -, Mp) 


Mp «=p 
Ss. in > > Guy! My My’ +2in ‘Sm, Wy 
>a e=l1 p’=1 — 
_ ? 


m= 2. 
Gy, heissen die #-Moduln und geniigen der Bedingung: 
Ou’ = Aw 
wihrend der imaginiare Theil von >) > a nu ™,My eine wesentlich 
negative quadratische Form sein muss, damit die #-Reihe convergirt. 
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Wir ordnen nun den n?? p-reihigen Charakteristiken, (1) mit- 


gerechnet, die n?? mdglichen Systeme von Periodenenteln zu, indem 
wir setzen: 


am Byt Savon #=1,2,...,p 
(dem (1) entsprechen dann die Werthe a, =, a, =O), dann wird 


-{% Zaeuu @ eu ay += > =" (w+) 
O(1)(wu+a) =e ® (a) (u), 


oder wenn 
gesetzt wird: 


(3) 8 («)(u) = e?# O(1)(u-+a), 
wihrend #(«) durch die Gleichung 


M=p 


Qin 
‘tad Oye yr P Ou \ Me +" 


u=1 


“a 


Mi 


(2) 


t 
n 


(4) 3 (a)(u) 
wei ete SS oes Now +848 Ht) (nt 
== eee e el w=1 ul 


M=—H My=— W 


definirt ist. Dieselbe geht fiir «,—=0, ey=O0 d. hb. («) = (1) in 
Gleichung (1) tiber. Diese #-Function geniigt den Gleichungen: 


2ay 


6) B(e) (hy y..0pUyfl,...,Up) = e” ™ (a) (Uy, ++ +5 Myon Mp), 


O(c) (y+ A1y, «++, Up + apr) =e ty beer $2) oa) (a, «os Up) 
Der Additionsgruppe der Thetacharakteristiken entspricht dann die 
Additionsgruppe der n?” Periodenentel, welche die #-Functionen in 
einander iiberfiihrt. 

Lisst man jetzt in Gleichung (4) die Argumente uw, um irgend 
ein Periodenentel, etwa 


B, i‘S 
6a tS bay p=il,2,...,p, 


a'=1 


wachsen, so kommt, wenn A irgend eine der Zahlen 0,1,...,"—1 
bedeutet: 





a 


=< 


ET 
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(6) 3 (a) (w+ 28) 
_ in 2 M=P Mp ina“=P a, 
OS See tate 8S? Seu (out S424) 
=F(@B)(u)-¢ © AEs - 
ferner folgt aus Gleichung (4) 
Ory e ec, Op tN,.. 0,4 
(7) ° (. cope, oot <) (u) == O(a) (#), 


2a, 

yy ee wy My, sey Lp Tal 
(8) (a ‘at dt. w)@ae O(a) (u), 
(9) O(a) (—u) = 0(—a) (u) = #(a"—!) (uw). 
Mit Hilfe der Gleichungen (7) und (8) erhilt man dann fiir 4 = n 
aus (6), d. h. fiir die Aenderung der Argumente um eine ganze Periode: 
(10) 3 (a+) (u) 

M=p u'=p 


—in >. ma Oat —208 Pann +7 * (aif) 
=O(a)(u)-e Ae 


§ 2. 
Thetafunctionen n‘* Ordnung. 
Wir beweisen nun den fiir das Folgende fundamentalen Satz*) 
Versteht man unter O(u) irgend eine -Function n” Ordnung, 


die sich bei Vermehrung der Argumente um ganze Perioden ebenso 
dindert wie @"(a)(u) nach Gleichung (10) und ausserdem die Perioden- 


entel 
6 1 % 1 
B= tS By due 5 pee +> = Ve! Dew! 
w’=1 wl 


zu Perioden hat, so sind die denselben entsprechenden Charakteristiken 
(B) und (y) syzygetisch, d. h. es ist B| y =0 mod. n. 
Zum Beweise beachte man, dass nach Gleichung (10): 


a 2 pe’ Bu By’ — =e ee 
(11) O(w-np)—O(we  ** 


ist. Um O(u-+ 8) zu bestimmen, bilden wir uns O(u-+8) noch auf 
eine zweite Art, indem wir setzen: 





z+ Gy hu 
OwutB)—e * Ou), 
wo « und Gp, ma bestimmende Constante sind; hieraus ergiebt sich, 
*) Vgl. Frobenie, J. f. M. Bd. 96, pag. 91 u. s, f., woran sich die Entwick- 
lungen in § 2 und 3 eng anschliessen. 




















oe 
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indem wir mmal nacheinander das Argument um f# wachsen lassen, 
schliesslich: 


eon ae dy ty + n—1 ti n—1 
@(u--nB) =e +n Say uy + — >” +5 7s uu’ Bu’ @(u). 


Der Vergleich dieses Resultates mit Gleichung (11) ergiebt 


nx + m 2a 4+" > yb + Pa By 
= — un ie Buby — nix Soar. 


Setzt man hier a, = — 2iz8,, so kommt: 


Bs , ix 
on > "6 Bu — r > > Aun’ Bu By y 
Me a # 


lel FD euw eb yw — > Buy 





und somit wird: 


(12) O(u+p)—c -e “** «ew, 
und hieraus, indem man statt 6B: B + y setzt: 
(13) O(u+6+7) 
Sy Onl — BN tun! Pu tu) Buty) 26 ZO +14) 
= o. 9 O(u). 


Den Ausdruck fiir O(w+8-+y) bilden wir noch einmal, indem wir 
in (12) w um y wachsen lassen, dies giebt 








(14) O(u+6+7) 

FP daltind 8) — SS Seay (Butte) Buty) ~ 28 Su + %y) Ma 
<=t ig “a O(u). 
Der Vergleich von (13) und (14) giebt jetzt 

=" (i + lel) —|8I, 


und durch Entwicklung der Symbole: ie =|3| oder B| y =0 mod. n. 


Wenn also eine Thetafunction n'* Ordnung gewisse n-tel Perioden 
zu Perioden hat, so bilden die diesen Perioden entsprechenden Cha- 
rakteristiken eine syzygetische Gruppe. Auf diese Gruppe basiren wir 
die Aufstellung einer allgemeinen 0-Formel. 
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§ 3. 
Aufstellung einer Fundamentalformel. 
Bezeichnen wir mit 0(@) (u, v) die Thetafunction 


B=nt 2 1 |? 
(15) O(e)(u,»)— re” SEIS A 
B=0 


WoO (¥%) = (1), (%) +++ (v,2_,) eine syzygetische Untergruppe N vom 
Grade n* bedeutet, wie sie im § 10 betrachtet wurde, wo ferner statt 


#(ovg) (Uu—v,) (vs) (w—v)--+ F(Qvs) (W—n) der Buchstabe @ 
nur einmal geschrieben und statt der p Argumente 
u, — vf, wu — vf), +--+, um» — ol” nur uw — 9, 


gesetzt wurde. Es mégen dann noch die Gleichungen bestehen: 


of + oP 4...4+ of 0, 
om + of +---+ vn) = =, 


‘ane P+ oe - on 0. 
Berechnen wir unter diesen Voraussetzungen zunichst den Werth von 
O(e)(u+v,,v), wo (vx) irgend eine Charakteristik der Gruppe N ist, 
so finden wir mit Beachtung der Gleichung (6) (fiir 41): 
O(e) (w+ vx, v) 











~ He flY9 tal "s - |» \ 
n ¥ 2 8 | 
ome “>|. a ‘ B(ovgVx) (U—v,) (0-19), 
8 
wo 
—2in s, y+ > Sa ux, x, 
5a) me nin 


bedeutet, ein Factor, der nur von w und (v,) abhingt. Setzt man 
hier statt (vg): (vgvz') = (vs) — (»~), was nur einer Verschiebung 
der Summation entspricht, so erhilt man leicht: 


n—1 


, , — “gr Ire l 

(16) O(e) (utr, v)—= oer *  — O(Q)(u, v) 

(vgl. Gleichung (12)) . Bezeichnet jetzt allgemein O(@) (wu), eine Theta- 
function, die sich bei Vermehrung von uw um ganze Perioden um den- 
selben Factor andert, wie *(g)(w) und bei Vermehrung der Argumente 














a a ae 
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um n-tel Perioden, die den Charakteristiken der Gruppe N entsprechen, 
dieselben Factoren erhilt, wie O(@)(w, v), so geniigt sie der Gleichung 


n—1 
(17) O(0) (wr) = ver * |" O(@)(w). 
Nach Satz (XIV) Abschnitt I kann man zu den A unabhingigen 
Basischarakteristiken der Gruppe N stets p— 4—6 weitere: (Q,), 
(Q)---(Qe) Charakteristiken bestimmen, die unter sich und mit den Cha- 
rakteristiken (v) syzygetisch sind; diese bilden dann mit (v,), (v,)... (va) 


zusammen die Basis einer Gépel’schen Gruppe, und wenn man zur 
Abktrzung mit 


(1), (%), (%).-. (Y,,a—1)> 
die n* Charakteristiken der Gruppe N und mit 
(1), (@1), (@2) + - + (@,0 3) 


die »? Charakteristiken der Gruppe P (§ 10) bezeichnet, so ist die 
Gopel’sche Gruppe dargestellt durch 
a=0,1,...,n°—1, 


(Ya@e); Gan 1,...,.0! —1 


(vergl. das Schema (I) pag. 79) und ein Gdépel’sches System durch 
(9%%Qc)- Die Thetafunctionen eines Gépel’schen Systems sind aber 
linear unabhingig, also liisst sich O(@) (w) durch die »? linear unab- 
hangigen Functionen 

9 (918 Qa) ( — %) (W — V2) +++ (uw — On) 
mit Coefficienten, die von w unabhingig sind, ausdriicken. Also hat 
man: 


(18) O(@)(w) => > cap 3 (9Qa%%) (W—) (W—).. .(U—On). 
@ 8 


Vermehrt man hier w um v,, so kommt mit Beachtung der Gleichung 
(17) nach einiger Rechnung: 


(eu) = DS eae 
a 6 


Liisst man jetzt x alle Werthe von 0 bis n+ —1 durchlaufen und 
addirt die simmtlichen n* Gleichungen, so kommt: 








Clas (00. Vg Vx) (U —,)*° (u—v9} ° 


orn) ¥ | "x|— ai 
nO (0)(u) = >) >) } Cast 
x=) a,8 








P(eearer)(u-v)---(4-vo 


Setzt man hier statt v,: v, — vg und beachtet, dass vg | vx = 0 ist, 
so kommt: 
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n* 8(@) (uw) 
n—1 "B n—1 ‘x 
—*Fhel+| 6] altel 
->'>|: 2 |"8| Cea = - |eee Ca,p'P (QQaVx) (wu —V;)+" v4) ‘ 
x a8 


Da nun 6 nicht mehr in den Charakteristiken der #-Functionen vor- 
kommt, so kann man 


> 


2 








v 
B n—1 
Sez I%e| 








Ca,B = ne Ce 


setzen und bekommt so: 


a=n9—1 x=nt—1 %— 


z a i 
0(0) (w= SC eT lel o(egun.) (01) (ut 
a=0 x=0 


oder mit Beriicksichtigung der Definitionsgleichung (15) 


a=nI—1 


(19) @(e)(u) =>) Cu(@ee) (u; 0): 
a=0 


Hiedurch ist die beliebige 0-Function n' Ordnung O(@)(w) von 
den oben erwiihnten Eigenschaften durch n* von einander linear unab- 
hingige Thetafunctionen O(@0q) (w, v) derselben Gattung ausgedriickt, 
und es lisst sich auf die niimliche Weise jede Thetafunction dieser Art 
durch »? linear unabhingige unter ihnen darstellen, so dass zwischen 


je n* + 1 derselben eine lineare Relation mit constanten Coefficienten 
besteht. 


§ 4. 
Constantenbestimmung. 


Es sei dem Vorhergehenden zufolge 


orn? —1 


(20) C.0(0)(% v) = S1C.0(e eu) (u, b), 


wo C und C, von u unabhiingige Constante sind, und die b denselben 
Bedingnngen gentigen wie die v, pag. 88. Hier durchliuft (@,) die 
Gruppe P, § 10, I. Abschnitt, oder (9@.) ein zu dieser Gruppe ge- 
hériges System. 

Setzt man dann statt uw, a+ 9s*), wo a eine willkiirliche Con- 


*) Die hier zur Bestimmung der Constanten angewandte Methode ist jener 
nachgebildet, deren sich Frobenius J. f. M. Bd. 89, pag. 199, zur Ableitung der 








~—- UCU hhrlC COC] 
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stante und (gg) eine Charakteristik der Gruppe P ist, so erhalt man, 
wenn man beachtet, dass die Charakteristiken (9) mit den Charakte- 
ristiken (v,) syzygetisch sind, 

_|% 
*" 0 (0 eaGs) (a, 0). 








C © (ep) (a, ») =>) Cat 


+eg/t 
Multiplicirt man jetzt diese Gleichung mit dem Factor t “yea xd 
wo (£) eine zunachst noch willkiirliche Charakteristik ist, lisst 6 alle 


Werthe von 0 bis n* — 1 durchlaufen, und addirt die so cuttunhonm 
u? Gleichungen, so kommt: 


p=n? — +: 1 

jes|+es|é 
Cc _s. oe” 0 (0 ez) (a, v) 
p=0 


fp=n7—1 So 


= Cyt 


Um rechts die Indices « und 6 zu trennen, sei (gs) = (e;" Q,) gesetzt, 
dann kommt rechts: 


ley Qa |+ey|$—ee|t— er | + Jee 
> das 3 iM 8(¢ ey) (a, b) 
7, @ , 
_ n—L 
| FE eal—eal t “a ler|#ey|é 
- (Ser \(2" ili 9(ee) (0). 


Y 








ep 
Ca 


98(90aQ;) (a, b). 


Setzt man hier statt @: 8 und lést nach der Coefficientensumme auf, 


so kommt: 
n—-1 
* Nen| tes |$ 
“H esl—eais >" Bann (ee,)(4, 0) 
@) Sas =e. 
B 


n—1 ? 
>: y |@y|tey|§ @(ee,)(a, 2) 


Y 





Will man nun den Coefficienten C, bestimmen, so multiplicirt 


man die Gleichung mit dem Factor reel® dann bekommt C, den Factor 
n+l 
Tle 
ce?! a” somit hat man: 


Riemann’schen Thetaformel fiir n= 2 und Thetafunctionen erster Ordnung bedient, 


und diirfte vor der sonst gebrauchten Methode den Vorzug grisserer Uebersicht- 
lichkeit haben, 











92 é A. v. Braunmiat. 
n+1 n+1 _ 
(21a) - ac 4 Ope * | Hep! eel é 
8g 


n--1 

—> les |+ea|¢ ’ 
oF Feel 6 (00,)(a, 0) 
= ( reel® Bb io! 


n—1 inna 
= ¢ 
De® tel o(¢0,)(a, 2) 


Y 

wo 6 auf der linken Seite alle Werthe von 0 bis m* —1 mit Aus- 
nahme von 6 = durchliuft. Erginzt man jetzt die Gruppe P, indem 
man noch weitere 6 Basischarakteristiken (@,'), (9,) . ..(@¢) wahlt, die 
mit (0,), (@.).-. (Qe) nicht simmtlich syzygetisch sind, was nach § 10 
immer méglich ist, so erhilt man eine Gruppe R vom Grade n**, 
Lasst man dann (§) alle Charakteristiken dieser Gruppe R durchlaufen, 


und addirt alle so erhaltenen Gleichungen, so bekommt C, den Factor 
n?*, wihrend 


n+l —1 n+l —1 t 
Nn 2 @a| tex elf , =~ lel Ce @elF\ 
: > Cat = > Cyt > Tt = () 


B 





? 


wird (Satz (XI), Abschnitt I). Ausserdem werden auf der rechten 
Seite, der Gleichung (21a), in Folge der Gleichung r°«!*? = 1, immer 
jene m® Glieder einander gleich, die durch Einfiihrung der in der 
gleichen Horizontalreihe des Schemas II, pag. 80 stehenden Charakte- 
ristiken erscheinen. Daraus folgt, dass man die Summation jetzt nur 


mehr auf die Gruppe (1), (9,), ..-,(@:), $=? —1 auszudehnen 
braucht. 


Somit hat man: 


n—1 ' , 
7? \¢3 | Fee] @x 








n° C — . (@@4) (@, &) 
B.. : = C. 8 |ex 8 Pa ~ 
"= lee| = leyitey| ex 
il _ >: ee” Qy) (a b) 


Y 


Fiihrt man die so bestimmten Coefficienten in die Gleichung (20) ein, 
so kommt: 


(22) n*O(Q) (wu, v) 
pat = Nenltenles 
xn? 1 Pe . : . ¥ “© (oop) (% °) a=nF—1 n-1 , 
#—0 = gy |@a|+Ca| ex 
> SP T © (Qa) (wv, 4) 
Poor Aa ler dd = 
t O(ee,) (a, b) 


yu 





—e 











—o 
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Da ferner a eine ganz willkiirliche Constante ist, so sind nach Glei- 
chung (21) die Verhiiltnisse der Coefficienten Cg von a unabhingig, 
somit folgt: 


n—1 n—1 

> lea|+ea|¢ > ley! Hey] § 
Se O(eee(aye): St O(@ey) (tb) 
(23) ¢ * : 


n—1 n—1 
“eo [eal teal? ZT! ey|Fey|¢ 
a O(een(u,»)- >t * ”” O(@ey)(a, 0). 
7 Y 


Liisst man hier (€) wieder alle Charakteristiken der oben definirten 
Gruppe R durchlaufen und addirt die entstandenen n?¢ Gleichungen, 
so verschwinden alle Glieder ausser jenen, fiir welche (ese@y) = (1), 
oder (er) = (@5") ist, und die Gleichung nimmt daher folgende Ge- 
stalt an: 

p=n?—-1 
(23a)*) >, * !%10(e0p) (a, v) O(e ep") (u,b) 

p=0 


p=n?-1 


= D>) © le! (@¢7") (a, 6) (009) (u, 2). 
s=0 


Es sei hier noch gleich der specielle Fall 6 =O bemerkt. Fiir 
diesen ist 


(24) 8()(a, v) O(@) (u, b) = O(@) (a, b) O(@) (u, »), 
eine Gleichung, die der von H. Frobenius, J. f. M. Bd. 96, pag. 96, 
fiir n = 2 auf anderem Wege gefundenen entspricht. 

Die Gleichung (23 a) liisst sich noch auf eine andere Form bringen, 
in welcher rechter Hand alle n?* Charakteristiken der Gruppe R vor- 
kommen. Addirt man nimlich zunachst eg, zu « und den Gréssen by, 
so kommt nach einiger Rechnung, bei welcher zu beachten ist, dass 
die Charakteristiken (9) simmtlich mit denen der Gruppe N syzyge- 
tisch sind, 


yee! —&8 1% @(@ 957) (u, b) O(e ep) (a, v) 


B 
= Dit |r! 8 (7 ey * (a, b) O(@ es ey) (Mu, »). 
B 


Liisst man jetzt y alle Werthe von 0 bis m’—1 durchlaufen und 
addirt die so entstehenden Gleichungen, so fallen links alle Glieder 


*) Diese Gleichung sowie Gleichung (22) leitet H. Frobenius fiir » = 2 in 
der mehrfach erwiihnten Adhandlung nicht ab, wohl aber Gleichung (25), die er 
jedoch auf anderm Wege gewinnt. 
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weg, ausser dem fiir (gs) = (1) erscheinenden, welches den Factor n® 
gewinnt, und man findet: . 


n? O(¢) (a, v) O(@) (w. b) 
= >) D>) +110 (o95 ‘0; ') (a, b) @ (een 0)) (u, »). 
Y 8 


Da nun 6 und y hier alle Werthe von 0 bis »’ — 1 durchlaufen, so 
stellen die Charakteristiken (g¢ 9,) und (9;* @,~") die saimmtlichen 


n?¢ Charakteristiken der Gruppe R vor, und man kann daher 


‘ (0 @y) = (Qn) 
setzend, schreiben: 


un? 1 


(25) 7O(0)(a,v) O(@)(u,b) =>” + !%!O(e9,) (u,v) O(e ez) (a, d). 
p= 


Die Formeln (22), (23a) und (25) sind ihrem Inhalte nach identisch, 
denn man iiberzeugt sich leicht, dass man irgend zwei derselben stets 
aus der dritten ableiten kann. 

Speciell lasst sich die Formel (25) durch Einfiihrung der Argumente, 
die die H. H. Krazer und Prym (Acta mathematica 3) verwandten, in 
eine Gestalt bringen, die als speciellen Fall die dort pag. 271 auf- 
gestellte Formel (©,) enthalt. Setzt man niimlich 


a—v, = — ty, u—y%= YY, 
a— Vv, = — UW, U--U%= W%, 
, , 
a — Vn = — Un, U—y= %, 
u—b,—= Unt, a — by = — M41, 
, , 
u—b,= Un+2 » a — b, = — vate, 
, , 
u—b,= Uren, a@ — by = — Vin, 


dann erhilt man mit Beachtung der fiir die v und b bestehenden Be- 
dingungen 

nu, = (L—n)v, +, ++ +++ 20, 

Nitty’ —= 0," + (1—n)v, + +--+ On, 


Nn = 0, + 0, +++-+(1—n)ez,, 
und umgekehrt 
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nv, = (1—mn)u,’ + uw’ +--+ + un, 
M0 = tty + (L—m) tty’ + +++ + tan; 


NVsn = Uy) + Uy +++++(1—n)tsn, 
mit den Bedingungen: 


De = >'00, aa 1,2,...,2n. 


Diese Gleichungen bestehen natiirlich fiir alle » Argumente der 0- 
Function. Fiihrt man die neuen Argumente in Gleichung (25) ein, 
indem man die Striche wieder unterdriickt, so nimmt sie die Gestalt an 


(25a) n?O(g-*) (uy) O(Q-*) (ty) . . . O(Q7*) (tan) 


u—n2F_1 


= >) =|! eu) (04) O(e eu) (M2) - - - © (Qn) (Yn) + ©(O~1Qy) (Ona) 
u=0 


- + + (97 Q,) (an). 
Setzt man hier 6 =p, d. h. lisst man die Gruppe N sich auf die 
Identitit reduciren, wodurch die Gruppe P eine Gépel’sche Gruppe 
und die Gesammtgruppe R die Gruppe der simmtlichen n*? Charakte- 
ristiken wird, so gehen die 0-Functionen n'** Ordnung in #-Functionen 
erster Ordnung iiber, und man hat fiir (@) = (1) die erwihnte Formel 
der H. H. Krazer und Prym: 


u=n2P—1 


(25b) w?.9(1)(14)-.-O(1)(Wan) =>) 11 (04) (04). +9 (Qn) (Pan) 


Desgleichen gehen fiir den Fall 6 = unsere Formeln (22) und (23) 
in Formeln fiir 6-Functionen erster Ordnung iiber, von denen die von 
mir in den Abhandlungen der Miinchener Akademie 1887 pag. 28 u. 29 
fiir » = 3 gegebenen specielle Fille sind. Desgleichen enthalten sie 
fiir » = 2 die von H. Frobenius J. f. M. Bd. 89, pag. 89 gegebenen. 
Diese specielleren Formeln lauten: 


(26) n? (0) (w—0,) - » . (U—O») 


Pt lepltep lee 
x—nP—1 t # (ee) (a—%4)-..(a—v,) 
~~? | _p=o 
So rE ler ter lee 
t 





(e ey) (a—),)... (a—b,,) 
y=0 


a=nP—1 "—! 


= | ce| + Gee | Cx 
> t (002) (U—d,)...(W— dn) } 5 


a0 
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p=nP—1 
>) 7!) 9 (eQ4) (a—2,)...(a—0») (0051) (u—B,).-.(W—Dn) 
(7) 


B=nP — 1 


=> a || 9(995")(a—D,)...(a—n) (90 ¢)(u—v,) ...(u—0,). 
p=0 


Natiirlich kénnte man diese Formeln auch direct erhalten, indem man 
die eben benutzte Methode auf die #-Functionen 'erster Ordnung an- 
wendet. In diesem Falle ist dann wieder ein Uebergang von der 
Formel (25b) auf die allgemeine Gleichung (25a) mdglich. 


§ 5. 
Verallgemeinerung der Thetarelationen. 


Die entwickelten Formeln lassen sich noch etwas verallgemeinern, 
Lisst man z. B. in (25) noch wum gx, und a um — @, wachsen, wo 
(ex) irgend eine Charakteristik der Gruppe R ist, und setzt (e)=—(1), 
so kommt: 

pn? O_1 ar Cx 


nO (ox) (4,0) O(0x)(u,b)—=_ >) 2! O(exqu)(u»)O(@x072)(a,b)e |! 








Setzt man hier statt @,: @.— @x, so kommt 


(25e) nt !%!@(9,') (a, v) O(ox) (u, d) 
un? O_} 
=>) rlui+eie @ (04) (u,v) @ (02) (a, 0), 
u=0 


eine Formel, die fiir ¢ =p und unter Einfiihrung der oben an- 
gegebenen Argumente in die Prym-Krazer’sche Formel (0,') iibergeht 
(l. c. pag. 273). 

Die letztere Formel kann noch in eine fiir die Entwickelung der 
Thetarelationen brauchbarere Gestalt gebracht werden, die dann jener 
entspricht, deren sich Herr Krazer Mathematische Annalen 1883 im 
Falle 6 = p= 1, nm = 3 zu diesem Zwecke bediente, und die H. Prym 
fiir n= 2 und beliebiges p bereits in seiner Arbeit iiber die Rie- 
mann’sche Thetaformel pag. 87 angab, und ausserdem H. Frobenius 
J. f. M. Bd. 96, p. 95 (3) ableitete. 

Ist nimlich H vorerst irgend eine Gruppe vom Grade n*+*, deren 
Charakteristiken mit 


(1), (1), (M2) --- (ar), r= nt — 1 
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bezeichnet seien, und bedeutet Y diejenige Gruppe vom Grade n?-7-, 
deren Charakteristiken : 


(1), (S1)> (So)y +++) (Ss), So mte-#-4 — 1 
die simmtlichen Lésungen der Congruenzen 


eelgmoft—bS- oat 


é=1,2. 2, wP—i—z _ | 


darstellen, so bilden die den beiden Gruppen H und 2 gemeinsamen 
Charakteristiken die syzygetische Untergruppe von H und 2 zugleich. 
Diese Untergruppe mége nun im Folgenden mit der wiederholt be- 
niitzten syzygetischen Untergruppe N vom Grade m+ zusammenfallen, 
dann ist 9, |v = 0, ge | ve = 0 (e” = 1, 2,..., m* — 1), und mithin 
sind H und 2 Untergruppen der Gruppe [ (§ 10). H enthilt n* und 
= n2p—2i—x — y24—-" mod. N verschiedene Charakteristiken, die, wie 
man aus dem Schema der Gruppe [ unmittelbar erkennt, stets aus der 
ersten Verticalreihe desselben, d. h. aus der Gruppe R entnommen 
werden kénnen. Die ersteren bilden eine Gruppe H’, die letzteren eine 
Gruppe 2’. Setzt man nach dieser Bestimmung an Stelle von (9,) 
in (25c) (Qx%.), wo (y.) eine der mod. N verschiedenen Charakte- 
ristiken der Gruppe H oder, was dasselbe, eine Charakteristik von H’ 
ist, multiplicirt die Gleichung mit og tlMe wo (€) vor der Hand irgend 
eine Charakteristik bezeichnet, und summirt nach ¢, so kommt: 


e=n™—1 


n>) x lex e1—F 1" @ (Q=14=") (a, v) (Ox Ne) (u, b) 


0 


e=n™—1 =n? O_-1 


=>) Dd) eitul tele, etut'" @(0,) (1, v) (0%) (@ d). 


ev ev 


Die rechte Seite dieser Gleichung ist aber 


ae |eu! Feu le © (o,) (u, 0) © (ex) (a, > ree | | 


“ 


Analog Satz (X) (I. Abschnitt) hat man: 
Pd BA ru Meg (Quo? Me) 4 pe gO (OnE |m) 


wo (y,) alle Basischarakteristiken der Gruppe H’ durchliuft, und dieses 
Product ist entweder =0, wenn 9,-'|y,==0 oder =m, wenn 
OnE | ny. = 0 ist. Das letztere ist aber der Fall, wenn (9,6-') = (cv) 
wird, wo (cy) Charakteristiken der Gruppe 2’ bedeuten. Somit bleiben 
bei der Summation nur die n?*—* Glieder stehen, fiir welche (9,)—(€s«) 
Mathematische Annalen, XXXVII. 7 
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wird , (woraus fiir (€) folgt: §|v.==0, da oe, | v=0 und gy | vy =0 
ist), und man hat daher die gesuchte Formel: 


e=n™—-1 


noma 3) lel 1% O (oe) (u, D) O(@z1N; 1) (a, 0) 
e=U 

(28,) ie 
alles DS) a lsel-el @ (Gee) (w, 0) © (6485+) (a, 0). 

e'=0 
Da hier (§) irgend welche Charakteristik ist, die nur den Congruenzen 
€|v. = 0 zu geniigen hat, so kann man fiir (£) alle Charakteristiken 
der Gruppe [ einfiihren, wodurch man alle méglichen Gleichungen 
von der Form (28) erhalt. Man bekommt aber hierdurch nur n° ver- 
schiedene Gleichungen, und das nimliche gilt auch fiir die verschiedenen 
Werthe, die (9) annehmen kann. Dies ergiebt sich durch folgende 
Ueberlegung: Zuniichst werden alle jene Gleichungen identisch, die 
durch Einfiihrung von mod. N iquivalenten Charakteristiken, wie 
(Qa%s), (Qa) (vgl. das Schema der Gruppe [) entstehen, da 

V6 |e = vry|\ye=0, und »wle=r,|e=0 

ist, und endlich (vggy) wie (vyse) wieder Charakteristiken der Gruppe 
= sind. Durch diese Bemerkung sind die fiir (€) einzufiihrenden 
Charakteristiken auf n?’ mod.N verschiedene Charakteristiken beschrinkt, 
und man kann fiir sie die Charakteristiken der Gruppe R nehmen. 
Fiir die Wahl von (g,) gilt ferner ohnehin schon, der Annahme gemiiss, 
das Gleiche. Man entnehme nun aus der Gruppe H 2 mod.N ver- 
schiedene Basischarakteristiken: 


(m), (N), 2a (Nx), 
wihle aus R weitere 26 — a von ersteren und von einander unab- 
hangige: 

(m'), (n'), eee (n0—n) 
aus, was auf mehrere Arten geschehen kann, und bilde aus letzteren 
die Gruppe vom Grade n?¢-*, die kurz mit 


(1), (m); (n.’), a) ("20-2 _ ») 

bezeichnet werden mége. Desgleichen seien 

(61), (S2)) + + +» (S2e—a) 
26 — a mod.N verschiedene Basischarakteristiken aus 2 und 

(S:’), (So’), «+ +» (Sa) 
weitere x von ersteren und von einander unabhangige Charakteristiken 
aus R und ; , : 
(1), (s:)» (Se), -- 5 (S,#_1) 

die aus ihnen gebildete Gruppe. 











ll 
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Beachtet man jetzt, dass die Formel (28) durch Einfiihrung von 
(@x7.) statt (gx) und von (£¢,) an Stelle von (¢,) in sich selbst tiber- 
geht, so folgt daraus, dass die Charakteristiken (y.4.) dieselbe Formel 
wie (7) und die Charakteristiken (gi ¢,) dieselbe Formel wie (s2) 
ergeben. Somit erhalt man siimmtliche in (28) enthaltene verschiedene 
Gleichungen, weun man an Stelle von (g) nacheinander die Charakte- 
ristiken (,) und, unabhiingig davon, an Stelle von (€) nacheinander 
die Charakteristiken (sz) einfiihrt. Die hiedurch entstehende Gleichung: 


e=nF—1 


ne-= >" gol" Me | 52% © (xe) (ts, b). (u/,-* n=") (a, v) 
(28a) wi 


e=n26—_1 
mettle SP a 151-10 (cie,) (u, 0) © (65! 654) (a, d), 
e=0 
mm 1, 2,...,029-*, Aol, 2,..., 0%, 
reprisentirt dann alle n* . n?*-* = n?* midglichen Gleichungen dieser 
Gattung. 

Dies ist die gewiinschte Endformel, aus welcher die Relationen 
zwischen den 9-Functionen n'* Ordnung fiir den Modul » ebenso ab- 
geleitet werden, wie die entsprechenden Relationen der #-Functionen 
1. Ordnung fiir den Modul 2 aus der von Herrn Prym 1. c. gegebenen 
Formel. Fiir 6 = p geht dieselbe direct in die entsprechende Formel 
zwischen den @-Functionen erster Ordnung tiber, wobei die Gruppe R 
mit der Gesammtgruppe aller n®?? vorhandenen p-reihigen Charakte- 
ristiken zusammenfiallt. Somit umschliesst dieses Formelsystem (28a) 
alle bis jetzt aufgestellten Formeln gleicher Gattung. 


Miinchen im Januar 1890, 


q* 











Classification der algebraischen Strahlensysteme. 
Von 


Rozsert ScuuMAcHER in Augsburg. 


Wenn es sich bei einer Classification der algebraischen Strahlen- 
gebilde zweiter Dimension darum handelt, die Zahlen aufzufinden, 
welche die allgemeinen Verhiltnisse ohne Unterscheidung des Reellen 
und Imaginiren charakterisiren, so lassen sich dieselben nicht als 
Functionen von Grad und Classe allein darstellen, sondern es steht in 
anbetracht einer gewissen Analogie mit den Raumcurven, wo ausser 
der Ordnung etwa noch die Zahl der scheinbaren Doppelpunkte an- 
zugeben ist, zu erwarten, dass mindestens drei unabhiingige Zahlen 
aufzustellen sind. Drei solcher Zahlen hatte ich schon in einer friiheren 
Abhandlung*) zum Zwecke einer Eintheilung der Strahlensysteme an- 
gegeben, wobei ich von der Betrachtung der Regelfliichen ausging, 
welche von den eine Gerade schneidenden Strahlen des Systems gebildet 
werden; die Ordnung der Doppelcurven dieser Regelfliichen giebt mittel- 
bar an, wie oft eine gegebene Gerade mit zwei Strahlen des Systems 
in einer Ebene liegt und durch einen Punkt geht, und liefert so eine 
Zahl, welche es mit der Abzihlung einfacher geometrischer Vorkomm- 
nisse zu thun hat. Diese Eintheilung nun zu vervollstindigen und 
ihre Nothwendigkeit darzuthun ist die Aufgabe der vorliegenden Ab- 
handlung, welche sich hiezu einer Methode bedient, die mit weniger 
schwerfilligen Vorstellungen arbeitet. Es ist dies im Wesen dieselbe 
Methode, welche bei der analytischen Behandlung liniengeometrischer 
Probleme zur Anwendung kommt: es werden hier die entsprechenden 
auf Punktgebilde beziiglichen Probleme behandelt und die Resultate 
hernach in den Geradenraum versetzt. 

Die vierdimensionale Punktmannigfaltigkeit, auf welche man hiebei 
den Geradenraum in einfachster eindeutiger Weise abbildet, ist der 
sogenannte projective vierdimensionale Raum, der fiir die Betrachtung 
im Unendlichen durch einen linearen dreidimensionalen Raum ge- 


*) Des Verfassers Inaugural-Dissertation ,, Untersuchungen iiber das Strahlen- 
system dritter Ordnung und zweiter Classe.“ Miinchen, 1885. 
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schlossen ist. Die Abbildung selbst zeigt sich nicht frei von Besonder- 
heiten, indem zur vollstindigen Eindeutigkeit im Geradenraum ein 
singulirer Complex und im Punktraum eine lineare dreidimensionale 
Mannigfaltigkeit auszuschneiden wiire. Die Charakterisirung dieser 
Abbildung im Sinne der Analysis situs*) sowie eine auf die Unter- 
scheidung des Reellen und Imaginiren gegriindete Classification werden 
den Gegenstand einer spiteren Abhandlung bilden. 

Die eindeutige Beziehung des Geradenraums auf den fingirten 
Punktraum kniipft die Theorie der Strahlensysteme an diejenige der 
Flichen, fiir welche die Centralprojection in den gewédhnlichen Raum 
die natiirlichste Methode bildet. Aus der Kintheilung der Flichen, 
fiir welche 3 Zahlen aufgestellt werden: der Grad, die Ordnung der 
scheinbaren Doppelcurve und die Anzahl] der scheinbaren dreifachen 
Punkte geht eine naturgemisse Eintheilung der Strahlensysteme hervor. 

Nachdem vier unabhiingige Zahlen fiir die Classification aufgestellt 
sind, werden in der Abhandlung die tibrigen Zahlen, welche sich auf 
die besondern Lagen linearer Strahlengebilde zum System beziehen, in 
ihrer Abhingigkeit von jenen dargestellt; in der Abbildung werden 
hiezu die besondern Lagen untersucht zuerst, welche eine Gerade zur 
entsprechenden Fliche, und dann, welche Ebene oder Raum dazu 
haben kann, Die Anwendung der gewonnenen Formeln auf den Fall 
des vollstiindigen Schnittes zweier Complexe liefert jedesmal dieselben 
Resultate, wie sie Herr Voss in seiner Abhandlung ,,iiber Complexe 
und Congruenzen“ (Math. Annalen Bd. 9), wo sich eine erschépfende 
Darstellung dieses Falles findet, auf analytischem Wege erhalten hat. 

Zur Priifung der Zahlen im allgemeinen Falle wihlte ich als 
Beispiel eine besondere Art der Strahlensysteme, welche durch eine 
Cremona’sche Verwandtschaft n'** Ordnung zweier Ebenen entstehen, 
und zwar, weil sich dieselben hier auch auf andere Weise besonders ein- 
fach ermitteln lassen. 

Zusammenstellung der durchgehenden Bezeichnungen. Zur leichteren 
Orientirung seien hier die einheitlichen Bezeichnungen der vorkommen- 
den geometrischen Grundbegriffe aufgefiihrt,; es bezeichne: 


M die vierdimensionale Punkt- | 3% den Geradenraum, 
mannigfaltigkeit, | 
R die dreidimensionale lineare 
Punktmannigfaltigkeit (Raum), | 
R eine dreidimensionalePunktman- 
nigfaltigkeit w'e" Grades (Raum), 





& den linearen Complex, 





*) Ueber die hiebei zur Anwendung kommende Methode vergl.: Dyck. 
»Beitrige zur Analysis situs‘. Ber. der Ges, d. W. Leipzig 1885, 86 und 87, 
sowie Math. Ann. Bd. 32. 
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E eine zweidimensionale lineare | © das lineare Strahlensystem , 
Punktmannigfaltigkeit (Ebene), | © eine Ebene, $ ein Punkt in M, 
F,, eine Fliche n'* Ordnung zwei- | ©,,, das Strahlensystem n'* Ord- 
dimensional im Vierdimensionalen nung und k'* Classe, 
Raum, f, eine solche in R. 
g eine Gerade, 
P, O Punkte in HU. s, S Strahlen in M. 
Das griechische Alphabet dient zur 
Bezeichnung besonderer Elemente 
in UY, 





§ 1. 
Abbildung des Complexes auf den Raum. 


Der Abbildung des Geradenraumes auf die vierdimensionale Punkt- 
mannigfaltigkeit schicken wir, um die Analogie hervortreten zu lassen, 
eine kurze geometrische Herleitung der Abbildung des linearen Com- 
plexes auf den gewdhnlichen Punktraum R voraus.*) 

Den Strahl des Complexes bestimmen wir zu diesem Zwecke durch 
seine Spuren in zwei festen Ebenen ©, und ©,, deren Schnittgerade 
S selbst dem Complex angehére. Sind dann die Punkte %, und 
auf S in dem zum Complex gehérigen Nullsystem den Ebenen ©, und 
©, zugeordnet, so ist der Biischel der Geraden durch 8, in der Ebene 
©, durch das Nullsystem projectiv auf den Biischel der Geraden durch 
%, in ©, bezogen und der Complex wird von den Strahlen gebildet, 
welche entsprechende Gerade dieser Biischel schneiden. 

Den Punkt R bestimmen wir durch die Strahlen, welche ihn von 
zwei festen Punkten O, und O, aus projiciren. Durch eine collineare 
Beziehung zwischen der Ebene ©, und dem Biindel (O,) der Strahlen 
durch O, einerseits und eine solche zwischen der Ebene ©, und dem 
Biindel (O,) andrerseits wird dann jedem Punkte des Raumes eine 
Gerade zugewiesen (einem Punkte P gehért die Gerade zu, deren 
Spuren den Strahlen PO, und PO, entsprechen), aber nicht umge- 
kehrt. Damit nun jedem Strahle des Complexes ein Punkt zukomme, 
d. h. damit die zu seinen Spuren gehérigen Strahlen von (O,) und 
(O,) in einer Ebene liegen, miissen obige collineare Beziehungen so 
beschaffen sein, dass jeder Ebene durch 0,0, in der Ebene &, eine 
Gerade durch $8, und in der Ebene ©, die im Nullsystem letzterer zu- 
gehérige Gerade durch $8, entspricht. — Dem Strahl S als Geraden 
von ©, und ©, entspricht hiebei in beiden Beziehungen dieselbe Ebene E. 


*) Beziiglich der niheren Verhiltnisse dieser Abbildung, insbesondere beziigl. 
der Ausnahmecurven sei auf die Litteratur zu dieser Abbildung verwiesen. (Man 
sehe Salmon-Fiedler, anal. Geometrie des Raumes I]. 3 A. Litteraturangaben 215). 
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. In der so hergestellten Abbildung des linearen Complexes auf den 
Raum R entspricht im Allgemeinen jedem Punkte ein Strahl und um- 
gekehrt. Eine Ausnahme bilden der Strahl S, welchem alle Punkte 
der Ebene E zugehérev, und eine Reihe von Punkten in der Ebene E, 
welchen je die Strahlen eines Biischels mit dem Centrum auf S ent- 
sprechen, Diese besondern Punkte in E bilden einen Kegelschnitt K, 
welchen die zur Punktreihe auf S projectiven Strahlenbiischel von 
(O,) und (O,) erzeugen (der Geraden O,0, entsprechen hiebei die 
verschiedenen Punkte $3, und §,). 

Den Punkten einer Ebene im Raume R sind im Complexe die 
Strahlen eines linearen Strahlensystems zugeordnet, dem S angehdrt. 
Denn projiciren wir die Ebene von O, und OQ, aus, so ist mit der 
perspectivischen Beziehung zwischen (O,) und (O0,), in welcher E sich 
selbst entspricht, eine collineare Beziehung zwischen ©, und ©, mit 
dem gemeinsamen entsprechenden Elemente S bestimmt. Die Strahlen, 
welche hier entsprechende Punkte von ©, und ©, verbinden, bilden 
aber ein lineares Strahlensystem. Hieraus folgt auch: den Punkten 
einer Geraden im Raume entsprechen im Complexe die Strahlen einer 
linearen Regelschaar, welche S enthalt. Umgekehrt erkennt man 
leicht, dass einem linearen Strahlensysteme durch § und einer Regel- 
schaar durch S eine Ebene bezw. eine Gerade im Raume zugeordnet sind. 

Allgemein entspricht einem linearen Strahlensystem eine Fliiche 
2's Grades, welche den Kegelschnitt K der ausgezeichneten Punkte 
enthilt, und einer linearen Regelschaar ein Kegelschnitt, der K in 
zwei Punkten trifft. 

Den Strahlen eines Biischels, der sich ja durch einen S enthalten- 
den Biischel zu einer Regelschaar ergiinzt, entspricht eine K treffende 
Gerade und umgekebrt. 





§ 2. 
Abbildung des Geradenraums auf die vierdimensionale Punktmannig- 
faltigkeit.*) 


Die gerade Linie im geraden Raume sei durch ihre Spuren in 
zwei festen Ebenen ©, und ©, mit dem Schnitt S bestimmt; zur 
Lagenbestimmung des Punktes im vierdimensionalen Raume YM nimmt 
man naturgemiss das System der Ebene durch eine Gerade g, und 
das System derjenigen durch eine Gerade g,, welche g, nicht schneiden 


*) Vergl. hiezu: Chizzoni ,,Sulla corrispondenza uni voca frale rette di uno 
spazio ordinario ed i punti di uno spazio lineare a quattro dimensioni“; die dort 
gegebene eindeutige Abbildung ordnet der Ebene einen Complex 2'" Grades zu, 
ist also nicht der einfachsten Art. Klein, Math. Ann. Bd, 5 ,,Ueber Liniengeometrie 
u. s. w. wo sich eine geometrische Deutung der Pliicker’schen Liniencoordinaten 
als Punktcoordinaten findet. 
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darf; denn durch zwei Ebenen ist ein Punkt als Schnitt bestimmt und 
durch einen Punkt geht je eine Ebene von (g,) und (g,). Eine ein- 
deutige Abbildung des Geradenraumes St auf den Raum M wird dann 
durch eine collineare Beziehung zwischen der Ebene ©, und dem 
System (g,) und einer solchen zwischen ©, und (g,) hergestellt. Damit 
hiebei einem linearen Raume RF dritter Dimension je ein linearer 
Complex entspreche, sei dem linearen Raume P, welcher die Geraden 
g, und g, enthalt, durch beide Beziehungen die Gerade S zugeordnet. 
Jeder Geraden von Yt ist so im Allgemeinen ein Punkt von M zu- 
gewiesen und jedem Punkte P eine Gerade (einem Punkte P ent- 
spricht die Gerade von MW, deren Spuren den Ebenen Pg, und Pg, 
durch obige collineare Beziehungen zugeordnet sind). 


Besondere Elemente der Abbildung: Dem Strahle S gehéren alle 
Punkte des Raumes P durch g, und g, zu. Gleicherweise giebt es in 
P besondere Punkte, denen unendlich viele Geraden von 3t entsprechen ; 
sie bilden eine Fliiche ® zweiten Grades, das Erzeugniss der beiden 
zur Punktreihe auf S projectiven Ebenenbiischel durch g, und g,. Den 
Punkten einer Schnittgeraden entsprechender Ebenen dieser Biischel 
entsprechen die Geraden durch einen Punkt auf 8S. 


Allgemeine lineare Gebilde: Einem Raume & entspricht in der 
Abbildung ein linearer Complex @ durch S. Denn R schneide die 
Ebenenbiindel (g,) und (g,) nach den Strahlenbiindeln (O,) und (0,) 
und habe mit P die Ebene E gemein, dann sind (0,) und (0,) so 
collinear zu ©, und ©, verwandt, dass E beidemal S zugeordnet ist, 
dass also dem Ebenenbiischel durch 0,0, zwei Strahlenbiischel mit 
ihren Mittelpunkten auf S entsprechen. Die Geraden aber, welche 
zusammengehorige Strahlen dieser Biischel schneiden und daher den 
Punkten von R entsprechen, bilden nach dem Friiheren einen linearen 
Complex & durch S. — Umgekehrt entspricht einem Complexe & 
durch S ein Raum R, da derselbe durch weitere 4 Strahlen, die nicht 
zu einem linearen Strahlensystem gehéren, eindeutig bestimmt ist, 
gleichwie der Raum R durch 4 Punkte. 

Aus der Discussion der Abbildung des linearen Complexes folgt, 
dass einer Ebene von Y ein lineares Sirahlensystem durch S mit zwei 
reellen, zusammenfallenden oder imaginiiren Directricen entspricht, je 
nachdem die Ebene die Fliche ® in zwei, einem oder keinem Punkte 
trifft. Kine lineare Regelschaar durch S endlich bildet sich als Gerade 
ab. Offenbar gelten hier auch die Umkehrungen. 

Einfachste Gebilde des Geradenraumes: Es soll jetzt untersucht 
werden, wie die einfachsten Gebilde des Geradenraumes: 1) der Biischel 
der Strahlen durch einen Punkt und in einer Ebene, II) das System 
der Strahlen in einer Ebene, III) der Biindel der Strahlen durch einen 
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Punkt und IV) der Complex der Strahlen, welche eine Gerade schneiden, 
im Raume M sich abbilden. 

I) Aus der Abbildung des linearen Complexes (Schluss) folgt: 
Einem Strahlenbiischel erster Ordnung entspricht eine Gerade, welche © 
trifft und umgekehrt. 

It) System der Strahlen in einer Ebene: Dasselbe bildet mit dem 
Biindel der Strahlen, welche durch den Schnitt der Ebene mit S gehen, 
ein lineares Strahlensystem, welchem im Raume M eine Ebene ent- 
spricht, Dem Strahlenbiindel entspricht hiebei, wie wir oben ge- 
sehen haben, eine Gerade auf ®. Die Schaar der Geraden auf 9, 
welcher diese Gerade angehért, sei mit 6, bezeichnet. Hieraus folgt: 
Den Strahlen einer Ebene des Geradenraumes IX entsprechen die Punkte 
einer Ebene, welche durch eine Gerade der Schaar 6, auf  hindurch- 
geht oder kurz: einer Ebene von N ist eine Ebene von M eugeordnet. 

Ill) Strahlenbiindel: Ein Strahlenbiindel in M ergiinzt sich analog 
durch das System der Strahlen in der Ebene, welche sein Centrum 
mit S verbindet, zu einem Strahlensystem, welchem wieder im Raume 
M eine Ebene entspricht. Letztere enthilt offenbar unendlich viele 
Punkte von ®, von jeder Geraden der Schaar 6, mindestens einen; da 
sie sich aber im Allgemeinen ausserhalb des Raumes P von ® befindet, 
so muss sie ® nach einer Geraden der andern Schaar 6, schneiden. 
Einem Strahlenbiindel oder kurz einem Punkte von MN ist also eine 
Ebene von M ezugeordnet, welche durch eine Gerade von 6, hindurch- 
geht. — Die gemeinsame Bezeichnung fiir die Ebenen (der ersten Art) 
durch 6, sei fiir die Folge: ¢,, fiir die (der zweiten Arten) durch 6, 
sei ¢,. — Fiir die Fille I) und IJ) erkennt man ohne weiteres die 
Umkehrung. 

Dem System der Strahlen in einer Ebene durch S ist im besondern 
eine Gerade der Schaar 6, zugeordnet. Hieraus folgt, dass einem 
Punkte von ® ein Biischel von Strahlen in einer Eine durch S und 
mit dem Centrum auf S entspricht. 

IV) Gesammtheit der Strahlen, welche eine Gerade schneiden. Kinem 
singuliren linearen Complex entspricht in Mim Allgemeinen ein Raum 
zweiten Grades, welcher ® enthilt. Gehért dem Complexe die Gerade 
S an, so entspricht ihm ein linearer Raum R, welcher P nach einer 
Tangentialebene von © schneidet. — Beschreibt also ein Punkt im 
Raume MN eine Gerade oder dreht sich eine Ebene in IN um eine Axe, 
so beschreibt die zugeordnete Ebene einen Raum zweiten Grades und, 
wenn jene Gerade S schneidet, einen linearen Raum, welcher  beriihrt. 

Lineare Gebilde von IX, welche S nicht enthalten. Kinem linearen 
Complex im Allgemeinen entspricht in M ein Raum zweiten Grades, 
der von einer Geraden in zwei Punkten geschnitten wird, denn der 
Complex hat mit einer linearen Regelschaar durch S je zwei Strahlen 
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gemein. Dieser Raum enthilt ® d. h. jede Gerade, welche ® schneidet, 
trifft ihn noch in einem Punkte; einer solchen Geraden entspricht 
nimlich ein Strahlenbiischel 1'* Ordnung, welcher von dem Complex 
nur einen Strahl enthailt. Umgekehrt entpricht einem Raume 2' 
Grades, welcher durch ® hindurchgeht, in IN ein linearer Complex; 
enthalt dieser Raum Ebenen, so ist der Complex ein singuliirer, der 
Raum besteht dabei aus den Ebenen, welche die Fliche ® von einem 
Punkte aus, dem Bilde des singuliren Strahles, projiciren. 

Einem linearen Strahlensysteme entspricht, da es mit S einen 
linearen Complex bestimmt, allgemein eine Flache 2'* Grades, welche 
® nach einem Kegelschnitte schneidet. Jenachdem die Bildflaiche gerade 
Linien besitzt oder nicht oder in einen Kegel ausartet, hat das System 
zwei, keine oder eine Directrix. Zerfillt der Kegelschnitt in zwei 
Gerade, so schneidet eine Directrix den Strahl S. 

Der linearen Regelschaar ist ein Kegelschnitt zugeordnet, der ® 
in zwei reellen oder imaginiiren Punkten trifft oder beriihrt, jenach- 
dem S die Regelfliche schneidet, nicht schneidet oder beriihrt. Die 
Regelfliiche artet in einen Kegel oder ein Strahlenbiischel 2‘ Ordnung 
aus, wenn der Kegelschnitt in einer Ebene «, oder ¢, enthalten ist. 


§ 3. 
Algebraische Gebilde héherer Ordnung im Geradenraum. 


Kin Raum x‘ Grades R* im vierdimensionalen Raume M ist das 
Bild eines Complexes n*" Grades, der den Strahl S zum n-fachen Strahle 
hat. Eine Gerade von WM schneidet nimlich den Raum in » Punkten; 
ein Strahlenbiischel 1'* Ordnung oder eine lineare Regelschaar durch 
S -hat daher mit dem Complexe » Strahlen gemein, jede andere 
Regelschaar enthalt aber von ihm 2n Strahlen. 

Der allgemeine Complex n' Grades bildet sich als Raum vom 
2n' Grade ab. Dieser Raum geht durch die Fliche ®n-mal hindurch, 
da jede Gerade, welche ® in einem Punkte trifft, der also ein Strahlen- 
biischel entspricht, ihn nur noch in m Punkten schneidet. 

Das Bild einer Regelschaar ne” Grades (Regelfliiche 2n'et Ordnung) 
ist im Allgemeinen eine Curve 2"* Ordnung, welche ® in 2” Punkten 
schneidet; denn ein linearer Complex hat 2n Strahlen mit ihr gemein 
und die Gerade S trifft 2” ihrer Strahlen. 

Ist S ein m-facher Strahl der Regelflache, so entspricht ihr in M 
eine Curve 2m — m'** Ordnung, welche von ®(2”—m) Punkte enthiilt. 


Ein Strahlensystem n*" Grades und k’" Classe, welches also durch 
jeden Punkt » Strahlen schickt und in jede Ebene & Strahlen legt, 
bildet sich in M als Flache ab, welche jede Ebene «, durch eine 
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Gerade der Schaar 6, auf ® in k Punkten, die nicht auf  liegen, 
und jede Ebene «, durch eine Gerade der Schaar o, in m solchen 
Punkten trifft (§ 2, Il, II}. Die Geraden der Schaar 6, selbst werden, 
da ihnen je ein Punkt auf S zugehért, von der Fliche je in m Punkten 
getroffen, die Geraden der Schaar 6, aber in hk. 


Hieraus folgt: ,,Dem Strahlensysteme n'" Grades und k'* Classe 
entspricht in M eine Fliche n+ ke Ordnung — d. h. ein Gebilde, 
welches mit einer beliebigen Ebene n-+-k Punkte gemein hat —; die- 
selbe schneidet ® nach einer Curve n + ke" Ordnung; auf jeder Geraden 
der Schaar 6, liegen n, auf jeder der zweiten Schaar k Punkte von thr.“ 

»Eenthalt das Strahlensystem S als m-fachen Strahl, so entspricht 
thm in M eine Fliiche n + k — me Grades, welche jede Gerade von 
6, in mn — m, und jede von 6, in k — m Punkten trifft.“ 

Die Umkehrung lautet: ,,Hiner Fliche uw" Grades von M, welche 
jede Gerade von 6, inv und jede von 6, in k Punkten trifft, entspricht 
im Geradenraum ein Strahlensystem vom Grade w — k und der Classe 
uw —v, welches S zum (u - (v-+h)) -fachen Strahl hat.“ 

Dem Begriff der ,,algebraischen“ Fliiche im Raume von vier 
Dimensionen legen wir im Folgenden allein die Eigenschaft zu Grunde, 
dass sie von jedem Punkte dieses Raumes aus in den gewdhnlichen 
dreidimensionalen Raum als algebraische Fliche projicirt werde. 
»Algebraisch“* nennen wir dann ein ee wenn es eine 
derartige Fliche zum Bilde hat. 


§ 4. 
Art o des algebraischen Strahlensystems. 


Die Theorie der algebraischen Strahlensysteme wird durch das 
Vorausgegangene an diejenige der Flichen im vierdimensionalen Raume 
gekniipft. Das Hauptmittel, die Verhiiltnisse dieser Flichen zu unter- 
suchen, bildet die Centralprojection in den gewdhnlichen Raum. Sei 
Fx eine Fliche n + ke" Ordnung, welche das Bild des allgemeinen 
Strahlensystems ©,,, von der Ordnung » und der Classe k darstellt, 
so wird dieselbe von einem beliebigen Punkte in M aus, da sie mit 
jeder Ebene im Allgemeinen » +k Punkte gemein hat, in eine Flache 
faye Vom Grade n-+-k projicirt. f,4, wird im Allgemeinen eine Doppel- 
curve besitzen, da jeder lineare Raum R durch das Projectionscentrum 
P die Fliche F,,, nach einer Raumcurve mit einer Anzahl schein- 
barer Doppelpunkte schneidet. Durch jeden Punkt von M geht also 
ein Kegel von Sehnen der Fliche F,4; oder F’,4; besitzt eine ,,schein- 
bare“ Doppelcurve. Eine Ausnahme findet nur statt, wenn F,4, ganz 
in einem linearen Raume enthalten ist. 
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Es erscheint ganz der Sache gemiiss, bei einer Classification der 
Flaichen des vierdimensionalen Raumes die Ordnung des Kegels der 
Sehnen durch einen beliebigen Punkt, wie es auch die Analogie der 
Raumeurven erfordert, als charakteristische Zah] einzufiihren,. 

Bei der Uebersetzung dieser Verhiltnisse in den Geradenraum, 
zum Zwecke der Feststellung einer Classification der Strahlensysteme, 
nehmen wir, um sie hier méglichst anschaulich hervortreten zu lassen, 
nicht den Sehnenkegel der allgemeinsten Lage, sondern wir wihlen 
seine Spitze auf der Fliche der singuléren Punkte ®. Einer Sehne 
des Kegels entspricht dann im Geradenraume Yt ein Strahlenbiischel 
erster Ordnung, welcher zwei Strahlen von ©,,, enthilt. Ist h die 
Ordnung der scheinbaren Doppelcurve von F,4,, so hat speciell ein 
linearer Raum R, welcher ® in der Spitze des Kegels beriihrt, ausser 
den in ihm enthaltenen Geraden der Schaaren 6, und 6,, von denen 


(nm — 1) &G—1) Sehnen zahlt 
2 2 


(§ 3), mit dem Kegel noch g=h — 22. .. ze —» Sehnen 


gemein. Da einem solchen Raume LZ, die Gesammtheit der Strahlen 
in M entspricht, welche dieselbe der Kegelspitze zugeordnete Gerade 
schneiden, so ist @ die Anzahl der Strahlenpaare des Systems, welche 
mit derselben Geraden in einer Ebene liegen und ezugleich durch einen 
Punkt gehen. . 

Diese Zahl o will ich, wie ich es schon an anderer Stelle gethan 
habe*), die Art des Strahlensystems nennen.**) 


die eine offenbar fiir , die andere fiir 





Bestimmung der Art @ des vollstindigen Schnittes zweier 
Complexe. 


Die Complexe seien vom Grade w und v. In der Abbildung ent- 
sprechen ihnen ein Raum R?“ vom Grade 2u und ein Raum R?” vom 
Grade 2v. Die Fliche © ist in dem einen w-fach, in dem andern 
v-fach enthalten, so dass der vollstiindige Schnitt der beiden Riume 
aus der uv-fach zu ziihlenden Fliche © und aus dem Bilde der Schnitt- 
congruenz wv Grades besteht. Zur Bestimmung von @g schneiden 
wir R®“ und R** durch einen linearen Beriihrungsraum R von 9, 
welcher von dieser Flache die Geraden 6,° und 6,° mit dem Schnitt P 
enthalte, nach den Flichen /?“ und f?”. Der vollstindige Schnitt 
dieser Fliichen besteht dann aus den wv-fach zu zihlenden Geraden 
6,° und 6,° und aus einer Curve C von der Ordnung 2uv, welche von 


*) Dissertation § 1, 7. 
**) Als Maximalwerth fiir @ bei gegebenem und & findet man: 


(n+ k — 1)(n+khk— 2) n(n — 1) k(k-—1) : 
———; a ; _ ; = nk — (n+k) +1. 
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6,° und o,° je in wy Punkten getroffen wird. Die Zahl @ bedeutet dann 
die Anzahl der Sehnen, welche durch P ausser 6,° und 6,° an die Curve 
C gehen. Projiciren wir also C von P aus, so ist die Anzahl der 
Doppelkanten des Projectionskegels, welche von scheinbaren Doppel- 
punkten herriihren, zu bestimmen. Das Doppelte dieser Anzahl erhilt 
man offenbar, indem man von der gesammten Anzahl der nicht auf 
s, oder s, gelegenen Schnittpunkte von C mit der Curve C’, in welcher 
der Kegel noch die Fliiche f?“, die in der Zahl wv vorhandenen 
u-fach zu zihlenden Geraden o,° und 6,° abgerechnet, schneidet, die 
Anzahl A, derjenigen abzieht, in denen die zugehérigen Mantellinien 
des Kegels die Fliiche f?“ bertihren. . 

A, bestimmt sich als Anzahl der Schnittpunkte von C’ mit f?’, 
welche nicht auf 6,° oder o,° liegen. Der Grad von C’ ergiebt sich als: 
2uv(2u—1)— 2uv-u. Da o,° und o,° auf f?” als v-fache Gerade 
zihlen, so folgt: 


A, = (2ur(2u— 1)— 2uvu) 2v — (2u0(2y—1)— 2uvu) v 
- (2uv(2u—1)— 2uvu) v = 2uv(u—1) ». 
A, besteht aus der Zahl der Schnitte von C mit der Polare des 
Punktes P in Bezug auf f?“, davon die w-fach zihlenden Schnitte 


auf 6,° und 6,° abgerechnet (die erste Polare geht, wie man sich leicht 
tiberzeugt, w-fach durch diese Geraden hindurch). 


A, = 2uv(2u — 1) — 2uv- wu = 2uv- (uw — 1). 
Hieraus folgt: ; 
2 





pad = wr(u — 1) (v — 1). 
§ 5. 
Das zu einem Strahlensystem gehérige Nullsystem.*) 


Ist F,4, wieder das Bild des Strahlensystems ©,,;, so hat das 
System derjenigen Sehnen von F,,;, welche die Fliche ® treffen, die 
Beschaffenheit, dass durch jeden Punkt von ® ein Kegel von Sehnen 


mit dem Grade an ) + =e — 1) +o geht und dass in einer 





Ebene der Schaar ¢, (Ebene durch eine Gerade von >) *@—=» ond 


2 
4G—) Sehnen (die Geraden auf  ab- 
gerechnet) liegen. Jeder der Sehnen entspricht im Geradenraum ein 
Biischel von Strahlen durch einen Punkt oder, wie wir sagen kénnen, 


*) ‘Diseertation. Voss, Math. Ann. Bd. 23. Zweiter Aufsatz. Sturm, Math. 
Ann. Bd. 28. .,Ueber héhere riiumliche Nullsysteme“. 


in einer Ebene der Schaar «, 
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eine Ebene und ein Punkt in ihr. Den Sehnen in einer Ebene der 
se—") » Schnittpunkte der Strahlen 
von Gn,x, welche in der zu ¢, gehdrigen Ebene liegen, zugeordnet. 
Analog entsprechen den Sehnen in einer Ebene «, die Verbindungs- 
ebenen der Strahlen von ©,,, durch einen Punkt. Dem System der 
Sehnen, welche die Fliche ® schneiden, entspricht also das zum 
Strahlensystem gehérige Nullsystem. 

Den Ebenen des Geradenraums, welche durch einen Punkt gehen, 
sind, wenn man sie je mit ihren im Nullsystem angehérigen Punkten 
zusammennimmt, die Sehnen von F',4;, zugeordnet, welche ® und zu- 
gleich eine Ebene der Schaar «, treffen (§ 2, III). Fragt man nach 
der Anzahl der zu den Ebenen durch einen Punkt im Nullsystem ge- 
hérigen Punkte, welche auf irgend einer Geraden, die etwa den aus- 
gezeichneten Strahl S der Abbildung treffen mige, liegen, so ist dies 
gleichbedeutend mit der Frage nach der Anzahl der Ebenen ¢,, welche 
innerhalb eines linearen Tangentialraumes von ® (§ 2, IV) Sehnen 
obiger Bedingungen enthalten. Man fragt hiermit, wie viele Sehnen 
zugleich eine Ebene «, und eine Gerade der Schaar 6, treffen. Die 
Sehnen, welche 6, schneiden, bilden aber, wie die Projection in einen 
Raum R zeigt, eine Regelfliche Se) + o' Grades. Letztere 
Zahl ist aber offenbar die gesuchte. — Die Fliche der Punkte, welche 
den Ebenen durch einen Punkt im Nullsystem zugeordnet sind, ist 
also vom Grade “” — 1) + @ und der Modul des Nullsystems stimmt 


mit der Art des zugehdrigen Strahlensystems iiberein. 


Schaar «, sind so im Raume I die 





§ 6. 
Berihrende Regelschaaren. 


Unter den Sehnen der Fliche F,,, finden sich solche, welche . 
die Flache in zusammenfallenden Punkten schneiden d. h. beriihren. 
Aus der Projection von F,,; in den gewdhnlichen Raum folgt, dass 
die Tangenten, welche F,4, in demselben Punkte beriihren, in einer 
Ebene liegen; denn die Projectionen thun dies fiir jedes allgemein ge- 
legene Projectionscentrum. Diese Tangentialebenen zeichnen sich in 
ihrer Lage zur Flaiche dadurch vor der allgemeinen Ebene in M aus, 
dass sie unendlich viele Punkte, welche im Beriihrungspunkt zu- 
sammenfallen, mit ihr gemein haben. 

Fiir das Strahlensystem ©,,, ergiebt sich hieraus: Die Regel- 
schaaren, welche das Strahlensystem in demselben Strahl ,,beriihren“ 
und noch durch eine feste Gerade gehen, sind in einem linearen 
Strahlensystem enthalten. Wir haben so fiir jeden Strahl von ©,, 
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einen Biischel beriihrender Strahlensysteme; durch jede Gerade geht 
eines. Unter den beriihrenden Regelschaaren findet sich eine, welche 
aus zwei Strahlenbiischeln besteht. Letztere entsprechen in der Ab- 
bildung mit beliebigem Grundstrahl S denjenigen zwei Tangenten der 
Tangentialebene von F',,,, welche ® schneiden, Die Centren der 
Strahlenbiischel heissen ,,Brennpunkte“, die Triigerebenen ,,Brenn- 
ebenen“ des Beriihrungsstrahls. — Die beriihrenden Strahlensysteme 
an einen Strahl haben offenbar die specielle Regelschaar gemeinsam. 

Von Wichtigkeit fiir die Charakterisirung der Fliche F,,,, ist, 
wie sich in der Folge erweisen wird, die Anzahl der Tangenten, 
welche je durch einen Punkt von M hindurchgehen. Ist F,,, der 
volistiindige Schnitt zweier Raume w'e" und v' Grades, so erhalten 
wir die Beriihrungspunkte der durch einen Punkt gehenden Tangenten 
als Schnitte dieser Riiume und ihrer ersten Polaren in Bezug auf den 
Punkt. Thre Anzahl ist daher wv(u — 1) (v— 1), also gleich der 
doppelten Anzahl der scheinbaren Doppelpunkte eines raumlichen 
Schnittes. 

Es soll jetzt gezeigt werden, dass dies auch im Allgemeinen der 
Fall ist: Der Sehnenkegel von einem Punkte aus an die Fliche F,,, 
sei vom Grade h und werde von einem beliebigen Punkte aus mit 6 


Doppelkanten gesehen. Ausserdem gestatten wir ihm #(@—) fache 


Kanten in der Anzahl x, welche die Fliche in a Punkten treffen. 
Der Kegel schneidet dann die Fliche F',,,; nach einer Curve, welche 
mit jedem Raume 2h Punkte gemein hat. Wie man leicht erkennt, 
geht diese Curve durch jeden Schnitt einer a-fachen Secante mit der 
Fliiche (@ — 1)-mal hindurch. Die Projection des Sehnenkegels in 
einen linearen dreidimensionalen Raum giebt dann einen Kegel K mit 
6 Doppelkanten und w a-fachen Kanten. Auf ihm liegt eine Curve C, 
welche jede Mantellinie zweimal schneidet; wir fragen jetzt nach der 
Zahl a der Mantellinien, welche die Curve beriihren. 

Die Curve C besitzt (a—1)-fache Punkte in der Anzahl a.a: auf jeder 
a-fachen Secante a; ausserdem hat sie eine gewisse Anzahl scheinbarer 
Doppelpunkte. Wir bezeichnen den Gesammtwerth der vielfachen 
Punkte, welche eine beliebige ebene Projection von C besitzt, in Doppel- 


punkten ausgedriickt (einen r-fachen Punkt als fea) Doppelpunkte 


gerechnet) mit D. Es wird dann eine erste Relation zwischen den 


eingefiihrten Zahlen — wir handeln jetzt im gewéhnlichen Raume R — 
dadurch erhalten, dass wir die Anzahl der Tangentialebenen, welche 
durch eine beliebige Gerade an die Curve C gehen, der Summe der 
doppelten Anzahl der Tangentialebenen, die von irgend einem Punkte 
aus an K gehen, und der Zahl z gleichsetzen: 
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2h(2h — 1) — 2D = 2(h(h—1) — 20 — S@— Viele“ YI 2) 4g, 
oder: ‘ 
2h? —2D =a — 46 — £€—» (a(@ — 1) — 2) @. 


Eine zweite Relation ergiebt die Betrachtung der Regelfliche G, 
derjenigen Geraden, welche eine durch die Spitze von K laufende 
Gerade schneiden und C in zwei Punkten treffen. G besteht aus K 
und einer Fliche G,. Zur Abzihlung der Anzahl D der Erzeugenden 
von G,, welche durch irgend einen Punkt von g gehen, wihlen wir 
einen speciellen Punkt, die Spitze des Kegels, und fragen nach den 
gemeinsamen Erzeugenden von K und G,. Diese bestehen offenbar 
aus den Beriihrungslinien der Tangentialebenen, welche durch gy an 
den Kegel gehen, und aus den mehrfach zu ziihlenden Doppelkanten 
und @-fachen Kanten von K. Eine Doppelkante schneidet C in 4 
Punkten, zahlt also fiir die Gesammtregelfliiche G 6-fach. K geht 
zweimal, G, also 4-mal hindurch. 

Eine a«-fache Kante zahlt fiir G, da sie C in a(@ — 1) Punkten 


ae SS a 
ye Y=) tach, Der Kegel K geht %¢—». mat 


hindurch, G, also: s(e— 1) (« (@——1) — 2) -mal. Wir erhalten somit: 


schneidet, a(a— 1 


D= (ch ~~ —.. 2 


+464 S@=) (a(@ — 1) — 2) #*) 
oder: 


D=—h(h—1)+ 204 ™ 





— — 
- a eden 


Die beiden aufgestellten Relationen geben: 
a= 2h, 


wie behauptet wurde; z ist hiebei von der Anzahl der vielfachen 
Secanten von F’,,;, welche etwa dem Kegel K angehéren, unabhingig. 
Der hier eingeschlagene Weg zur Ableitung dieser Formel hat vor 
einem anderen kiirzeren, welcher die Curve C als Schnitt des Kegels 
K und einer gewissen Fliche n'" Grades mit einem ( --- 2)-fachen 
Punkte in der Kegelspitze auffasst, den Vorzug, zugleich zur Kenn- 
zeichnung der Schnittcurve eines Sehnenkegels mit der Fliche F4x 
zu fihren. 





*) Die Anzahl der scheinbaren Doppelpunkte von C erhiilt man durch Abzug 
a(a — 1) one 


von 
2 
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Die gewonnene Zahl 2 enthilt auch die Anzahl der uneigentlichen 
Tangenten der Flaiche F,,, d. h. diejenigen Sehnen, welche nach 
etwaigen Doppelpunkten der Flaiche gehen. Solche Gerade geben fiir 
den Kegel K Mantellinien, in welchen sich die Curve C durchkreuzt. 
Bei der Ermittelung der Anzahl der eigentlichen Tangenten durch 
einen Punkt in M ist ihre Zahl doppelt in Abzug zu bringen. 

In der That besitzt die Fliche F,,; im allgemeinen Falle als Bild 
des Systems ©,,, eine bestimmte Anzahl von Doppelpunkten. Denn 
betrachten wir den Grundstrahl S der Abbildung, so giebt es 9 Strahlen- 
paare, die mit ihm je in einer Ebene liegen und zugleich durch einen 
Punkt gehen. Jedem solchen entspricht aber in der Abbildung nur 
ein auf ® gelegener Punkt (§ 2, III); jeder in ©,,, enthaltenen Regel- 
schaar durch eines der Paare entspricht also eine Curve auf F,,4;, 
welche durch den entsprechenden Punkt zweimal hindurchgeht. Die 
Fliiche F,4, enthalt somit @ Doppelpunkte. Die Zahl i der eigentlichen 
Tangenten durch einen Punkt des vierdimensionalen Raumes ist folglich: 


i= 2 — 29 = 2h — 2o¢. 
Da aber h— ™"*—) 4 KE) 1 © ist (8. 108), so folgt: 
i= n(n — 1) + k(k—1). 


Fiir die Projection f,,, der Fliche F,,, in den gewdéhnlichen 
Raum geben die Tangenten durch das Projectionscentrum Cuspidal- 
punkte; im Falle ihrer Realitaét bilden sie offenbar die Uebergangs- 
stellen von isolirten zu nicht isolirten Ziigen der Doppelcurve auf /,+:. 





Beispiel. 


Die Bedeutung der Zahl ¢ fiir das Strahlensystem soll durch die 
Bestimmung derselben bei einem einfachen Beispiel, dem Strahlen- 
system ©,,2 von der Ordnung » und der Classe 2 mit eigentlicher 
Brennfliiche dargethan werden. Gy,,2 ist von der Art n—2*) und hat 


eine Brennfliiche von der 4'" Classe; weiter besitzt es o=SS=8 


2 
Doppelstrahlen. Das Bild F2,, von Ga,2 hat also @ + sa e—s) 
Doppelpunkte. 


Wir zahlen die Tangenten ab, welche durch einen Punkt P auf ® 
an F3,, gehen. Jeder derselben entspricht ein Strahlenbiischel 1'* Ord- 
nung mit zwei zusammenfallenden Strahlen von ©,,2, also eine Brenn- 
ebene und der ihr zugeordnete Brennpunkt. Dem Punkte P ent- 
sprechen im Geradenraum die Geraden in einer Ebene © durch den 
Grundstrahl S und durch einen Punkt $ auf ihm. Wir fragen jetzt, 


*) Dissertation p. 14. 
Mathematische Annalen. XXXVII. 8 
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wie viele Brennebenen gehen durch $$, die ihre zugeordneten Brenn- 
punkte in © haben? — Die Ebenen durch $$, deren ©,,2 angehdérige 
Strahlen sich auf © schneiden, bilden einen Biischel g + 1‘ Ordnung; 
denn durch jede Gerade in © gehen ausser © noch g solcher Ebenen. 
Da nun in jeder Ebene nur 2 Strahlen von ©,,2 liegen, so giebt die 
Auzahl der Brennebenen, welche diesem Biischel angehéren, die ge- 
suchte Zahl. Dieselbe ist also: 


4(9 + 1) = 4(n — 1). 
Unsere Formel giebt: 


i = n(n — 1) + 2(2 — 1) — (n — 2) (n — 3) — 4(n — 1). 


§ 7. 
Strahlentripel. 


Eine Fliche des vierdimensionalen Raumes erscheint von einem 
Punkte desselben aus im Allgemeinen mit einer Anzahl ,,scheinbarer“ 
dreifacher Punkte. Dies zeigt eine Abzihlung der Mannigfaltigkeit 
ihrer dreifachen Secanten. In jedem linearen Raume befindet sich 
eine eindimensionale Mannigfaltigkeit derselben. Da weiter simmtliche 
dreifachen Secanten in der Gesammtheit der linearen Riiume durch 
eine Gerade enthalten sind, so ist ihre Mannigfaltigkeit von der dritten 
Dimension. Im Allgemeinen werden diese Secanten kein dreidimen- 
sionales Punktgebilde ausmachen, wie man am Falle des vollstindigen 
Schnittes zweier Riume sehen kann; es geht daher durch jeden Punkt 
eine bestimmte Anzahl von ihnen. 

Wir fiigen diese Zahl noch den oben zur Classification der Flichen 
im vierdimensionalen Raume gewiihlten Zahlen bei, da dieselbe noch, 
wie es einfache Beispiele lehren sollen, willkiirlich ist. 

Zuerst nebmen wir eine Fliche 4‘ Ordnung, welche aus einer 
Ebene und einer Fliche 3'" Grades in einem linearen Raume bestehe. 
Der Sehnenkegel von einem Punkte aus ist hier vom dritten Grade; 
dreifache Secante kann keine vorhanden sein. 

Nehmen wir sodann die Fliche 4'** Ordnung, welche dem Strahlen- 
systeme 3'*" Grades und J'* Classe entspricht, so ist hier der Sehnen- 
kegel durch einen Punkt ebenfalls vom dritten Grade, enthilt aber, 
indem er aus drei in einer Geraden sich schneidenden Strahlenbiischeln 
besteht, eine dreifache Secante. — Hatten wir im ersten Falle die 
Zahlen 4, 3 und 0, so sind die entsprechenden im zweiten Falle: 
4, 3 und 1. 

Ein Beispiel einer nicht zerfallenden Fliche haben wir fiir den 
ersten Fall in der Flache 4' Ordnung, welche aus der projectiven 
Beziehung einer Raumcurve 3 Ordnung und einer ausserhalb ihres 
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Raumes gelegenen Geraden durch die Verbindung entsprechender Punkte 
hervorgeht. Ihre Projection ergiebt eine Fliche 4'" Grades mit einer 
Raumeurve 3'* Ordnung als Doppeleurve. Die Gesammtheit der drei- 
fachen Secanten bildet hier ein dreidimensionales Punktgebilde 2‘ 
Grades. In der Folge wird sich zeigen, dass die Zahlen, welche wir 
zur Classification der Flachen im vierdimensionalen Raume gewahlt 
haben, auch wirklich zur Kennzeichnung der Eigenschaften einer 
allgemeinen algebraischen Fliche ausreichen. 

Das Vorkomnis einer dreifachen Secante giebt bei der Ueber- 
setzung in den Geradenraum, wenn die Secante die Fliche ® schneidet, 
ein einfaches Verhalten. Es entspricht ihr dann ein Strahlenbiischel, 
dem drei Strahlen des abgebildeten Strahlensystems angehéren. Eine 
solche Zusammenstellung von drei Strahlen in einer Ebene durch einen 
Punkt wollen wir ein ,,Strahlentripel**) nennen; die Ebene heisse eine 
»»L ripelebene‘‘, der Punkt ein ,, 7 ripelpunkt. 

Die Anzahl der dreifachen Secanten, welche durch einen Punkt der 
Fliche © an die betrachtete Fliiche gehen, die beiden Geraden auf 
® abgerechnet, giebt dann die Anzahl der Strahlentripel, deren Tripel- 
punkte in derselben Ebene liegen und deren Tripelebenen zugleich durch 
denselben im jener gelegenen Punkt gehen (dem Punkte auf  ent- 
sprechen ja die Geraden eines S enthaltenden Strahlenbiischels). 

Diese Zahl, fiir welche wir im Folgenden die Bezeichnung t an- 
wenden, giebt mit den Zahlen, welche Grad n, Classe k und Art @ 


angeigen, eine vollstindige Classification der algebraischen Strahlen- 
systeme**), 


Bestimmung der Zahl ¢ fiir den vollstindigen Schnitt 
zweier Complexe. 


Den zwei Complexen vom Grade mw und v entsprechen die Riume 
R*“ und R*’, welche durch ® w- und v-fach hindurchgehen. Die 
Zahl ¢ giebt die Anzahl der 3-fachen Secanten, welche dem Sehnen- 
kegel K, der von einem Punkte P auf ® an die der Schnittcongruenz 
entsprechende Fliiche F geht, angehéren — die beiden wv-fachen 
Secanten 6,° und 6,°, welche auf der Flaiche ® liegen, sind hierbei ab- 
gerechnet. Zur Bestimmung dieser Anzahl betrachten wir den Schnitt 


*) Dissertation. p, 12. 
**) Als Maximalwerth fiir 3¢ bei gegebenen nm, k und g findet sich: 


(n(m — 1) +e — 2) e— 1) 


oder: ( m 
= 
(K(&—1)+e- 2) ~3—- 


g* 
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des Sehnenkegels mit dem Raume R*“. Derselbe besteht I) aus der 
Schnitteurve C, welche K mit der Fliche F gemein hat, II) aus den 


als Schnittlinien je pelee— 3) -w-fach zu zahlenden Geraden o,° und 6,.° 


und II) aus einer Curve C’. Bezeichnet h die Ordnung des Sehnenkegels, 
dann ist C von der Ordnung 2h und C’ von der Ordnung: 
h(2u — 2) — wv(uv — 1) pe. 

Ein Schnittpunkt von C mit C’, der nicht auf 6,° oder o,° liegt, 
giebt mit P durch eine Gerade verbunden entweder eine Tangente an 
R* oder eine dreifache Secante (im Allgemeinen). Die Gesammtzahl 
A, der nicht auf 6,° oder 6,° gelegenen Schnittpunkte von C mit C’, 
vermindert um die Anzahl A, derjenigen unter ihnen, in welchen die 
zugehdrigen Mantellinien von K den Raum R*“ beriihren, giebt also 
das dreifache der Zahl ¢. 

Die Anzahl A, bestimmen wir als die Anzahl der Schnitte von C’ 
mit dem Raume R*’, die auf ® oder, was gleichbedeutend ist, im 
singuliren Raume P liegenden v-fach abgerechnet. Auf diese Weise 
ergiebt sich: 

A, = (h(2u — 2) — wv(uv — 1) uw)». 
Die Anzahl A, erhilt man als die Anzahl der ausserhalb ® gelegenen 
Schnitte von C mit der ersten Polare des Punktes P in Bezug auf 
R*, weniger der Zahl i = 2h — 29 der Tangenten von P an R**, 
welche zugleich C beriihren. 

Da die erste Polare durch die Flaiche ®(u — 1)-mal und durch 
die Geraden 6,° und 6,° im besondern u-mal hindurchgeht (letzteres er- 
kennt man, indem man R2 mit einem linearen Raum durch 6,° schneidet) 
und da C durch einen Schnitt von 6 mit F' offenbar (uv — 1)-fach 
hindurchgeht, so wird: 

A, = 2h(2u — 1) — [2h(u — 1) + 2uv(uv — 1)] — [2h — 2Q) 
oder, wenn man uwv(uv — 1)—h—o@ setut: 
A, = 2hu — 4(h — @). 
Fiir die Zahl 3¢ findet man so den Ausdruck: 
Bt — A, — A, = h(w — 2) (v — 2) + e(uv — 4). 

Setzt man fiir g und h ihre Werthe in w und v in diese Glei- 

chung ein: 
e@=—ur(u—1)(v—1), (©. 109) 
h=pv(uv — 1) + 0—er[2uv— (w+ »)], 
dann erhilt man: 


3t = wv[3u?v? — 6ur(u+v) + 2v? + 2y? + qua — 4). 
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§ 8. 
Tripelflachen. 


Der Flache, die den Ort der Tripelpunkte (S. 115) des Strahlen- 
systems ©,,, bildet, ist in der Abbildung das System der Ebenen «, 
zugeordnet, welche dreifache Sehnen der Fliche F’, des Bildes von 
Gn,x enthalten; das analoge System der Ebenen ¢, entspricht der 
Flache, welche von den Tripelebenen umhiillt wird. Die Tripelpunkt- 
fliche besitzt im Allgemeinen eine vierfache Curve mit einer Anzahl 
von Doppelpunkten und fiinffachen Punkten und dazu zwei getrennte 
Doppeleurven, gebildet von den Punkten mit einem Paar von Strahlen- 
tripeln, das aus 6 bezw. 5 Strahlen besteht. In der Abbildung sind 
den Punkten der vierfachen Curve bezw. der Doppelcurven Ebenen «, 
mit vierfachen Sehnen bezw. zwei dreifachen (die einen oder keinen 
Punkt mit F gemein haben) zugeordnet. Die Zahlen, welche je die 
Ordnung dieser Curven und die Anzahl ihrer vielfachen Punkte an- 
geben, sind bestimmte Functionen der Classificationszahlen. 

Die Eigenschaften der Tripelfliichen studiren wir mittelst der 
Untersuchung des. Systems der dreifachen Sehnen der Fliche F. 


Durch jeden Punkt des Raumes M gehen im Allgemeinen ¢-+- (3)-+(3) 


derselben und in jedem Raume bilden dieselben eine Regelfliiche vom 
Grade: 


h(n +k —2)—— (n+kh)(n+hk—1)(n+h — 2) =H, 


wo 
h _ no 1) + c— 1) + 9°). 


Durch einen Punkt von F' geht ein Kegel von dreifachen Sehnen, 
von denen diejenigen,. welche ® treffen , jedoch nicht in einem Punkte 
von F’, eine einfache Bedeutung fiir den Geradenraum besitzen. Ihre 
Anzahl giebt namlich an, wie oft ein Strahl von ©,,; einem Strahlen- 
tripel zugehért. Nehmen wir, um diese Zahl t zu bestimmen, speciell 
einen Strahl von G,,;, welcher den Grundstrahl S der Abbildung 





*) Dieser Ausdruck fiir den Grad der Regelfliche der dreifachen Sehnen 
einer Curve von der Ordnung n+ und mit h scheinbaren Doppelpunkten, 
welcher bei Salmon, analytische Geom, des R, II, 3A. Art. 236, vom Falle des 
vollstiindigen Schnittes aus hergeleitet wird, lisst sich mittelst des Correspondenz- 
principes von der Regelfliiche der Sehnen aus, welche eine Gerade schneiden, 
ableiten, indem man je den Schnitt einer Sehne und der Geraden mit den tibrigen 
Punkten verbindet, in denen die Ebene durch Sehne und Gerade die Curve 
schneidet. Die ganze Figur wird dann zuletzt von einem Punkte aus in die 
Ebene projicirt. Vergleiche hierzu noch Picquet: ,,Sur les courbes gauches 
algébriques“‘, Comptes rendus LXXVII. 474—478. 
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schneidet, so haben wir im Raume MW die Anzahl der dreifachen Sehnen 
zu ermitteln, die durch einen Punkt P des Schnittes von © und F 
innerhalb desjenigen Tangentialraumes R gehen, welcher dem Complexe 
mit dem zu P gehérigen Strahle als singuliéren Strahle entspricht. 
Um eine Gleichung fiir die Zahl t aufzustellen, bestimmt man fir 
die Schnittcurve des Tangentialraumes die Beriihrungsebenen, welche 
durch eine Gerade PP’ in ihm gehen und sie nicht in P beriihren, 
indem man dieselben nacheinander als Tangentialebenen des Kegels 
ansieht, welcher die Curve von P’ aus, und desjenigen, welcher 
sie von P aus projicirt. Mit Beriicksichtigung, dass P ein Doppel- 
punkt dieser Curve ist (in jeder Ebene «, des Tangentialraumes liegen 
z. B. nur noch » — 1 Punkte ausserhalb 6,) und dass durch ihn eine 
Gerade 6, und eine 6, gehen, welche die Curve noch in » — 1 bezw. 
k — 1 Punkten trifft, erhalt man die Gleichung: 


(n+) (wk —1)—2(9 + **HY 4 KET DY) _ 9 = 
4+ (n+k—2) (n4+k—3) —2t — (n—1)(n—2) — (K—1) (kK—2) 
und hieraus: 
t=—o-—n—k-+ 4.*) 

Will man den Grad der Flache der Tripelpunkte bestimmen, so 
hat man die Anzahl der dreifachen Sehnen zu ermitteln, welche inner- 
halb eines linearen Tangentialraumes an ® die in ihm liegende Gerade 
der Schaar 6, schneiden. Da diese Gerade selbst offenbar in der 
Regelfliiche der dreifachen Secanten der Schnittcurve jenes Raumes 





als 1 ioe 2) C= 2) -fache Erzeugende zihlt, so kann sie nur noch 
von H— >") g-* Erzeugenden geschnitten werden, wo H 





den Grad der Regelfliiche bedeutet. Hiervon sind fiir unsern Zweck 
diejenigen Sehnen in Abzug zu bringen, welche die Gerade in Punkten 
von F schneiden; ihre Zahl wird fiir jeden dieser Punkte dadurch er- 
halten, dass man die Classe des Kegels, welcher obige Schnittcurve 
von einem beliebigen Punkte ihres Raumes aus projicirt, der um 2 


vermehrten Classe des Projectionskegels von dem betreffenden Punkte 
aus gleichsetzt: 


(n+-k) (n-+-k —1) — 2h = (n+k-—- 1) (n-+k --2) + 2 — 22; 
die gewiinschte Zahl ist hierbei gleich 2 weniger der f-1E=%) 
zihlenden Geraden 6,. Zum Schluss haben wir noch die im Tangential- 


raum enthaltene Gerade 6, als = =: =») -fach zahlend abzu- 


*) Dissert. pag. 13. 
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ziehen, so dass der Grad der Tripelfliche sich nach einfacher Rech- 
nung in der Form darstellt: 


7 — (nw —2)[9 + S=—De=s0), 


Aus dieser Formel, welche, wie bemerkt sei, von ¢ wnabhiingig ist, 
geht durch Vertauschung von » mit k der Ausdruck fiir die Classe 
der von den Tripelebenen umhiillten Fliiche hervor. Die beiden Tripel- 
flichen sind eindeutig so auf einander bezogen, dass in jeder Ebene 
¢ Punkte der ersten Fliche liegen, deren zugeordnete Ebenen durch 
denselben Punkt der Ebene gehen. 





§ 9. 
Lineare Strahlensysteme in besonderer Lage zu S,,,. 


Ks sollen jetzt die besonderen Lagen, die eine Ebene zur Fliche F’,,,; 
im vierdimensionalen Raume haben kann, untersucht werden. Ein 
Fall wurde theilweise schon oben erértert, naimlich der des Ortes der 
Tangenten, welche in einem Punkte der Flaiche die Schnittcurven mit 
linearen Riumen beriihren. Durch jeden Punkt des vierdimensionalen 
Raumes gehen 1 = n(n — 1) + &(k — 1) solcher Tangentialebenen, 
wenn die Fliaiche das Bild des allgemeinen Strahlensystemes n'** Ord- 
nung und k'e* Classe ist. 

Analog fragen wir nach dem Ort der Ebenen, welche in einem 
Punkte P der Fliche ihre Schnitte mit linearen Raumen osculiren. 
In jedem Raume durch P liegt eine Schmiegungsebene, durch jeden 
Punkt des Raumes gehen zwei; dieselben entsprechen, wenn wir die 
Fliche von diesem Punkte aus in den gewodhnlichen Raum projiciren, 
den beiden Haupttangenten der Projectionsfliiche in der Projection 
von P. 

Zur weiteren Untersuchung der Verhiiltnisse im Punkte P pro- 
jiciren wir die Flache von P aus selbst. Der Tangentialebene in P 
entspricht dann eine gerade Linie g, in welche ihr Beriihrungspunkt 
verzerrt erscheint. Die Schmiegungsebenen liefern die Tangenten an 
die Projectionsfliche f in den Punkten von g. Durch jeden Punkt 
von g gehen deren einfach unendlich viele, die in einer Ebene durch 
g liegen. In jeder Ebene durch g liegen 2 solcher Biischel. Die 
Berthrungspunkte dieser Ebenen sind so zu einer Involution 2'*" Grades 
auf g angeordnet. Bei zwei Ebenen durch g fallen die Bertihrungs- 
punkte zusammen; sie bilden die Projectionen zweier Raume, in denen 
durch jeden Punkt nur eine Schmiegungsebene geht — wir wollen sie 
parabolische Riume nennen. Die Tangenten der Fliche f, welche in 
den Beritihrungspunkten der Ebenen durch g die Schnittcurve derselben 
beriihren, sind die Projectionen von Ebenen, welche in P mit der 
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betrachteten Fliche 4 zusammenfallende Punkte gemein haben. Es 
giebt somit in jedem Raume durch eine Tangentialebene zwei Ebenen, 
welche fiir die Schnittcurven der durch sie gehenden linearen Riume 
Wendeberiihrebenen in P bilden. In den parabolischen Raumen fallen 
diese Ebenen mit der Tangentialebene zusammen. Die Tangentialebene 
enthilt in einem durch sie gehenden linearen Raum die beiden Tangenten 
im Doppelpunkte P der Schnittcurve; die beiden Ebenen der hier be- 
sprochenen Art, welche noch in dem Raume liegen, sind die beiden 
Schmiegungsebenen im Doppelpunkte der Curve. Die Tangentialebene 
schneidet die Fliche noch in n+ k—4 discreten Punkten, deren 
Projectionen die auf g liegenden Doppelpunkte der Flache / sind. 

Ist eine Tangente von f in einem Beriihrungspunkte einer Ebene 
durch g Wendetangente der Schnitteurve, so bildet sie die Projection 
einer Ebene, welche die projicirte Fliche in P fiinffach schneidet. Es 
soll die Anzahl dieser Tangenten bestimmt werden. Die Tangenten 
an die Schnittcurven der Ebenen durch g in den Punkten auf g bilden 
eine Regelfliiche 5'° Grades (in jeder Ebene durch g liegen 2 Er- 
zeugende und in jedem Punkte auf g wird die Regelfliiche von 3 
Tangentialebenen, einer veranderlichen und 2 festen, beriihrt). Die 
Regelfliche schneidet die Fliche f, deren Grad N sei, ausser g in 
einer Curve C von der Ordnung 5.N — 5; um dies einzuschen, zihle 
man in einer beliebigen Ebene durch eine Erzeugende der Regelfliiche 
die Schnittpunkte der Curven, in welcher die Ebene die beiden Flachen 
schneidet, und beachte dabei, dass die Erzeugende eine Wendetangente 
der Curve von f ist, Wir haben jetzt nach der Anzahl der Punkte 
der Curve C zu fragen, welche auf g liegen, ohne in Doppelpunkte 
von f zu fallen. Kin Doppelpunkt der Fliche f auf g ist als drei- 
facher Punkt der Curve C zu zihlen. Irgend ein ebener Schnitt von 
f durch den Doppelpunkt schickt naimlich einen Zweig durch diesen, 
welcher die Projection eines nicht durch P hindurchgehenden Curven- 
zuges auf der projicirten Fliche bildet. Der Schnitt dieses Zweiges 
giebt, da g dreifache Gerade der Regelfliiche ist, einen dreifachen 
Punkt von C (der andere Zweig verhiilt sich im Doppelpunkte zur 
Regelfliiche, wie jeder andere ebene Schnitt in seinem Punkte auf g). 
Da in einer Ebene durch g nur 2N — 6 Punkte von C nicht auf g 
liegen, so wird die gesuchte Zahl der Punkte auf g: 

(6N — 5) —3(N — 3) —2N+6=— 10. 
In jedem dieser Punkte ist die zugehérige Erzeugende Wendetangente 
fiir den Schnitt von f mit einer Ebene der g. 

Wir haben also in dem Punkte einer Fliche im vierdimensionalen 
Raume 10 Ebenen, welche die Fliche in ihm fiinffach schneiden. 

Die Uebersetzung vorstehender Betrachtungen in den Geradenraum 
giebt fiir das Strahlensystem n't Ordnung und k'* Classe die Sitze: 
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Durch gwei beliebige Gerade gehen an das Strahlensystem 
i = n(n—1) + k(kK—1) 
lineare Tangentialsysteme.“ 


»Durch zwei Gerade gehen im Allgemeinen zwei lineare Systeme, 
welche das Strahlensystem nach dem Strahle s dreifach schneiden. 
Diejenigen Geraden, welche mit einer gegebenen Geraden ein Paar 
bilden, durch das nur ein solches System geht, liegen mit ihr in zwei 
linearen Complexen. Die linearen Systeme durch eine feste Gerade, 
welche das Strahlensystem im Strahle s dreifach schneiden, gruppiren 
sich zu Biischeln, die je eu zweien in einem linearen Complexe durch 
ein Tangentialsystem enthalten sind. Die in s beriihrenden linearen 
Regelschaaren durch eine feste Gerade sind auf diese Weise zu einer 
Involution zweiten Grades angeordnet.“ 


yin einem linearen Complexe durch die zerfallende in s beriihrende 
Regelschaar gehen durch jeden Strahl im Allgemeinen zwei lineare 
Systeme, welche s mit dem betrachteten System vierfach gemein haben.“ 

»Durch eine beliebige Gerade gehen 10 lineare Strahlensysteme, 
welche das System nach s fiinffach schneiden.“ 


§ 10. 
Grad und Classe der Brennfliche. 


Unter den Ebenen mit besonderer Lage zu einer Fliiche F’ im 
vierdimensionalen Raume besitzen die, welche sie in zwei zusammen- 
fallenden Punkten schneiden, die grésste Allgemeinheit. Geht eine 
soleche Ebene durch eine Gerade auf ®, gehért sie also der Schaar ¢, 
oder é, (§2, I, IIT) an, so ist ihr im Geradenraume eine Brennebene bezw. 
ein Brennpunkt des abgebildeten Strahlensystems ©, zugeordnet. Die 
Brennpunkte bilden eine Fliiche, welche von den Brennebenen um- 
hillt wird. Dies erkennt man aus der Abbildung auf den vierdimen- 
sionalen Raum, wie folgt: den Brennpunkten eines Strahles von ©,, 
mit ihren zugeordneten Brennebenen entsprechen zwei ® schneidende 
Tangenten einer Tangentialebene an J’. Durch diese Ebene gehen 
zwei Tangentialriume an ®, welche je zwei ihrer Geraden enthalten. 
Kin solcher Tangentialraum hat offenbar mit dem Biischel der Ebenen 
durch eine in ihm gelegene Gerade von ®, welche F' in zusammen- 
falleunden Punkten schneiden, zwei zusammenfallende Ebenen gemein 
(es zeigt dies unmittelbar eine Projection von einem Punkte auf der 
Axe des Biischels aus). Jeder der beiden Tangentialriume von ® ist 
im Geradenraum eine Gerade zugeordnet, welche, wie man leicht 
erkennt, durch einen Brennpunkt und die nicht zugehérige Brennebene 
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desselben Strahles hindurchgeht; dieselbe hat also mit der Brennfliche 
zwei zusammenfallende Punkte gemein. 

Den Grad der Brennflaiche giebt die Anzahl der Punkte auf einer 
Geraden, durch welche zwei zusammenfallende Strahlen des Systems 
gehen. Trifft die Gerade den Grundstrahl S der Abbildung, so sind 
den Punkten auf ihr die Ebenen der Schaar ¢, zugeordnet, welche in 
einem Tangentialraum an ® enthalten sind. Der Grad der Brennfliiche 
zeigt also an, wie viele Ebenen durch je eine Gerade der Schaar o, 
in einem linearen Raume die Fliche F in zwei zusammenfallenden 
Punkten, die nicht auf ® liegen, schneiden. Ebenso zeigt die Classe 
an, wie viel solcher Ebenen in einem linearen Raume durch eine 
Gerade der Schaar 6, gehen. 

Diese Zahlen bestimmen wir durch Projection der Fliche F von 
einem Punkte auf ® aus in den gewdhnlichen Raum. Ist dann » der 
Grad, k die Classe und og die Art des Strahlensystems, so ist die 
Projection eine Fliche f vom Grade » +k mit einer Doppelcurve von 
der Ordnung: se—) a 4e—» +o. Die Gerade der Schaar o, 
und die der Schaar 6,, welche durch das Projectionscentrum gehen, 
projiciren sich in einen -fachen Punkt N bezw. in einen k-fachen 
K der Fliche f. Die Ebenen durch diese Geraden, welche F in zu- 
sammenfallenden Punkten schneiden, geben Tangenten. Der Grad 
des Tangentenkegels von K aus giebt den Grad der Brennfliche, der 


Grad desjenigen von N aus ihre Classe. Von X aus gehen in einer 
Ebene an f: 


‘ — k(k— ¢ 
(n+k) (w+k—1) --2(*™*= 9 4 SED + 9) = 2k(n—1) — 20 
Tangenten. 


Der Grad der Brennfliche ist also: 2k(n—1) — 29. 
Ihre Classe ist: 2n(k—1) — 29.*) 


Fiir den Fall des vollstaindigen Schnittes zweier Complexe 
hat man n=Kk—=—uv, 9 = wv(u—1) (v—1) und erhilt also fiir 
Grad und Classe der Brennfliche: 


2uv(u-+v—2)™). 


*) Die hieraus sich ergebende Beziehung zwischen Grad und Classe der 
Brennfliche riihrt von Klein her (vergl. Lie in Nr. 4 der ,,Géttinger Nach- 
richten“ von 1870), 

**) Voss: ,,Ueber Complexe und Congruenzen, Math, Ann, Bd. IX, p, 88. 


Bemerkung: Besitzt ein Strahlensystem eine Brenncurve, so enthilt es 
eine Regelschaar von Strahlen, fiir die jeder Punkt ein Brennpunkt ist. Diese 
Fliche bildet einen Theil der Brennfliche. 
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§ 11. 
Riickkehrcurve der Brennfliche; Biischel ihrer stationiren Ebenen. 


Die Punkte bezw, Ebenen, fiir welche die Strahlen des Strahlen- 
systems zusammenfallen, bilden eine Curve bezw. einen Biischel. 
Solchen Punkten entsprechen in der Abbildung Ebenen «,, welche 
drei zusammenfallende Punkte mit F’ gemein haben, Die Ordnung der 
Curve bestimmen wir mittelst der Anzahl ihrer Punkte speciell in 
einer Ebene durch S. Dieser Ebene entspricht in M eine Gerade 
von 6,. Wie viele Ebenen «, gehen also durch je eine Gerade von 6,, 
welche von F' drei zusammenfallende Punkte enthalten? Diejenigen 
dieser Ebenen ¢,, welche bei der Projection von F in den dreidimen- 
sionalen Raum durch das auf  gelegene Projectionscentrum gehen, 
projiciren sich in Riickkehrkanten des Tangentialkegels, welcher an 
die Projection f der Flaiche F' von ihrem k-fachen Punkte aus geht. 
Da der Tangentialkegel eindeutig auf einen ebenen Schnitt der Brenn- 
fliche bezogen ist, so folgt, dass die Punkte der dreifach zusammen- 
fallenden Strahlen Riickkebrpunkte der Brennfliiche sind, und analog, 
dass die Ebenen mit drei zusammenfallenden Strahlen stationire Ebenen 
derselben bilden. 

Es soll jetzt die Anzahl jener Riickkehrkanten bestimmt werden. 
Zu diesem Zwecke ermitteln wir zuniichst die Anzahl der Riickkehr- 
kanten des Tangentialkegels von einem beliebigen Punkte aus. Die 
Berihrungspunkte dieser Riickkehrkanten sind Schnitte der zweiten 
Polare f” der Kegelspitze in Bezug auf die Fliche f mit der Beritihrungs- 
curve des Kegels. Die tibrigen dieser Schnittpunkte gehéren zugleich 
der Doppeleurve von f an. Die Zahl der letzteren findet man als die 
Anzahl der Schnittpunkte der zweiten Polaren f” mit der Doppelcurve, 
welche nicht in einen vielfachen Punkt der letzteren fallen (ein -facher 


Punkt der Fiche f ist ein #@—)  facher Punkt der Doppelcurve 


und ein (u — 2)-facher der Polare f”; wenn w > 2, liegt ein solcher 
Punkt im Allgemeinen nicht auf der Beriihrungscurve). 
Die Doppelcurve besitze ¢ dreifache Punkte; in K findet sich ein 


AC -facher , in N ein aes). facher. Die Zahl der auf der 
Doppelcurve in Betracht kommenden Punkte betriigt also: 
(n—1 k(k— ¢ k(k — 1) (k-- 
(22 4 SER” + 0) (np k—2)— AEA E* 


_ m(n— 1) (m—2) = (n+k—2) (nk-+20)—3¢t 
2 a 








Der Grad der Beriihrungscurve des Tangentialkegels von P aus ist 
offenbar gleich dem Grad der Brennfliiche vermehrt um 2k, also: 


2nk — 2. 
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Die Anzahl der Riickkehrkanten ergiebt sich somit als: 
(2nk—2¢) (n+k—2) — “FE (nk 420) 4+ 3t— 
(n-+-k —2) eS — 3@) + 3t. 


Der Bertthrungskegel aus K besitzt dieselbe Classe, wie der allgemeine; 
indess sind zu ihm als k-fachem Punkte, wie man leicht erkennt, k 
Doppeltangentialebenen hinzugetreten, von denen jede die Anzahl der 
Riickkehrkanten um 6 herabsetzt. Die Anzahl der Riickkehrkanten 


dieses Kegels und damit die Ordnung der Riickkehreurve der Brenn- 
fliche ist also: 





(n+ —2) (2"* — 39) + 3¢— 6k. 
Analog betriigt die Ordnung des Biischels der stationiren Ebenen: 
(n+ k—2) (2"* — 39) + 3t—6n. 








Fiir den Fall des vollstaindigen Schnittes zweier Complexe 
ergiebt sich: 


wr(—3yu?r? + 6uv (u+v) — 6(u+v) — 3ur) + 3¢. 
Der friiher berechnete Werth von 3¢ war: 


3t = wv (du? — 6uv(ut+y) + 2u? + 2v? + 9uv—4) , 
Hieraus folgt fiir die Ordnung der Riickkehrcurve: 


2uv ((u+v—1) (u+v—2) + wv — 4).*) 


§ 12. 
Rang der Brennfliche. 


Der Grad des Tangentialkegels, der von einem Punkte aus an die 
Brennfliche geht, ist mit der Classe der Projection f von F' identisch. 
Denn eine Ebene durch den Punkt K oder N ist die Projection eines 
Tangentialraumes von ®, welchem im Geradenraum eine Gerade zu- 
geordnet ist. Einer Tangentialebene durch K oder N entspricht so 
im Geradenraum eine Tangente der Brennfliiche. Den Tangenten der 
letzteren, welche durch einen Punkt gehen und in einer Ebene liegen, 
sind aber Tangentialriume durch eine Gerade zugeordnet. Hieraus 
folgt die Behauptung. 

Die Anzahl der Tangentialebenen durch eine Gerade g an f erhilt 
man, indem man die Anzahl der Schnittpunkte der ersten Polare eines 


*) Voss, a, a. O. pag. 138. 
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Punktes P auf g mit der Beriihrungscurve a@ des Tangentenkegels, 
welcher von einem zweiten Punkte P’ der Geraden g aus an f geht, 
um die Anzahl der Schnittpunkte dieser Curve mit der Doppeleurve 
vermindert. Der eine Theil der letzteren Punkte liegt auf der zweiten 
Polaren von P’; ihre Anzahl wurde im vorigen Abschnitt gleich 


er (nk +20) — 3¢ gefunden. Der andere Theil besteht aus 


den Cuspidalpunkten der Doppelcurve (dieselben sind Schnitte des 
Raumes von f mit den vom Projectionscentrum ausgehenden Tangenten 
an J’); ihre Zahl ist im Allgemeinen i = n(n—1)-+ k(k—1). Die- 
selben sind doppelt zu zihlen, da sich in ihnen die Fliiche f und ihre 
ersten Polaren gegenseitig beriihren. 

Fiir den Rang der Brennfliiche ergiebt sich so, da die Curve a von 
der Ordnung 2nk — 2¢@ ist: 


(2nk—29) (w+ k—1)— STE DEP P0) 4 34 9 (n(n —1)-+h(k—1)) 
oder : 
2[3nk—(n-+k-+ 9)](n-k—1)— SHE—DOE FS) + 34, 








Besitzt die Flache F’ ausser den im Allgemeinen vorhandenen @ 
Doppelpunkten noch eine weitere Anzahl d, so ist, da die Zahl ¢ um 
2d kleiner wird, zu der Formel 4d hinzuzufiigen. 


Fiir den Fall des vollstindigen Schnittes zweier Complexe 
ergiebt sich hieraus ; 


Quy (w+ v—1)? — wv + 1).*) 


Ordnung der Doppeleurve der Brennfliche. 


Durch Anwendung der Pliicker’schen Formeln auf einen ebenen 
Schnitt der Brennfliche findet man aus dem Grade N der Brennfliche, 
aus ihrem Range S und aus der Ordnung R ihrer Riickkehrcurve die 
Ordnung D ihrer Doppelcurve: 

2D = N(N—1)—S—53BR. 
Die Vertauschung von » mit k giebt die Ordnung des Biischels der 
Doppeltangentialebenen an die Brennfliche. 

Gleicherweise ergeben die Pliicker’schen Formeln die Classe x’ der 
Haupttangentencongruenz der Brennfliche: 

x =R+3(S—N) 
und die Classe 0’ der Doppeltangentencongruenz: 


*) Vergl. Voss, a. a. O, pag. 92. 
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20’ = (S—N) (N+S—9) + 2D. 
Die Ordnungen x und é dieser Congruenzen gehen aus diesen Formeln 
durch Vertauschung von » mit k hervor. 


§ 13. 
Regelschaar, welche die Riickkehrcurve trigt. 


Zur Bestimmung des Grades der Fliche, welche von den Strahlen 
des Systemes gebildet wird, die fiir einen Punkt dreifach zu zihlen 
sind, schneiden wir dieselbe durch eine Gerade g, welche mit dem 
Grundstrahl S der Abbildung in einer Ebene liegt. Den Geraden, 
welche g schneiden, entsprechen in der Abbildung die Punkte eines 
Raumes. Die Aufgabe verlangt dann zuniichst die Anzahl] der Ebenen 
der Schaar «, zu ermitteln, welche die Fliche F' in Punkten ibres 
Schnittes C mit dem Raume dreifach schneiden. Wir fragen zu diesem 
Zwecke nach der Anzahl & der Osculationsebenen von F in Punkten 
von C, welche durch einen beliebigen Punkt P in R gehen und zu- 
gleich eine beliebige Gerade schneiden. Im singuliren Raume P bilden 
dann die Spuren der Osculationsebenen in Punkten von C einen Complex 
vom Grade &, welcher 2% Strahlen mit der Schaar 6, gemein hat. 
Zieht man noch die 2(n-+-k) mehrfach zu zihlenden Ebenen «,, welche 
in den Schnittpunkten von C mit P osculiren, von der Zahl 2% ab, 
so ergiebt sich die gesuchte Zahl in der Gestalt: 2% — u(n+h). 

Bestimmung von &%: F projicire sich von P aus in den gewodhn- 
lichen Raum nach f, und die Curve nach der ebenen Curve c. Die 
Osculationsebenen durch P geben das System der Haupttangenten 
von f. Die Zahl & stellt den Grad der Regelfliche derjenigen Haupt- 
tangenten dar, welche zu den Punkten von ¢ gehdren. Da c Doppel- 
curve dieser Regelfliiche ist und da in der Ebene von c im Allgemeinen: 
3(n-+k) (n+k—2) — g(“e—4 + *e=") a @) Erzeugende von ihr 
liegen, so findet sich die Zahl & gleich: 

A = 6nk — (n+k) — 6@. 

Bestimmung von uw: Die Regelfliche von Haupttangenten in den 
unkten von ¢ beriihrt in diesen Punkten die Fliiche f so, dass die 
beiden durch einen von ihnen laufenden Zweige der Curve, nach 
welcher irgend eine Ebene erstere Fliche schneidet, in ihm sich und 
die Flache f osculiren (zwei zu ihm benachbarte Punkte auf der Curve 
und auf f haben eine Entfernung von unendlich kleiner Grosse dritter 
Ordnung). Nimmt man den Punkt P innerhalb P, so folgt hieraus: 
Die Schnittcurve C, von P mit F wird in ihren auf C gelegenen 
Punkten von beiden Minteln jedes Kegels des Complexes, welchen die 
Spuren der betrachteten Osculationsebenen bilden, osculirt. Wir 
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schliessen daraus, dass jede Regelfliche durch C, ihre Erzeugende 
durch die Punkte auf C mit dem Complex 6-fach zu zihlend gemein 
hat (der Complex hat naimlich mit dem Complex der Geraden, welche 
C, schneiden die 6-fach zu zihlenden Strahlenbiindel durch jene Punkte 
auf C gemein). Die Zahl w ist somit gleich 6. 

Als Grad der Regelfliche, welche die Riickkehrcurve trigt, erhalten 
wir sonach: 


4 (3nk — 2(n+k) — 39). 


Diese Zahl wird im Falle des vollstindigen Schnittes 
zweier Complexe pw" und v'" Grades: 


4uv (3(u+7) — 7).*) 
§ 14. 
Regelschaar, welche die Doppelcurve tragt. 


Wir verfahren, um den Grad der Flache zu bestimmen, welche 
von den Strahlen, die einen Brennpunkt auf die Doppelcurve der 
Brennfliiche legen, erzeugt wird, ganz wie bei der analogen Aufgabe 
der Riickkehreurve. Es ist hier zuniaichst die Anzahl der Ebenen der 
Schaar ¢, aufzusuchen, welche die Fliche F' in zwei Punkten beriihren, 
von denen je einer auf der Schnittcurve C eines gegebenen linearen 
Raumes liegt. Wir ermitteln zu diesem Zwecke die Anzahl & der F 
doppelt beriihrenden Ebenen mit dem Beriihrungspunkte auf C, welche 
durch einen beliebigen Punkt P gehen und eine gegebene Gerade 
schneiden. Der Complex vom Grade %, welchen dann die doppelt 
beriihrenden Ebenen mit einem Beriihrungspunkte auf C im Raume P 
bestimmen, enthalt 2% Strahlen der Schaar 6,; 2% ist die Anzahl 
der gesuchten Ebenen ¢,. Von diesen Ebenen ziehen wir zu unserm 
Zwecke diejenigen mehrfach ab — die betreffende Zahl sei 8 —, 
welche F in einem Schnitte von C mit P beriihren, und ebenso die- 
jenigen — ihre Zahl sei © —, welche dies in Punkten von P ausser- 


halb C thun. Als Grad der betrachteten Regelfliche des Strahlen- 
systems ergiebt sich dann: 


2u — B— G. 

Bestimmung von 2%: Wird F' von P aus nach f und C nach ¢ 
projicirt, so giebt 2{ den Grad der Regelfliiche der Doppeltangenten 
von f, welche in Punkten von c beriihren. Derselbe ist gleich der 
(m + k)-fachen Anzahl der Erzeugenden durch einen Punkt von ¢, ver- 
mehrt um die doppelte Zahl der Doppeltangenten in der Ebene von c 


(jede derselben gehért zwei Punkten von ¢ zu); bedeutet also A die 
Zahl der ersteren Erzeugenden, so wird: 


*) Voss, a. a. O, pag. 130. 
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A — (n+k)a + (2nk—n—k—2Q) (n+k+2nk—20—9) 
+ 20+ k(k—1) + n(m—1). 

Da die vorige Regelfliche f lings ¢ beriihrt, so sind die Ebenen, 
mit deren Abzahlung $ zu thun hat, wie leicht zu ersehen, doppelt 
zu zihlen, so dass man den Werth 2(n-+4)A erhiilt. 

Bestimmung von ©: Die betrachteten Ebenen «,, welche je in 
einem Punkte von P ausserhalb C die Flache F beriihren, bilden zwei 
Arten: die einen gehen durch Gerade o,, welche F' beriihren, die 
andern durch gewoéhnliche 6,. Lassen wir nun dem linearen Raume 
der Curve C im Geradenraum einen Complex mit dem singuliren 
Strahle g entsprechen, so ist einer Ebene der ersten Art im Geraden- 
raum ein Punkt zugeordnet, der in einer Brennebene durch den Grund- 
strahl S liegt und Brennpunkt eines die Gerade g schneidenden Strahles 
ist. Um die Anzahl jener Ebenen zu bestimmen, haben wir also die 
Schnittpunkte der Brennebenen durch g mit der Curve der Brennpunkte 
auf den g schneidenden Strahlen zu zaihlen. Die Ordnung dieser Curve 
ist aber 2kn — 20, da auf g selbst sich 2k(m—1) — 20 Punkte der- 
selben befinden und auf jeder Ebene durch g noch 2k liegen. Die 
gesuchte Zahl ist daher (2km—2@) (2n(k—1) — 2). 

Einer Ebene der andern Art ist ein Punkt zugeordnet, welcher fiir 
einen die Gerade g schneidenden Strahl Brennpunkt ist und auf einem 
S schneidenden Strahle des Systemes liegt. Wir haben also, um die 
Zahl dieser Ebenen zu ermitteln, die Schnittpunkte obiger Brennpunkts- 
curve mit der Regelflache der S treffenden Strahlen des Systemes zu 
bestimmen, wovon dann die Brennpunkte auf den & Strahlen in der 
Ebene durch S und g und diejenigen der » Strahlen durch den Schnitt 
von g mit S abzuziehen sind und zwar doppelt, da die zu ihnen ge- 
hérigen Brennebenen Curve und Regelflache in ihnen beriihren. Die 
Anzahl der Ebenen der zweiten Art ist daher: 


2(n-+-k) (kn—o—2), 
© — 2(kn—@) (2nk—n-+k—20) — 4(n+h) 


so dass: 


wird. 


Nach einigen Umformungen ergiebt sich jetzt fiir den Grad der 
Fliche, welche die Doppeleurve trigt: 


2 [nk(2nk-+n—k— 20) + 10(n+k)+ 0 (20—4nk+k—n+20)]. 
§ 15. 
Beispiel. 


Es sollen jetzt die Formeln fiir den Grad dieser die singuliren 
Curven der Brennfliiche tragenden Regelflichen an dem einfachen 
Beispiel des Strahlensystems 2‘ Ordnung und 2" Classe in ihren 











Oo 


n 











Classification der algebraischen Strahlensysteme. 129 


Bestandtheilen gepriift werden. Das Strahlensystem, in einem linearen 
Complexe enthalten, bildet sich ab auf eine Fliche F 4 Ordnung 
mit einem Doppelkegelschnitt K und 16 Geraden, welche den 16 
Strahlenbiischeln entsprechen. 

I. Im Falle der Riickkehreurve wird der Grad der sie tragenden 
Regelfliiche durch die Anzahl der Schnittpunkte des Kegelschnittes K 
mit der Regelfliche der Haupttangenten an F' in den Punkten eines 
ebenen Schnittes C gegeben. Da nun im Strahlensysteme keine Riick- 
kehreurve vorhanden ist, so miissen diese Punkte theils auf die 16 
Geraden, welche auch der Fliche der Haupttangenten angehéren, theils 
auf C zu liegen kommen. Der Grad letzterer Fliche ist aber 20, so dass 
40 — 16— 24 der betrachteten Punkte in die Schnitte von C mit K fallen. 
Da diese Schnitte einen Werth von 4—=n-+& einfachen Punkten 
darstellen, so wiire der einfache Punkt, wie es auch im allgemeinen 
Falle geschehen ist, 6-fach zu zihlen. 

II. Im Falle der Doppelcurve ist die Anzahl der Schnittpunkte 
der Regelfliiche der Doppeltangenten an F’, welche in Punkten von C 
beriihren, mit dem Doppelkegelschnitte zu betrachten. Offenbar miissen 
hier die Schnittpunkte alle in die Schnitte von C mit K und in die 
4 Riickkehrpunkte auf K fallen — letztere Punkte entsprechen den 
Brennebenen durch den Grundstrahl der Abbildung und sind also der 
ersten im allgemeinen Falle bei der Zahl © gebildeten Kategorie analog ; 
in einen Riickkehrpunkt fallen 8 der Schnittpunkte, da von ihm aus 
so viele Tangenten an F’ gehen, welche in Punkten von C beriihren. 
Da nun die Regelfliiche vom Grade 24 ist (durch einen Punkt von C 
gehen je zwei Erzeugende und C besitzt 16 Doppeltangenten), so fallen 
in die fiir 4 Punkte zihlenden Schnitte von C mit K zusammen 
48 — 32 — 16 der betrachteten Punkte, so dass der einfache Punkt 
4 == 2A-fach, wo 4 die Anzahl der durch einen Punkt von C gehen- 
den Erzeugenden bedeutet, zu ziaihlen wire, wie analog auch im all- 
gemeinen Fall (s.: Zahl B) gerechnet worden ist. * 

Wenn die allgemeine Formel fiir unsern speciellen Fall ein nega- 
tives Resultat, nimlich — 16 ergiebt, so hat das seinen Grund darin, 
dass die 16 Geraden auf F’, wiewohl sie nicht der Fliiche der Doppel- 
tangenten angehéren, doch in jener Formel mitrechnen, Sie vertreten 
nimlich die Tangenten, welche F in einem Punkte von C und in 
einem des fiir die Abbildung singuliren Kegelschnittes K beriihren, 
sie entsprechen also der zweiten Kategorie bei der Zahl ©. 


Mathematische Annalen, XXXVII. 9 
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§ 16. 
Anzahl der Punkte, fiir welche vier Strahlen zusammenfallen. 


Den Punkten des Geradenraumes, in denen 4 Strahlen des Systems 
zusammenfallen, entsprechen in der Abbildung die Ebenen der Schaar 
é,, welche die Flaiche Ff’ ,,vierpunktig beriihren“. Zur Ermittelung der 
Anzah] dieser Ebenen bestimmen wir die Anzahl & der vierpunktig 
beriihrenden Ebenen, welche durch einen beliebigen Punkt P von M 
gehen und eine gegebene Gerade schneiden. % giebt dann den Grad 
des Complexes an, den die Spuren dieser Ebenen im Raume P bilden. 
Von den 2% Strahlen, welche der Complex mit der Schaar der Ge- 
raden 6, gemein hat, ziehen wir diejenigen mehrfach ab, durch welche 
Ebenen hindurchgehen, die F' in Punkten auf ihnen vierpunktig be- 
rihren; die so reducirte Zahl giebt dann die Zahl der betrachteten 
Punkte. 

Bestimmung von %: Die Projection der Fliche F von P aus in 
den gewéhnlichen Raum sei f. Die Zahl % stellt dann die Anzahl 
der f vierpunktig beriihrenden Tangenten dar, welche eine Gerade g 
schneiden. Um diese Anzahl zu bestimmen, betrachten wir die Curve c 
der Beriihrungspunkte der Haupttangenten, welche g schneiden. Ihre 
Ordnung erhilt man in der Anzahl der Haupttangenten in einer Ebene 
durch g, vermehrt um die Anzahl der Haupttangenten in den Schnitt- 
punkten von g mit /: 

O = 3(n+h) (nk —2)— 6(A2 EY 4 SEHD 4 0) + (Qn +h) 

= 6nk — (n+hk) — 60. 

Durch jeden Punkt auf g gehen, wenn R den Grad der Riick- 
kehreurve der Brennfliche des Strahlensystems bezeichnet, R + 6k 
Haupttangenten; es sind ihm also so viele Punkte auf ¢ zugeordnet. 
Geht eine vierpunktig beriihrende Tangente durch einen Punki auf g, 
so geht dessen dritte Polare durch einen zugeordneten Punkt. Ordnen 


wir einem Punkte von g die Schnittpunkte seiner dritten Polare mit c 
zu, so ist durch die doppelte Zuordnung der Punkte auf g zu denen 
auf ¢ eine Correspondenz*) (0 (n+k—3), 3R-+ 18k) auf g bestimmt. 
Zieht man von den Coincidenzen derselben die 6-fach zu zihlenden 
Schnittpunkte der Flache mit g ab und ebenso die Punkte der Doppel- 
curve von f, welche auf ¢ liegen, ohne Cuspidalpunkte zu sein, so 
erhalt man die Zahl & der vierpunktig beriihrenden Tangenten, welche 
g treffen. 








*) Durch jeden Punkt gehen im Allgemeinen 3 Flichen, welche dritte 
Polaren zu Punkten auf g sind. 
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Die Anzahl jener Schnittpunkte der Doppelcurve mit ¢ bestimmt. 
man durch Betrachtung der Schnittpunkte der ersten Polare irgend 
eines Punktes auf g mit c. Dieselben bestehen aus den Beriihrungs- 
punkten der Haupttangenten vom Punkte aus, den doppelt zu ziihlen- 
den Beriihrungspunkten der Tangentialebenen durch g, den gesuchten 
Punkten und den dreifach zu zihlenden Cuspidalpunkten der Doppel- 
curve (die erste Polare in jedem Cuspidalpunkte beriihrt die eigentliche 
Tangentialebene). Bezeichnet S die Classe von f (Rang der Breunfliche), 
so erhalten wir fiir die gesuchte Zahl: 

(n+k—1) O — (R+28+3i+ 64). 
Fiir & ergiebt sich hieraus der Werth: 


U = (8 R+18k4+0(n4+k—3)—6(n+h)) — O(n4+hk—1)+R+6k 
+ 28+ 31—4R+ 28+ 3i— 20+ 18k —6n. 

Von der Anzahl 2% der Ebenen «,, welche F' vierpunktig be- 
riihren, ziehen wir die Zahl der mehrfach gerechneten Ebenen «, ab, 
welche dies in den Punkten von P thun. Der Umstand, dass ein 
Theil der zu letzteren Ebenen gehérigen 6, die Flache F beriihrt und 
ein Theil nicht, ergiebt zwei zu unterscheidende Fille. Den Ebenen 
des ersten Falles entsprechen im Geradenraum die Brennpunkte der 
Strahlen, von denen eine Brennebene durch den Grundstrahl der Ab- 
bildung S geht; die Zahl der zugehdrigen 6, ist also gleich der Classe 
K der Brennfliiche. Den Ebenen des zweiten Falles entsprechen Riick- 
kehrpunkte der Brennfliiche, deren zugehérige Strahlen § treffen; ihre 
Zahl ist daher gleich dem Grade L der Linienfliche, welche die Riick- 
kehreurve trigt. 

Wie oft diese Vorkommnisse zu ziahlen sind, erkennt man folgender- 
massen: Die Projection f der Fliiche F von P aus wird von der Fliche 
ihrer vierpunktig beriihrenden Tangenten in jedem Punkte p ihrer 
Beriihrungscurve so beriihrt, dass die Schnittcurven einer Ebene mit 
diesen Flichen sich in p itiberosculiren. In einem Cuspidalpunkte p’ 
von f insbesondere beriihren sich die Ziige der Curven, nach welchen 
eine Ebene die Fliichen schneidet, paarweise vierpunktig, so dass ein 
Zweig der einen Curve in ihm einen der andern bertihrt und einen 
schneidet. Ein Punkt p’ zihlt fiir diese Curven also 2 >< 5-fach als 
Schnittpunkt. — Die Gerade Pp ist eine Secante von F, Pp’ eine 
Tangente. Nehmen wir also P auf einer Geraden 6, des ersten bezw. 
zweiten Falles, so folgt fiir die Schnittcurve C, von P mit F, welche 
sich als ebener Schnitt von f projicirt: Die Kegel des Complexes, 
welchen die vierpunktig beriihrenden Ebenen von F' in P ausschneiden, 
mit den Spitzen auf der Geraden 6,, schneiden C, in einem Punkte 
dieser Geraden 10- bezw. 4-fach; d. h. die Gerade ist ein 10- bezw. 
4-facher Strahl des Systems der Complexstrahlen, welche C, treffen. 

g* 
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Das erste der betrachteten Vorkommnisse ist also 10-fach, das zweite 
4-fach in Rechnung zu ziehen. 

Fiir die Anzahl der Punkte im Geradenraum, fiir welche 4 Strahlen 
des Systems zusammenfallen, erhalten wir so: 


8R+ 48+ 61—40— 10K —4L + 36k — 12n. 
Setzen wir fiir die Symbole ihre Werthe ein, so resultirt: 
6nk (3(n+k)—20) + 24m 4+ 44k — 49 (9(n +k) —39) + 36¢ — 2i. 

Im Fall des vollstaéndigen Schnittes der Complexe u'* und yt 
Ordnung: 

4uv[6(u+v—2) (u+v—1) — 21(u+v) + 5uv + 33)*). 

Was die Bedeutung eines Punktes, in dem 4 Strahlen zusammen- 
fallen, fiir die Brennfliche betrifft, so ist derselbe ein Punkt der 
Doppeleurve und zugleich ein stationarer Punkt der Riickkehreurve. 
Das letztere ersieht man daraus, dass fiir die Projection f der Fliache 
F eine vierfache Tangente durch einen Punkt fiir zwei Haupttangenten 
zihlt und dass die Brennfliche in einem solchen Punkte, wie man an 
der Abbildung leicht erkennt, nur eine eigentliche Tangentialebene, 
die zugeordnete Brennebene, besitzt. 

Weitere besondere Punkte, welche bei einem Strahlensystem im 
allgemeinen Fall auftreten, sind die, durch welche eine Gruppe von 
drei und zugleich eine solche von zwei zusammenfallenden Strahlen 
hindurchgeht, und diejenigen, fiir welche drei Paare zusammenfallender 
Strahlen vorhanden sind. Fiir die Brennfliche bedeutet das erste Vor- 
kommuiss einen stationiiren Punkt ihrer Doppelcurve, indem dieselbe 


die Riickkehrcurve schneidet, — man erkennt dies auf analoge Weise 
wie vorhin — und das zweite Vorkommniss einen dreifachen Punkt 
der Doppelcurve. 
§ 17. 
Beispiel.**) 


Zur Priifung der hauptsiachlichsten fiir die Brennfliche aufgestellten 
Formeln wenden wir dieselben auf das Strahlensystem an, welches 
durch eine Cremona’sche Verwandtschaft k'*" Ordnung von zwei Ebenen 
E, und E, entsteht. Wir nehmen hiebei den besondern Fall, bei 
welchem die Curven einer Ebene, welche den Geraden der andern 
entsprechen, einen (kK — 1)-fachen Punkt gemein haben, so dass also 
in jeder der Ebenen 2k — 2 Hauptpunkte noch ausserdem vorhanden 
sind. Dem (k — 1)-fachen Hauptpunkte H, in E, sind dann durch 


*) Voss: a. a. O. pag. 136; es ist dies die dort mit @ bezeichnete Zahl. 
**) Vgl. Hirst, ,,On congruences of the third order and class‘‘, Proceedings of 
the London Math. Society, vol. 16, No.247; Schiner, Dissertation ,,Untersuch. iiber 
das durch zwei cubisch verwandte Ebenen erzeugte Strahlensystem."* Miinchen 1887. 
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die Verwandtschaft in E, die Punkte einer Curve vom Grade k — 1 
zugeordnet, welche (k—2)-mal durch den vielfachen Hauptpunkt H, in 
E, hindurchgeht. Das Strahlensystem, welches durch die Verbindungs- 
linien entsprechender Punkte gebildet wird, ist offenbar von der Classe k 
und besitzt einen k-fachen Strahl in dem Schnitt E,E, der Grund- 


ebenen und einen (k — 2)-fachen in H,H,. In E, befindet sich ein 
Biischel & + 1' Ordnung von Strahlen des Systems; diese)ben ver- 
binden die Punkte auf E,E, mit ihren entsprechenden Punkten in E,, 
die eine Curve C, vom Grade k bilden. 

Der Grad des Strahlensystems ist daher k + 2; denn durch einen 
Punkt von E, gehen »-+1 Strahlen, welche auf E, liegen, und einer, 
der E, nicht angehdrt. 

Wir ermitteln zuerst auf dem gewodhnlichen Wege die charakte- 
ristischen Zahlen fiir die Brennfliiche des Strahlensystems und leiten 
sie hernach noch einmal an der Hand der oben aufgestellten Formeln 
ab. Den Grad der Brennfliiche erhalten wir durch Betrachtung ihres 
Schnittes mit E,. Diese Ebene beriihrt die Flache zuniichst nach der 
Curve C,, weil den Punkten letzterer als Brennpunkten der Strahlen 
auf E, diese Ebene nicht als Brennebene zugeordnet ist. Dann schneidet 
E, die Fliiche noch nach der Curve 2k'e" Grades — sie heisse K,—, welche 
von den Strahlen auf E, umhiillt wird. Die Brennfliche besitzt also 
den Grad 4k. 

Ebenso bestimmen wir die Classe der Brennfliche an dem Tan- 
gentialkegel, der von H, aus an die Fliiche geht. Derselbe besteht 
aus dem Kegel 2h — 4'*" Classe, welcher H, mit der Curve h, ver- 
bindet, und dem Kegel ke" Classe, dessen Tangentialebenen je einen 
Punkt von h, und die ihm zugeordnete Richtung durch H, enthalten. 
Da diese Tangentialebenen in H, selbst die Flaiche beriihren, so ergiebt 
sich als Classe der Brennfliiche: 44 — 4.*) 

Zur Bestimmung der Ordnung der Riickkehreurve und der Doppel- 
curve fihrt die Betrachtung ihrer Schnittpunkte mit der Ebene E,. 
Auf der Curve K, befinden sich, da sie eine k-fache Tangente besitzt, 
3(k— 1) Spitzen und (k — 1) (2k—4) Doppelpunkte, wie die Pliicker’- 
schen Formeln ergeben; diese Punkte gehdren jenen singuliiren Curven 
an. Um die Punkte der Riickkehreurve zu finden, welche ausser H, 
auf C, liegen, haben wir die Fille abzuziihlen, in denen der Beriihrungs- 
punkt eines Strahles mit der Curve K, in den Punkt auf C, fallt, der 
zur Bestimmung des Strahles dient. Da sich in diesen Punkten die 
Curven K, und C, offenbar beriihren, so haben wir danach zu fragen, 
wie oft eine Tangente von C, in den zu ihrem Beriihrungspunkt ge- 


*) Hirst ,,On Cremonian congruences“, Proceedings of the London Math. 
Society, vol. 14 (Nos, 211—213). 











134 R, Scaumacuex, 


hérigen Strabl des Systems fallt. Die eindeutige Zuordnung der Tan- 
genten von C, zu den Strahlen des Systems auf E, bestimmt auf der 
Geraden E,E, eine Correspondenz (1,2k—2) — durch einen Punkt 
der Geraden gehen 2k — 2 Tangenten, so dass der betrachteten Fille 
sich 2k — 1 finden. E, osculirt die Riickkehreurve in jedem dieser 
Punkte; da sie nimlich fiir jeden Punkt von C, eigentliche Tangential- 
ebene ist und somit die Tangente jeder durch ihn gehenden Curve 
der Fliche enthilt, so befinden sich in ihr die Tangenten der Rick- 
kehreurve in den beiden unendlich benachbarten Punkten, welche 
einen Beriihrungspunkt von K, und C, bilden.*) In den tibrigen 
2k(k—2)-+ 2 Schnittpunkten der Curven K, und C, beriihrt die 
Ebene E, offenbar die Doppelcurve der Fliche. 

Es bleibt jetzt noch zu untersuchen, wie oft die singuliren Curven 
der Fliche durch den Punkt H, hindurchgehen. Jeder Zweig der 
Riickkehreurve, welcher von H, ausgeht, thut dies offenbar in der 
Richtung einer Riickkehrkante des Tangentialkegels im Punkte H, und 
jeder Zweig der Doppelcurve in der Richtung einer Doppelkante. Der 
Kegel ist aber, wie wir oben gesehen haben, von der Classe k und 
besitzt E, als (k—1)-fache Tangentialebene; es kommen ihm somit 
3(k—2) Riickkehrkanten und (kK—2)(2k—6) Doppelkanten zu. 

Wir erhalten fiir die Riickkehreurve die Ordnung: 

12 (k—1) 
und fiir die Doppelcurve: 
8(k—1) (k—2) + 4. 
Der Rang der Brennflache wird daher : 
4(2k—1). 

Um diese Zahlen mittelst unserer Formeln abzuleiten, suchen wir 
zuerst die Zahl +(S. 118), welche angiebt, wie oft ein Strahl des 
Systems mit zwei andern Strahlen durch einen Punkt geht und in 


einer Ebene liegt, und verwenden dann zur Bestimmung von @ die 
Formel: 


g=n+k+r—4, 
n=k+2 


wo 


ist. 

Zu diesem Behufe untersuchen wir den Ort der Punkte, durch die 
mehr als zwei in derselben Ebene liegende Strahlen gehen. Schneidet 
eine solche Ebene ¢ die Ebenen E, und E, nach den Geraden 1, und | 
so bestimmen die Strahlenbiischel mit den Centren H, und H,, welche 
auf E, bezw. E, liegend durch die Verwandtschaft dieser Ebenen pro- 


*) Zu einem sorgfiltigeren Beweise wiire hier ein Grenziibergang von einer 


Curve aus zu machen, durch deren Punkte je drei benachbarte noch verschiedene 
Strahlen gehen. 
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jectiv auf einander bezogen sind, auf 1, und J, projective Punkt- 
reihen, da mindestens drei Verbindungslinien entsprechender Pinkte 
auf ¢ durch einen Punkt gehen sollen. Die Ebene ¢ schneidet also 


E,E, in einem der Punkte, in denen sich entsprechende Strahlen durch 
H, und H, schneiden — diese Punkte mégen mit 7’, und 7, bezeichnet 
sein, Wir erhalten so den Satz, dass die Ebenen, deren k dem Systeme 
angehérigen Strahlen durch denselben Punkt gehen, durch den festen 
Punkt 7’, oder 7, gehen. Die Punkte selbst in den sich je die Strahlen 
der Ebenen etwa durch 7’, schneiden, liegen auf der Ebene durch 
T,, H, wd H, — sie mége t, heissen; denn sei ¢ eine solche Ebene, 
so geht die Verbindungslinie der Schnittpunkte von 1, mit 7, H, 
und von 1, mit 7,H, durch das Perspectivitiitscentrum der Punkt- 
reihen von 7, und J,. Die Punkte, durch welche also je & in der- 
selben Ebene liegende Strahlen des Systems gehen, liegen in zwei 
festen Ebenen t, und t,. Jeder Ebene durch 7; ist auf diese Weise 
ein Punkt auf t; zugeordnet; dreht sich die Ebene um eine Axe, so 
beschreibt der Punkt einen Kegelschnitt, dessen Punkte von den Ge- 
raden ausgeschnitten werden, welche die Axe und irgend zwei einander 
entsprechende Gerade durch H, und H, in E, bezw. E, zugleich 
treffen. 

Aus dem Bisherigen folgt, dass ein Strahl des Systemes zweimal 
mit § — 1 andern Strahlen durch denselben Punkt geht und in der- 
selben Ebene liegt, dass er dies also mit (k —1) (k —2) Strahlenpaaren 
thut; die gesuchte Zahl t wird also gerade gleich (k —1)(k—2), woraus 
sich fiir @ der Werth: 

(k—1) (k—2) + 2k — 2 = k(k—1) 
ergiebt. 

Aus den Formeln fiir Grad und Classe der Brennfliche: 


2k(n-—1) — 29 bezw. 2n(k—-1) — 20 


ergeben sich nach Einsetzung des Werthes von g die oben gefundenen 
Werthe. 


Als Grad der Fliche der Tripelpunkte erhalten wir in Ansehung 


davon, dass ein Punkt auf 7; fiir se 5¢—) Tripelpunkte und ein 
Punkt auf E; fiir Sro*e= 1) gilt: 245-—-3k*-+-k; dasselbe Resultat 





liefert auch die allgemeine Formel (§ 8): 


T = (n—2)(9 + S-VO—8)), 


wenn fiir » und g ihre Werthe eingesetzt werden. 
Zur Bestimmung der Zahlen fiir die singuliren Curven der Brenn- 
fliiche muss noch die vierte Classificationszahl ¢ gesucht werden, welche 
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angiebt, wie oft durch irgend einen Punkt P eine Tripelebene geht, 
deren Tripelpunkt in einer gegebenen Ebene ¢ durch P liegt. Zuniichst 
ist offenbar die Ebene, welche P mit E,E, verbindet, als (5) solcher 
Tripelebenen zu zihlen, da E,E, k-facher Strahl des Systemes ist, 
und analog die Ebene durch P und H, H, als ew Wir haben 


jetzt noch zu sehen, wie viele Ebenen durch P und 7; gehen, deren 


in t;‘zugeordneten Punkte in « liegen. Den Ebenen durch P7; sind 
aber in t; die Punkte eines Kegelschnittes zugeordnet, dessen Schnitt- 
punkte mit « Ebenen der verlangten Beschaffenheit liefern, so dass 
also durch P im ganzen 4 solcher Ebenen gehen. Da jede derselben 


fiir (5) Tripelebenen zahlt, so ergiebt sich fiir ¢ der Werth: 


5 (5) 4 (‘* . *) = (8 — 42 4+6k—4). 

Dieser Werth in den Ausdruck fir die Ordnung der Riickkehreurve: 
(nk —2)(2%* _ 30) 4 3¢— 6h — — 3h + 12h? — 6 + 3t 
eingesetzt, bringt das Resultat hervor: 12(k—1), wie wir es auch 

oben erhalten haben. 

Bei der Berechnung des Ranges der Brennfliche ist zu beachten, 
dass das Bild des Strahlensystems im vierdimensionalen Raume zwei 
vielfache Punkte im Werthe von (5) bezw. (“3 *) Doppelpunkten 


besitzt, wodurch die Anzahl ¢ = n(m—1) + k(k—1) der an das Bild 


von einem Punkte ausgehenden Tangenten entsprechend vermindert 
wird. Die Formel fiir den Rang der Brennfliche: 





(Qnk—2¢) (w+-k—1) — STE) OF F204 34 _ 9; 

giebt dann, da 

é = n(n—1) + k(k--1) — k(kK— 1) — (K—2) (kK—3) = 8K —4 
wird, 

(12k? + 6k) — 3h8 + 3(—4h?+6k—4) — (16h —8) = 8k — 4, 
welcher Werth sich auch zuerst ergeben hat. 

Wir schliessen hiemit die Behandlung dieses Beispiels, das ausser 

zur Priifung der Formeln zeigen wollte, wie die Classificationszahlen 


in besondern Fallen zu ermitteln sind und wie sich specielle Vorkomm- 
nisse in die allgemeinen einfachen umsetzen lassen. 
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§ 18. 
_ Singularitéten der Tripelflachen. 


Fiir die singuliren Curven der Tripelpunktfliche bestimmen wir 
die Ordnung durch Betrachtung der Regelfliiche LZ der dreifachen 
Secanten an das Bild F' des Strahlensystems, welche eine Gerade G 
der Schaar o, treffen. 1) Die Anzahl der vierfachen Secanten, welche 
G schneiden, giebt dann die Ordnung v der vierfachen Curve C, der 
Tripelfliche, 2) die Anzahl der Ebenen durch G, welche zwei nicht 
durch denselben Punkt von F’ gehende dreifache Secanten enthalten, 
giebt die Ordnung wu einer Doppelcurve C,, 3) die Anzahl der Ebenen 
durch G mit zwei auf F sich schneidenden Erzeugenden von LZ die 
Ordnung w einer zweiten Doppelcurve [,, durch deren Punkte je zwei 
Strahlentripel mit gemeinsamem Strahle gehen. 

1) Ordnung v von C,. Wir stellen die Frage, wie oft in einer 
Ebene durch G und durch eine dreifache Secante ein weiterer Schnitt- 
punkt mit der Fliche F in die Secante fallt. Verbinden wir den 
Schnitt von G und der Secante mit den » — 3 iibrigen Punkten der 
Ebene auf F, so werden hierdurch jeder dreifachen Secante » — 3 Gerade 
zugeordnet, und wir fragen danach, wie oft eine Secante mit einer 
der zugeordneten Geraden zusammenfiallt. Giebt dies die Zahl 3 an, 
so erhilt man das vierfache von v dadurch, dass man von 8 die Zahl 
uw der Ebenen durch G abzieht, welche F’ je in einem Punkte einer 
Erzeugenden von L beriihren, ohne dass dabei die Erzeugende Tan- 
gente an F ist. 

Zur Bestimmung von 3 projiciren wir die Fliche Z der drei- 
fachen Secanten und die Regelfliiche ZL’ der zugeordneten Geraden von 
einer beliebigen Geraden aus — einen Punkt mittelst einer Ebene — 
in die Ebene FZ. Die Projectionen der dreifachen Secanten umbhiillen 
dann offenbar eine Curve von der Classe ¢-+ 7, wenn ¢ die vierte 
Classificationszahl und 7 den Grad der Tripelfliiche bedeutet (S. 118). 
Die Projection von L’ wird ein Strahlenbiischel von der Ordnung 
(¢+ T) (n.— 38) + k(T — +), wor die Anzahl der Strahlentripel mit 
demselben Strahl vorstellt (S. 118); denn auf G liegen offenbar k(Z'-—r) 
Erzeugende von L’ (soviele Ebenen gehen durch G, welche dreifache 
Secanten, die F' nicht in einem Punkte von G schneiden, enthalten 
und F' in je einem Schnitt mit G beriihren), Auf einer beliebigen 
Geraden g auf £ ist dann durch die Zuordnung von ZL und L’ eine 
Correspondenz ((¢ +7) (n—3), ¢€+7) n—3) + kh(T— t)) be- 
stimmt, so dass wir, da der Schnitt von 7 mit der Projection von G 
offenbar fiir (¢ + 7’) (n — 3) Coincidenzen zihlt, erhalten; 


3=C¢+ 7) (n—3)+kK(T—1), 
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Die Zahl w finden wir von der Regelfliiche der G treffenden Sehnen 
aus, welche in den Beriihrangsebenen an F' durch G je den Bertihrungs- 
punkt enthalten. Solcher Sehnen befinden sich in einem Raume durch 
G, wenn N den Grad der Brennfliiche des Systems bezeichnet, N(m—2) 
und durch jeden Punkt gehen deren soviele, als an die Projection 
f von F, die von diesem Punkte aus in den gewdhnlichen Raum 
geschieht, Tangenten durch den Schnitt von G mit f gehen, welche 
in andern Punkten der Doppeleurve von f beriihren; diese Zah), welche 
wir mit @ bezeichnen, wurde oben (S. 123) bestimmt. Den Schnitt 
je einer Sehne der betrachteten Regelfliiche — sie heisse B — mit 
G verbinden wir mit den iibrigen » — 3 Schnittpunkten von F' und 
der Ebene durch G und die Sehne, so dass jeder Erzeugenden von B 
n—3 Erzeugende einer Fliche B’ zugeordnet sind, wobei (N—2)k(n—2) 
Erzeugende von B’ in G fallen (in den Ebenen durch G, welche F 
in den Schnittpunkten mit G beriihren). Zieht man von der Zahl 
3’, die angiebt, wie oft zugeordnete Gerade zusammenfallen, die 
Anzahl R der Osculationsebenen durch G, welche F’ nicht in Punkten 
von G osculiren, also die Ordnung der Riickkehreurve der Brenn- 
fliche 2(m — 3)-fach ab und ebenso die Ordnung D ihrer Doppel- 
curve 4-fach, so ergiebt sich das Doppelte der gesuchten Zahl u. 
Man erhilt aber 3 durch Projection der Flichen B und B von 
einer Geraden aus in eine Ebene, in der wir dann zwei auf einander 
bezogene Strahlenbiischel von der Ordnung a + N(m — 2) und 
(a + N(n—2)) (n —3) + (N—2)k(m— 2) bekommen. Auf irgend 
einer Geraden 1 der Ebene ist dann eine Correspondenz bestimmt, 
deren Coincidenzen, ausser dem Schnitt von 7 mit der Projection 
von G, die Zahl 3 abzihlt, so dass: 


3 = (a+ N(m — 2)) (n — 3) + (wn — 2) (N—2)k 
wird, Hieraus folgt: 
2u = (a + N(n—2)) (n—3) + (n—2) (N—2) kK—2(n—3) R —4D, 


womit die Zahl 4 » = 3 — uw bestimmt ist. 

2) Ordnung u der Doppeleurve C,: Die Regelfliiche, von der wir 
hier ausgehen, wird von den Sehnen gebildet, welche in je einer 
Ebene durch G und eine dreifache Secante die iibrigen Punkte von 


F paarweise verbinden, In einem Raume durch G@ liegen daher 
T(n — 3) (n— 
2 





‘) Erzengende und durch jeden Punkt auf G gehen 


deren T(e + Sea) — 3¢t (soviele Ebenen projiciren von G aus 


zugleich Erzeugende von LZ und einfache Kanten des Sehnenkegels 
durch diesen Punkt). 
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Wir ordnen jetzt wieder jeder Erzeugenden die Geraden zu, welche 
in der Ebene durch G und durch die Erzeugende den gemeinsamen 
Punkt dieser Geraden mit den iibrigen weder auf der Erzeugenden 
noch auf Z liegenden Punkten von F verbinden, und finden dann fiir 
die Zahl zusammenfallender entsprechender Geraden : 


[T(("a*)+e+(3)) -3]@-59 + eT-("9 4) 


(die zweite Zahl der Summe giebt an, wie viele den Erzeugenden zu- 
geordnete Geraden auf G zu liegen kommen). 

Ziehen wir hievon die Anzahl der Ebenen durch Erzeugende von 
LZ und durch G ab, welche F beriihren aber nicht in Punkten von 
ZL, und zwar 2(n—5)-fach, so ergiebt sich das Dreifache der Zahl wu. 
Die Anzahl jener Ebenen ist NZ —m weniger der Anzahl v der 
Erzeugenden von L, welche F' beriihren. 

Ordnet man jeder G schneidenden Tangente an F' die Geraden 
nach den Punkten von F zu, welche mit ihr in einer Ebene durch 
G liegen, so erhilt man, da i (= n(n—1)+ k(k—1)) Tangenten 
(S. 113) durch jeden Punkt von G gehen und in einem Raume durch 


G deren N die Gerade G schneiden und da ferner k(N—2) zugeordnete 
Gerade in G@ fallen, fiir »v den Werth: 


k(N — 2) + (¢+ N)(n —2)—2R 
in Anbetracht davon, dass die osculirenden Ebenen. doppelt abzu- 
ziehen sind, 
3) Berechnung der Ordnung w von [,. Man projicirt hiezu die 
Regelfliiche Z von einem Punkte auf G aus in den gewdéhnlichen 


Raum und erhalt einen Kegel vom Grade 7 mit v 4-fachen und u + w 
2-fachen Kanten, so dass seine Classe wird: 


w= T(T—1)+2(u+ w) + 120. 

Dann projicirt man Z von einem beliebigen Punkte aus in einen 
Raum fF nach / und ordnet jeder Erzeugenden von / die Geraden zu, 
welche durch ihren Schnitt mit g, der Projection von G, in derselben 
Ebene durch g nach den iibrigen Schnitten von / mit f laufen. Da 
kr(T'—1) solcher zugeordneter Geraden auf g fallen, so erhilt man 
fir die Anzahl der in einander liegenden entsprechenden Geraden: 

(¢+ 7) (n — 3) + ke(T — 1) = 382+ 2w + 4v. 
Aus den beiden hier aufgestellten Gleichungen berechnet sich w. 

Singuldre Punkte auf den Curven: 1) Auf C, befinden sich 5-fache 
Punkte entsprechend den 5-fachen ® schneidenden Secanten. 2) Die 
Schnitte von C, mit C, und [, sind 10- bezw. 6-fache Punkte der 
letzteren Curven. 3) Ein Schnitt von C, und, ist ein einfacher Punkt 
von C, und ein doppelter von [, oder umgekehrt. 4) Auf C, und P, 
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finden sich noch dreifache Punkte. Wir sehen indess von der Durch- 
fiihrung der langwierigen Rechnungen, welche die Bestimmung der 
Anzahl dieser Punkte erfordert, hier ab und begniigen uns damit, 
auf den Weg der Berechnung hingewiesen zu haben. 

Zum Schlusse mége es mir gestattet sein, Herrn Professor Dyck 
fiir die Anregung und Antheilnahme, die ich von seiner Seite erfuhr, 
an dieser Stelle meinen Dank auszusprechen. 


Augsburg im April 1870. 








Zur Invariantentheorie der Liniengeometrie. 
Von 


Emm Waeruscu in Prag. 


Herrmann Grassmann stellt den Linientheil dar als das fiussere 
Product seiner Endpunkte; hierbei ergeben sich die homogenen Coordi- 
naten p;, der geraden Linie. Diese, als Determinanten 2' Grades, 
werden von Grassmann alternirenden Producten gleich gesetzt*), 
nimlich p,, = pi pr = — px pi. Aechnliches gilt fiir die Coordinaten 
der Elementargebilde in héheren Réumen. 

Fiihrt man nun diese symbolischen Liniencoordinaten p; in einige 
bekannte liniengeometrische invariante Bildungen ein*™*), so erkennt 
man, dass sich diese Invarianten aus Factoren zusammensetzen, die 
in Bezug auf die Symbole linear sind, also aus Factoren wie 


Pr &, + Dob. + psé + mb, 

wobei die & Ebenencoordinaten bedeuten, Diese Elementarfactoren 
werden fiir sich invariant sein und z. B. die p contragredient den &. 

Hierauf wird man auch lineare und héhere Complexe symbolisiren, 
das Verhalten der Symbole bei linearer Transformation untersuchen, 
dann invariante Elementarausdriicke bilden und aus diesen durch 
Aggregation alle Invarianten. Diese Benutzung der Grassmann’schen 
Symbolik auszufiihren und einige Anwendungen zu geben ist die 
Absicht der vorliegenden Arbeit. 


1. 
Die Symbole. 


Sind 2;, y; die Coordinaten zweier Punkte, &, 9; (¢ = 1, 2,3, 4) 
die Coordinaten zweier Ebenen einer Geraden, so sind bekanntlich 
die Strahlencoordinaten dieser Geraden die 6 Gréssen 


Dik = LiYe — LrYi, 


*) s, auch Hankel, Theorie der complexen Zahlensysteme. § 35 ff. 
**) z. B. in die Formeln, welche Herr Pasch ableitet in seiner Abhandlung: 
Zur Theorie der linearen Complexe, Crelle’s J. Bd, 75. S. 106. 
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welche mit den Azencoordinaten 
+ 29 ed Ein = Ein: 

durch die Relationen 

Poy = OM 14) «+ +» Pog = OM 
verbunden sind. Ks ist 

Pik = — Pri» Lik = — Wyi- 

Man kann statt dieser Coordinaten Symbole dadurch einfiihren, 

dass man setzt 


Pik = Di Px = — PePi pp=—O, 
Nip = Uz Hy = — MyN;3 U;,1; = 0. 


Die p; mégen Strahlensymbole, die 2; Axensymbole heissen. 


Ist 
> Cin, —=O9 oder Po Vik Pik 0, 


wobei ¢,, = @7,, u.S.w., die Gleichung eines linearen Complexes, 
so heissen die ¢;, oder y,, die Coordinaten desselben. Man kann 
wieder setzen 


Cik = CrCe == — CEG, Vik = Vive = -—— VeVi- 


Da 
> Cj Ce Mj Hy -> Cj Hj Cy Me =} (¢, t,-+-¢, 2, + ¢,%3+6,2,)? => (cx)’, 
so geht die Complexgleichung iiber in 

1 1 
= (ez? =0 oder 7 (yp) = 0. 


Kommen in einer Form die Linien- oder Complexcoordinaten in 
héherem Grade vor, so wird man um Mehrdeutigkeiten zu vermeiden 
soviele Symbolreihen p= p' = p?...; t=a'=az’... u.s.w. ein- 
fiihren als dieser Grad betriigt. 


2. 
Lineare Transformation. 

Der Raum der Punkte « werde der linearen Transformation 
(1) Li = (a‘x) 
unterworfen. Dann sind die Coordinaten der transformirten Geraden 

Die = ae - ky — aty- ake -> at oo Dy Pus 

also 
(2) Dik = pi Dk = (a p) - (a* p). 

Ist nun die Form F'(p,;,) bei der Transformation (1) invariant, 
so ist 


F (pin) = F (pi pi) = F ((« p) (@ p)) = cF (pir); 
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wendet man daher auf F'(p;,) die Substitution 
pi = of p 
an, so gelangt man zur transformirten Form. Daher folgt: 


Die Symbole p, c sind cogredient den Coordinaten x und daher 
contragredient den wntereinander cogredienten x, y, &. 


Demnach werden symbolische Ausdriicke wie: 


(px), (py), (wp), (wm), (xy), (p'p*p*p), (p'ptex), 
(yw&m) us. we 


bei linearer Transformation invariant sein. Durch Aggregation dieser 
Ausdriicke erhilt man dann invariante Bildungen, unter welchen die 
wichtigsten diejenigen sein werden, bei welchen die Symbole in solchen 
Graden vorkommen, dass das Aggregat unsymbolische Bedeutung hat. 

So sind z. B. (cy)*, (ex) (ey) Invarianten des linearen Complexes. 
Die erste verschwindet, wenn der Complex singuliir wird; die letztere 
giebt annullirt die durch den Complex bestimmte riiumliche Reciprocitiit. 


3. 
Bildformen 2'* Ordnung. 


Die invariante Form F (cj, yix, Pik, Mix), Welche jede Symbol- 
reihe der Complexform ¢ quadratisch enthilt, ist auch dann eine in- 
variante Bildung, wenn man in dem System der gegebenen Formen 
statt des Complexes die quadratische Form (c&)? einfiihrt, ebenso statt 
der Symbole y, p, x die Symbole der quadratischen Formen (y2)’, 
(p&)*, (xx)*. So lisst sich jede liniengeometrische Invariante eines 
Systems, in welchem lineare Complexe vorkommen, als Invariante eines 
Systems deuten, in welchem statt dieser Complexe und der Linien- 
coordinaten Formen 2‘ Ordnung, die Bildformen, eintreten. 

Jede Invariante des letzten Systems ist aber ein Aggregat blos 
der angegebenen symbolischen Elementarausdriicke. Man erhdlt daher 
durch Aggregation dieser Elementarausdriicke auch alle liniengeometrischen 
Invarianten des gegebenen Systems. 


Beispiel: Jede Invariante des Complexes (cz)* = 0, welche 
blos von den ¢ abhingt, ist das Bild einer Invariante der Fliche 
(c&)? <= 0; also ist nur das Bild der einzigen Invariante (c'c?c*c*)? zu 
wihlen; da nun (s. Art. 5) 


(cl c2e3ct)? = = (cr))’, 


so besitzt der lineare Complex nur die Invariante (cy). 
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4. 
Complexe n' Grades. 


Im II. Bde. der Math. Ann. hat Clebsch*) gezeigt, dass jeder 
Complex n'e* Grades symbolisch dargestellt werden kann als Potenz 
eines linearen Complexes. Ist 


C= > Cik,im, «++ WikHim ++. = () 


die Complexgleichung, so kann man ja symbolisch setzen 


Cikim, + + + = Cik* Cim e+ 


C= (> Cik mir) 


wird. Wir bilden nun eine neue symbolische Form, indem wir hierin 
symbolische Linien- und Complexcoordinaten einfiihren. Es wird 


2"C = ((cm)’)". 


worauf 


Demnach sind 

(ex)" =O und (yp)?*—0 
die symbolischen Complexgleichungen. Auch hier treten im Sinne des 
vorigen Art. an Stelle des gegebenen Complexes die Bildformen 
2n'* Ordnung rsp. 2n'et Classe (c§&)?" und (yx)?", so dass also der 


dort angegebene Satz auch gilt, wenn das System Complexe n'e" Grades 
enthilt. 


5. 
Identititen. 


Wir wollen, um auch formal mit Grassmann iibereinzustimmen 
und wegen kiirzerer Schreibweise, setzen: 


= (cy)? = [ey], = (cp?"=[ep]!", zy-vyy=[xyy), 
Ecl-cly?- ya = [Ecly’a], y'ie?-cty- pct. ety! = [yleyrct], u.s. w. 
und leiten nun eine Reihe von Identitiiten ab. 
a. In der Identitit 
(1) (abcd) -x& — (abex) - d& + (abdz) -c& — (acdz)- bé 
+ (bedz)-a&é=—0 
fiihre man dadurch Complexsymbole ein, dass man setzt: 
ac!) bec}; cmc’, d=; 

dann erhalt man, da 

cu-cy=—cv-cp, 





*) Ueber die Pliicker’schen Complexe. St.1. S. auch Salmon-Fiedler, 
Raumgeom. II. §, 503. 
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die Identitat 
2(c? ec? cla) - cl& + 2(cletc? x) - c?E — (e'c'e*c*) - x 
Nun ist 
(ced x) = 2c, ¢5(c,'%, — C2) +--- -> ViPe(Ci Le — Cy Xi) 


=Cy-yx—xy-ye, 

also 
(2) (cee’'x) =2 [cya] oder (yyy &) —2[y'cb]; 
daher geht die letzte Identitat tiber in: 
I. [eye 8] + [xy?ct&] = — [c'y?] - wf. 

Sind die Complexe 1 und 2 identisch, so erhiilt man: 
I. [wyet] = — — [cy] - a8. *) 

b. Setzt man in der Identitit (1) 

b=c!, cmc’, d=c’, =z, ay, 
g == den Unterdeterminanten der Matrix |c'c?c*|, so erhilt man unter 
Benutzung von (2) 
(3) (ae'e® ec) (yc'c?c’) = (cckay) - cy! - pte? + (Fc'ay) - cy? - pre! 
+ (clePay) ely? - pc’, 
oder bei Gleichwerthigkeit der Symbole: c! = c? = c’: 
(wet e?c%) (Eclc?c®) = 3(cle?xf) - ely - ye? 

und hieraus, indem man rechts die Formel If. und dann (2) beniitat 
II. (c' c*e3x) (c'c?c3y) = 3[ey] [xyy]. 

Setzt man hierin x =y=—c*, so hat man fiir einen linearen 
Complex: 

(cherehct)? = 6 ley]? = (y*y? yy)? 
und fiir Liniencoordinaten: 
(p' p p® pt)’ = (xx? ab at)? = 6 [px]? = 24|pja| 
= 24 (pos Dig + Pst Pos + Pie Pas) 

c. Setzt man in (3) cl—a, c?=—b, c’=c und wiiren dies 
Symbole verschiedener Complexe, so erhilt man: 
(abed) (ybed) = (xycd)- cB - Bd + (aybd)-by-yd + (xybc)-bd- dc. 

Ist 2 == y—a das Symbol eines weiteren Complexes, so erhilt 
man hieraus unter Anwendung der Formel (2) 


— + (abed) = [acd] + [abyd] + [abd] 
und hieraus unter Anwendung der Identitat I.: 
IV. + (abcd)? = [ab] [cd] + [ac] [Bd] + [ad] [6c]. 


*) Vergl. Pasch, lic. § 4. 
Mathematische Annalen, XXXVII. 10 
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Aus dieser Formel ergeben sich die folgenden, wenn mehrere der 
Symbole zu demselben Complexe gehéren: 


y (abet ct)? — [ab] [cy] + 2[ae] [Be], 
(4) (acc? c3)? = 6 [ac] [yc], 
(Cercdet)? = Bley}, 
welch’ letztere Formel schon oben gefunden wurde. 
d. Aus 

(cle®e3 ct) « (EE ESES) - (cle2e3ct) — (cl e2cdct)? - (E1EZESES) 
folgt nach der letzten Formel (4) bei Gleichwerthigkeit der Symbole c: 
(5) 4 » c'§! ‘ c? §? a c3 3 ‘ c*§4 ‘ (ce! c? 3 c*) — [ey]? ‘ (&'&? §3&4), 
Hierzu 
(6) 2+ ct&1. c2E2. ES (ce2e3z4) == — [cy] - pat - (EER EES), 
(7) cht. £2 (cle2aiaxt) = pix). yixt (E1E2y3y4); 
die beiden letzten Formeln folgen aus (5) durch ein- resp. zweimalige 
Anwendung von Substitutionen wie §& = xy - y; und deren Umkehrung 

— + [er] - a = 08. 4, 


wie letztere sich aus II. ergiebt, wenn man dort § = und links 
&—axy-y; setzt. 
Durch Anwendung der Forme] (2) erhalt man: 
2(y§' EES) ya — — |oca| - |g'e 9] — — >) + (cb! - cB? - wb, 
also 


(8) (E'EPEPy) yx = [E%c&9] - wb + [E8c8"] - wb? + [Et c&*] - wE%, 


ferner 
(9) (E12 y" y?)y" why? ate fey] (a! «2 1 — gp £1. 2 E2) 4 [at y 2] [é'cE*], 
wie aus (8) fiir & — y; - y?a* unter Anwendung von II. folgt. 


6. 
Lineare Complexe. 
Der lineare Complex hat die Gleichung 
(ex) = [ex])=—0 oder (yp)? = [yp] = 0, 
die Invariante (cy)? = [cy]. Die Gleichungen 
cE&-cn=0, ypu-ypy=O0 


geben eine Polarbeziehung, welche das mit dem Complex verbundene 
Nullsystem darstellt. 
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Nach Formel III, des vorigen Art. ist: 
3[ey]- yu- yy = (ceca) (c'ercdy), 
3 [ey] - c& - en = (y'y?y*&) (y'? yn); 
fiir die Bildform (yz)? hat man daher 
3 [cy] - (yx)? = (ele? c3x)?, 
Die Gleichung der Fiche (c'c*c’x)? in Ebenencoordinaten ist aber 
(c&)?, also identisch mit der anderen Bildfliche. Ihre Invariante ist 
(clete3 ct)? = 6[ey]?, 
was in Art. 3 ergab, dass [cy] die einzige Invariante des linearen 
Complexes sei. 
Da ferner nach den Formeln (4) des vorigen Art, jede Invariante 
eines Systems von Bildformen linearer Complexe sich als Aggregat 


der Invarianten [c'y*| darstellt, so bilden letztere das volle Invarianten- 
system eines Systems linearer Complexe. 


Bezeichnet man fiir den Augenblick mit a die Nullebene des 
Punktes x, mit § den Nullpunkt der Ebene &, so hat man fir die 
Coordinaten 


R= ck +c, Xi = YL Yy 
Dann folgen aus den Gleichungen (5), (6), (7) Art. 5 und ihren 


dualistischen die Relationen*), welche zwischen den Coordinaten von 
4 Punkten und ihren Nullebenen bestehen: 


4(E 4 €9) = [cy]? - (En £8), 
2(€y x) = [cy] -(Engz), 
(Ey xy) =(En xy), 
u. Ss. W. 
Sei x’ die Nullebene des Punktes a beziiglich eines ersten Com- 
plexes, so ist der Nullpunkt von a beziiglich eines 2'°° Complexes 
zy. yr & = 0; 
[zy'eE] = 0 


die specielle Collineation, welche durch Aneinanderfiigung der beiden 
Nullsysteme entsteht. 


Sind die beiden Complexe singulir und schneiden sich ihre Triger, 
so ist 


daher ist 


[z7'e?§] = 0 
die Gleichung des Schnittpwnktes oder der Verbindungsebene der beiden 
Geraden, jenachdem man & oder z als variabel ansieht. 


*) Vergl. Pasch, lo. § 4, 
10* 
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[wy?ctE] = 0 
ist die zu der obigen inverse Collineation, und nach Formel I. ist 
[wy'o?&] + [wy*c' 6] = 0 
die Identitaét, da der Ausdruck links proportional #§ ist; daher ist 
[wy'c?§] — [wy?c'§] = 0, 
die Gleichung der mit den beiden Complexen verbundenen geschaarten 
Involution. 


%. 


Drei lineare Complexe 
haben die covarianten Flachen 


ay - ye. cy. ya = [xy'c?yx] = 0, 
Ec! .cly?. y2c3. EF = [Ect p23] on @. 
Es sind dies die Gleichungstormen der Fliche 2'* Grades, welche von 


den gemeinsamen Complexstrahlen der Complexe gebildet wird. Denn 
es sind 


E—ay'-y', Ei=—ay-8 

die Coordinaten der Nullebenen des Punktes x beziiglich der Complexe 
1 und 3; wenn sich diese Ebenen in einem Strahle des Complexes 2 
schneiden sollen, muss §c? +c?! = sein. 

Um die umgekehrte Aufgabe zu lésen, die Complexe zu be- 
stimmen, welche die Regelschaaren einer Fliiche 

F, = («zy = 

enthalten, bemerken wir, dass in dem Biischel zweier beziiglich F, 


zu einander polarer Complexe c,c’ sich zwei Complexe der verlangten 
Eigenschaft vorfinden. 


Die Gleichung 
(@B&) («@BE'y’) = 0 
vermittelt die zu F’, gehérige Polarbeziehung zwischen den Geraden, 
es ist daher 
c = [ac] - [app] = 0; 
hieraus die Symbole yj; — ac-«; des Complexes c und mit Hilfe der 
Forme! (2) Art. 5. 


, 1 
¢ = J («By7) - [ep8). 
Setzt man hierin y = 7’, so erhalt man den Polarcomplex c’ von ¢’: 
” 1 
c” = + («Bd ) [apB] [dce] — + - — (aBde)*(ppec) —Alyp] —A-c. 


Der Complex des Biischels 


Ac+ ¢ =0 
hat daher als Polare den Complex 


Ac +Ac=0; 
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sollen beide Complexe identisch sein, so folgt 42 = A. Daher: Die 
Regelschaaren der Fliche (az)? = 0 sind enthalten in den linearen 
Complexen : wi 

+ V4 - [yp] + [eeB] - [Bpe] = 0, 


worin [yp] =O ein beliebiger Complex und A = |a;;|. *) 


8 


Uebertragungsprincip fiir lineare Complexe. 
Geniigt die Ebene € der Gleichung 
[Ect y?c8E] = 0, 
so liegen ihre Nullpunkte beziiglich der 3 Complexe 1, 2, 3 nach 
Obigem in einer Geraden. In der That geht der linke Ausdruck in die 
Determinante der Coordinaten der Nullpunkte der Ebene x, = 0 iiber, 
wenn §£, = —£& —0O gesetzt wird. 

Man weiss nun nach Clebsch (Crelle’s Journ. Bd. 59), dass sich 
jede Invariante J von k Punkten einer Ebene durch die Determinanten 
(¢kl) der Coordinaten von je drei dieser Punkte ganz und rational 
ausdriicken liisst. Setzt man dann fiir die Determinante (ikl) den 


Ausdruck 
(ikl) = [Ecty*c'§], 


so erhalt man eine covariante Fliche des Systems der linearen Com- 
plexe; jede Tangentialebene derselben besitzt beziiglich der Complexe i 
Nullpunkte, fiir welche J = 0 ist. 

Ebenso gelten die dualen Betrachtungen. 


Beispiel: Sollen 6 Punkte auf einem Kegelschnitte liegen, so 
muss sein **) 


(123) (345) (561) (246) — (456) (612) (234) (513); 
man erhilt demnach eine Fliche 8'" Classe, deren Tangentialebenen 
beztiglich 6 Complexe 6 auf einem Kegelschnitt liegende Null- 
punkte haben. 

Soll dies fiir jede Ebene der Fall sein, so miissen die Complexe 
paarweise in Involution liegen. Deun enthiilt die Ebene einen gemein- 
samen Strahl der Complexe 1, 2, 3, so muss der Kegelschnitt zer- 
fallen und daher muss in der Ebene ein gemeinsamer Strahl der 
Complexe 4, 5,6 liegen; iibereinstimmend wird, wenn die Ebene der 
Fliche (123) gentigt, auch einer der in der letzten Gleichung rechts 


*) Vergl. Gordan, Ueber eine das Hyperboloid betreffende Aufgabe, Schlé- 
milch, Bd. 13, S. 59 u. Pasch, 1. c § 8 und 11, 

**) §. Hunyady, Ueber die verschiedenen Formen der Bedingung, welche 
ausdriickt, dass sechs Punkte auf einem Kegelschnitt liegen. Crelle’s Journ. 
Bd. 83, 8. 76, 
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stehenden Factoren verschwinden und zwar der Factor (456), weil 
sonst die Complexe von einander abhingig wiiren. Die Complexbiindel 
(1, 2,3) und (4, 5, 6) liefern daher die beiden Schaaren einer und 
derselben F',: die Complexe des ersten Biindels sind mit denen des 
zweiten in Involution. 

Es ist in der That bekannt, dass die Nullpunkte einer Ebene 
beziiglich eines Klein’schen Systems von 6 Fundamentalcomplexen 
auf einem Kegelschnitt liegen. 

Es erwiichst hier die Aufgabe aus dem identischen Verschwinden 
der Covariante 8'" Classe, das Verschwinden der 10 Invarianten [y‘c*] 
nachzuweisen. 

9 


Uebertragungsprincip fir héhere Complexe. 


Jede Invariante J im ternaren Gebiete ist ein Aggregat von Deter- 
minanten dritten Grades, und man kann dieselbe auffassen als zu einem 
System linearer Formen gehérig, indem man die Gleichwerthigkeit 
der Symbole aufhebt. Ersetzt man dann die Determinanten durch 
Ausdriicke von der Form [§c'y?c*&], so erhilt man nach dem letzten 
Art. diejenige Covariante eines Systems linearer Complexe, deren 
Tangentialebenen eine Gruppe von Nullpunkten mit der Invariante 
J =0 haben. Lisst man die linearen Complexe, welche von gleich- 
werthigen terniiren Symbolen herriihren, wieder zusammenfallen, so 
gelangt man zu Covarianten auch von Systemen mit Complexen héherer 
Ordnung. Ebenso gelangt man dual zu covarianten Flichen,. welche 
Ort des Punktes sind, dessen Complexkegel gegebene invariante Eigen- 
schaften haben. 

Enthialt ein Glied der Invariante i Determinanten 3'" Grades, so folgt: 


Di Ebenen 


. -curven 
% Dunkte deren Complex 


- kegel 
Complexen beliebigen Grades, eine Eigenschaft haben, die durch das 
Verschwinden einer Invariante vom Gewichte i ausgedriickt ist, iegen auf 
: + ter Classe 

. , P 
einer Fliiche 2i* el 

Speciell: ,. Ebenen ~ curve “? ; 
Die eon deren Complex _ keel beziiglich eines 

Complexes n'** Grades eine Eigenschaft hat, welche durch das Ver- 
schwinden einer Invariante k'* Grades ausgedriickt ist, liegen auf 
Ordnung 2i = . ein Resultat, welches bei 
Classe 3 


Clebsch (Mathem. Ann. Bd. V) erst durch Ausscheidung eines Factors 
kn 


beztiglich einer Anzahl von 


einer Fliaiche der 


(xt)? gewonnen werden konnte. 
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Beispiele: a. Die Discriminante einer ebenen Curve ist vom 
Grade 3(m — 1)*, daher ist Ordnung und Classe der Singularitiiten- 
fliche eines Complexes n'** Grades = 2n(n — 1)?. : 

Fiir den Complex 2'" Grades [cx]? = 0 ist ihre Gleichung 
in Ebenencoordinaten [€ c' y c? E]? —0, 
in Punktcoordinaten [x y'cy? a]? =0. 


b. Fiir die Tactinvariante zweier ebenen Curven ne und m'‘* Ord- 
nung ist i7—=n-m(n-+ m— 2), daher ist Ordnung und Classe der 
Brennfliiche der Schnittcongruenz zweier Complexe n'*" und mt" Grades 
= 2m-n(n-+ m— 2). Thre Gleichungen sind darstellbar, wenn diese 
Tactinvariante bekannt ist. 

Ist m= 1, so hat man die Bedingung der Beriihrung einer Geraden 
mit einer Curve n'** Ordnung zu nehmen, also die Liniencoordinaten- 
gleichung der Curve. Diese erhalt man, indem man in der Discrimi- 
nante der biniren Form n'* Ordnung fiir (#8) den Ausdruck (a@#&) 
schreibt. Setzt man also in diese Discriminante fiir [#f] ein: [xycga], 
so erhilt man die Gleichung der Brennfliiche des Schnittes des linearen 
Complexes g und eines Complexes n'" Grades. 

Beispiel: Ist hier » — 2, so hat man als Gleichung der Kum- 
mer’schen Brennfliche 

[zyega|? = 0. 
Fiir » =3 hat man als Gleichung der Brennfliche: 
[nyegax} - [xy'c'gax}? - [wye'ga] - [xytega] = 0. 

Ist g ein singulirer Complex, so erhalt man die Gleichung der 
Complexfliche fiir den gegebenen Complex n' Grades. 

c. Fir die Invariante, deren Verschwinden aussagt, dass sich 
3 Curven der Ordnung m, , 7 in einem Punkte schneiden, ist 
¢=m-n-yr; daher ist Ordnung und Classe der von den gemeinsamen 
Strahlen der Complexe der Ordnungen m,n, r gebildeten Regelfliiche 
=2m-n-7. 

Ist y = 1, so hat man in die Resultante zweier binéren Formen 
m‘** und ne Ordnung fiir (#f) zu setzen [wycga], um zur Gleichung 
der Regelfliiche zu gelangen. 

Fir m=2, n=r—1 hat man so fiir die beiden Complexe: 4g, g': 

[zy ggia]? = 0. 
Fir m=n=2, r=—1 folgt 
[xyega]}? [zy'c! ga}? — ([ape'ga}*)? = 0, 
- U.S. W. 

d. Ks driingt sich hier eine Frage auf: Welche ternire Invarianten 
haben die Eigenschaft, dass die nach Obigem in ihnen ausgefiihrten 
Substitutionen: [wy'c?y x] und [§c'y?c3§] dieselbe Fliiche liefern? 
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Bekanntlich ist dies der Fall fiir die Discriminante einer ebenen 
Curve, da die Singularititenfliiche eines Complexes gleichzeitig Ort der 
singuliren Punkte und Ebenen ist; fiir die Tactinvariante zweier Curven, 
da der Ort der Brennpunkte und Brennebenen der Strahlen einer 
Congruenz identisch ist; fiir die Bedingung, dass sich 3 Curven in 
einem Punkte schneiden, entsprechend der drei Complexen gemein- 
samen Regelfliche. 

e. Aber auch in Covarianten und anderen invarianten terniiren 
Bildungen kann man die letzten Substitutionen ausfiihren (vergl. 
Gundelfinger, Math. Ann. Bd. 6); man erhilt dann z. B. aus einer 
Covariante eine riumliche Zwischenform, welche jeder Ebene eine 
Fliche zuweist, die aus ihr die Covariante der Complexcurve aus- 
schneidet. Gewisse invariante Eigenschaften der Complexcurven kénnen 
durch das identische Verschwinden einer Covariante dargestellt sein; 
ist die Eigenschaft drei Bedingungen fquivalent, so gelangt man durch 
Uebertragung zu einem Fliichensystem, dessen Fliichen die Ebenen 
der verlangten Eigenschaft beriihren. 


Beispiel: Soll eine Curve 2'* Classe (a@§)? — 0 in einen doppelt- 
zahlenden Punkt ausarten, so muss (abz)* identisch verschwinden. 
Man erhialt durch Substitution: [Ecyx]* — 0 als diejenige Beziehung, 
welche covariant jeder Ebene eine Fliche zuweist, die aus ihr den 
Complexkegelschnitt ausschneidet. Setzt man 2;—p,;-p§&, so erhilt man 
die Liniencoordinatengleichung desselben. Soll fiir ein bestimmtes & 
diese Gleichung fiir jedes p;, verschwinden, so erhiilt man: die Doppel- 
ebenen des Complexes (Doppeltangentialebenen der Singularitiitenflache) 
werden von allen Complexflichen beriibrt. 


Prag, im November 1889. 
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Ueber die Euler’schen Bewegungsgleichungen und tiber eine 
neue particulare Lésung des Problems der Bewegung eines 
starren K6rpers um einen festen Punkt. 


Von 


W. Hess in Bamberg. 


Bis in die neueste Zeit waren nur zwei Fille bekannt, in denen 
das Problem der Bewegung eines starren Koérpers um einen festen 
Punkt gelést werden konnte: der feste Punkt musste entweder mit 
dem Schwerpunkte des Kérpers zusammenfallen oder aber auf einer 
Hauptaxe durch den letzteren gelegen sein, waihrend die Trigheits- 
momente des Kérpers um die beiden andern Hauptaxen einander gleich 
zu nehmen waren. Sophie Kowalevski hat diesen beiden Drehbe- 
wegungen jiingst eine neue hinzugefiigt*), indem sie nachwies, dass, 
falls der Schwerpunkt in einer Hauptebene durch den Unterstiitzungs- 
punkt gelegen ist, waihrend gleichzeitig die Triigheitsmomente um die 
Hauptaxen dieser Ebene je gleich dem doppelten dritten Haupttrigheits- 
momente sind, die Elemente der Bewegung festgelegt werden kénnen 
durch hyperelliptische Functionen, 

In einer im vergangenen Jahre erschienenen Programmschrift*™) 
habe ich sodann auf eine vierte mégliche Lésung des Rotationsproblems 
hingewiesen : 

Liegt niimlich der Schwerpunkt des starren Korpers in einer Haupt- 
ebene durch den festen Punkt, wiihrend das Trigheitsmoment um die 
Verbindungslinie der beiden Punkte (um die Figuraxze) die vierte geo- 
metrische Proportionale bildet zwischen den Triigheitsmomenten um die 
Haupiaxen der ausgezeichneten Ebene einerseits und dem dritten Haupt- 
trdgheitsmomente andererseits, so reducirt die Annahme, dass die Axe 
des momentan anregenden Kriiftepaars senkrecht stehe zur Figuraze, 





*) Sur le probléme de la rotation d’un corps solide autour d’un point 
fixe. Acta Math. 12, p. 177—232. 1889, 


**) Ueber die Euler’schen Bewegungsgleichungen und deren singuliire 
Lisungen. Progr. d. Lyceums Bamberg 1889, 8°. 60 8. 


Mathematische Annalen, XXXVII. it 
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die Euler’schen Differentialgleichungen der Bewegung auf eine einzige 
Differentialgleichung erster Ordnung und ersten Grades zwischen zwei 
Variabeln. Dieselbe ist sofort lisbar, wenn die Kriiftepaaraxe zugleich 
horizontal angenommen wird, und fiihrt dann auf elliptische Functionen. 

In der citirten Abhandlung wurde dieser Lisung neben der Be- 
wegung des Gyroscops und einigen untergeordneten Fallen gleich- 
foérmiger Drehbewegung der Charakter einer singuliiren Lésung*) der 
Euler’schen Bewegungsgleichungen zugesprochen. Gleichzeitig sollte 
sich hierdurch der Inhalt einer friiheren Note*™*) als hinfallig erweisen, 
in welcher behauptet war, dass die Annahme einer constanten Inten- 
sitit des wirkenden Paares ebenfalls auf eine Lésung solchen Charakters 
hin fiihre. 

Eine Weiterfiihrung des Problems, wie ich sie in der Zwischen- 
zeit anbahnte, hat nun folgende Eigenthiimlichkeit dargethan: 

Sowohl die Annahme, es midge die Grosse des momentan angreifen- 
den Kriftepaars, als auch jene, es midge die Projection dieses Paares 
liings der Figuraxe constant bleiben wiihrend des ganzen Verlaufes der 
Bewegung, fiihrt auf eine wirklich singulére Lisung allgemeinster Be- 
schaffenheit eines reducirten Systems der Euler’schen Bewegungsgleichungen, 
nicht aber auf eine singuldre Lisung der urspriinglichen Euler’schen 
Gleichungen (deren Form singulire Lisungen iiberhaupt ausschliesst). 
Die beiden Annahmen sind in dieser Allgemeinheit zugleich die einzigen 
singuliren Lisungen. Nur bei speciellen Bedingungen fiir die Constanten 
des Problems erscheinen hieraus auch Lisungen der Euler’schen Original- 
gleichungen ; die Lisungen, denen also insbesondere der oben angefiihrte 
neue Fall zuguzihlen ist, sind dann particuldérer Natur. 

Die Thatsache, dass fiir eine reducirte Form der Euler’schen 
Gleichungen Integralgleichungen existiren, welche nicht zugleich auch 
Integralgleichungen der friiheren Form darstellen —- obgleich beide 
Formen durchaus fquivalent sind — befindet sich in Uebereinstimmung 
mit einem allgemeinen Satze und beweist gerade die Singularitaét der 
gedachten Integralgleichungen. Da die concreten Beispiele, au denen 
sie zu Tage tritt, somit auch vom Standpunkte der Theorie der 
singularen Lésungen aus einiger Beachtung werth sein diirften, mége 


die Untersuchung in der nachfolgenden Gestalt zur Verdffentlichung 
gelangen. 

- *) Zur genaueren Ausdrucksweise sei hervorgehoben, dass es sich hier 
selbstverstindlich nicht um den Nachweis der Existenz singulirer Lisungen im 
Lagrange’schen Sinne (aus der Integralgleichung) handeln kann, sondern dass 
wir an die Darboux’sche Definition denken, wonach jede Lisung einer Differen- 
tialgleichung g(a, Y> y’)=0 als singular bezeichnet wird, wenn sie zugleich 
auch der Gleichung oy = 0 geniigt. 

**) Ueber das Problem der Rotation. Math. Ann. Bd. XX, p, 461—470. 
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Verschiedene Formen der Euler’schen Bewegungsgleichungen. 
} 


Wir nehmen zuniichst die Euler’schen Bewegungsgleichungen in 
der bekannten Form 


dAp 


<i = (B—C)ar + P(e’ — yd"), 
dB Y 7 

(1) ae — (C—A)rp + Piya’ —ac’), 
adCr 


aCr = (A—B)pq+ P(ab"—Ba’). 


Darin bedeuten P das Maximalmoment der Schwerkrifte; a, 8, y und 
a’, b’, c” die Neigungscosinus der 3 Haupttriigheitsaxen X’, Y’, Z’ 
durch den festen Punkt O gegen die Figuraxe OS und die Verticale 
OZ; A, B, C die 3 Haupttrigheitsmomente des Kérpers beziiglich 
des Punktes O und endlich Ap, Bq, Cr bezw. p, q, r die Compo- 
nenten des Momentkriftepaars bezw. der instantanen Drehung um die 
Haupttriigheitsaxen. 

Die 9 kinematischen Relationen zwischen den letzteren und den 
Richtungen eines festen Coordinatensystems OX YZ sind dargestellt 


’ durch 9 Gleichungen von der Form 


“ a br ss e'”, 
< db” w" ”“” 
(2) = cp—ar, 
dc” 


ina a’q — b"p, 


es sind jedoch zur Fixirung des Rotationsproblems nar 3 dieser Gilei- 
chungen, etwa die Gleichungen (2) selbst, véllig ausreichend. Denn 
es bedarf nach ihrer Integration der Ausfiihrung blos einer einzigen 
Quadratur und der Vornahme rein algebraischer Umformungen, um 
alle Elemente der Bewegung in Functionen der Zeit zu kennen. Das 
hierauf abzielende Verfahren von Weierstrass*) ist das folgende: 
Ks ist identisch 
ss detide ede+c'de)+i(cde —e de) 
d log (e+-ic) = - =a eee pam <<. 
Aus den erweiterten Formeln (2) fliesst aber 
won tp 
dt q 1 ’ 
dc = a’ ve b’ 
Fg q P; 


*) Hoffmann-Natani, mathem. Wirterbuch, sub ,,Rotation“. 
11* 
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c = —¢ & = (ca —a‘c)q — (cb’'—c’b)p, 
wihrend die (zweimal) 6 Gleichungen der orthogonalen Transformation 
Za’ —1, zbe=0 
zu den bekannten Relationen Veranlassung geben 
a” =be — Ve, 
b’ = ca’ —a'cu. s. f. 
Es wird also durch Substitution 


d log (c-Lic) a — 2 9e t Sat (a’p+o"9) 


1—¢? 





d. h. es kénnen, sobald die Gréssen p,q,7 und a’, b”, c’ aus den 
beiden Gleichungssystemen (1), (2) durch die Zeit ¢ ausgedriickt vor- 
liegen, ¢ und ¢ durch Integration gefunden werden. 

Mit den letzteren Cosinus sind aber auch zugleich die 4 anderen 
a,@, 6,0 gegeben; denn es gelten identisch die Beziehungen 


(a+ia) (eic) = (ac+a'c) + i(ae—ac) = — ac’ + ib’, 
(b+-ib) (eic) = (be + Bc) + i(b'e—be) = — bc" + ia’. 
Die Zusammengehirigkeit der Gleichungen (1) und (2) mége als die 
Originalform der Euler’schen Bewegungsgleichungen bezeichnet werden. 


2. 

Die 3 Differentialgleichungen (2) lassen sich sofort durch ein 
Tripel von Integralgleichungen ersetzen. Man wmultiplicire respective 
die Gleichungen (2) mit a’, b”, c’; die Gleichungen (1) mit a”, b”, c’ 
und (2) mit Ap, Bq, Cr; die Gleichungen (1) endlich mit p,q,r 
und (2) mit — Pa, — PB, — Py, addire jedesmal und integrire, so 
kommt 

a’?*+b"? +c? =—I1, 
(3) a’ Ap+b'Ba+c’Cr=A, 


” ” ” A B+ Cre—h 
aato'p +c'y —APtegee =u. 





uw bedeutet hierin den Neigungscosinus zwischen den Axen OS der 
Figur und OZ der Schwerkrifte, 4 das constant bleibende Moment 
des anregenden Kriftepaars beziiglich der letzteren Axe und h die 
Constante der lebendigen Kraft. 

Lést man die Gleichungen (3) nach a’, 6’, c’ auf und substituirt 
die erhaltenen Werthe in die Gleichungen (1), so gehen die letzteren 
iiber in ein System dreier Differentialgleichungen mit ¢ als unabhingiger 
und p, q, 7 als abhingigen Veriinderlichen — die zweite Form der 
Euler’schen Bewegungsgleichungen. 


Be. 
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Zur Aufstellung von a”, 6”, c” erscheint es nun sehr zweckmiissig, 
sich der folgenden Combinationen zu bedienen 
Ay + Be+ Cr =v, 
Ap + Be +Cr =p, (=2Pu+h), 
(4) P+ e+ fee, 
Apa+ BapB+ Cry —@, 
pa + qB + ry =6, 
von welchen darstellen: v das Quadrat der Grésse des Momentkriifte- 
paars, t desjenigen der instantanen Drehgeschwindigkeit, gw, die 
lebendige Kraft der Rotation und @, 6 die Componenten des Kriifte- 
paars und der Drehung beziiglich der Figuraxe. 
Die Determinante der Coefficienten in den Gleichungen (3) ist 


a’ b” c | 
N=|Ap Bq Cr 
. 2 | 
und deren Quadrat 
1A op 
N@=N=/|A v Q}- 
u @ il 








Nach einem von Combescure angegebenen Verfahren*) ergeben sich 
dann a’, b”, c’ aus dem Gleichungssystem 


a” N, — ApM + aN, =YN.Na, 

b°N, — BgM+6N.=VN.Ne, 

’N, —CrMm +7Nu=VN Ne, 

worin die Indices die zu den obigen Determinanten gehérigen Unter- 
determinanten anzeigen , 


(5) 








N, a 9°, 
(5a) N, =’ — ue, 
Nu=4e— «4, 


und das Zeichen der Quadratwurzel in diese selbst eingeschlossen sein 
mag. Durch Substitution der Werthe von a”, b”, c” in die Kuler’schen 
Gleichungen (1) gewinnen diese die folgende Form 


44? = (B—C)qr + 4 {(Ap—ae) VN — Miu}, 
aed = (0 — arp +2-{(Ba-boVF - MN}, 


= (A— B) pq + -y- (Cr — 70) VN— Ni Ne: }, 


*) Sur quelques systémes particuliers d’équations différentielles. J, f. d. reine 
u. angew. Math. 80, p. 33—51. 


(6) 
tor 
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in welcher sie ausser ¢ nur noch die Gréssen P, q, r oder doch blosse 
Functionen dieser Gréssen enthalten. 


3. 
Multipliciren wir die Gleichungen (1) der Reihe nach mit Ap, 





Bq, Cr; «,B,yv; p,q,7 und addiren jedesmal, so ergeben sich unter 
Beriicksichtigung der Kinfiihrungen (4) die 3 Gleichungen 
1 dy if 6 re | 
wees 9 lee, 
| Ap Bq Cr| 
‘. 2s 
(7) a = | Ap Bq Cr|=P, 
-.. 2 
i a Bp » 
Sale £ ¢ bom 
a _  ? 





Von denselben ist die zweite bereits von a’, b’, c’ frei, die erste wird 
es durch Quadriren, die dritte durch Substitution der Werthe von 
a’, b’, c” aus dem Systeme (5) — so dass an Stelle der drei friiheren 
abhingigen Variabeln p,q, 7 nunmehr drei neue treten, v, 9, uw: das 
Quadrat v der Grosse des anregenden Momentankriiftepaars, die Pro- 
jection @ eben dieses Paares auf die Figuraxe und der Neigungscosinus 
wu zwischen den Axen der Figur und Verticalen (oder, was damit 
iiquivalent ist, w,, die lebendige Kraft der Rotation). 


Es wird so als dritte Form der dynamischen Differentialglei- 
chungen erhalten: 


1 


) 


(8) 


dv - 
° > is 


(ey) 


(v —9) 4 a 


und t auf. 





ae KF eee 


= (4, — 


e422 8&8 &= 


| 
= 


—- © & 


dy de 
Qo) 2Pdt + (4 — #@) at F 


Freilich treten in den rechten Seiten dieser Gleichungen ausser den 
Variabeln v, 9, w und der Constanten 4 auch die Combinationen 6 


Dieselben zeigen sich aber, da die fiinf Gleichungen (4) 


die drei Gréssen p, q, r zu eliminiren gestatten, durch v, 9, w dar- 


stellbar (zuniachst wenigstens implicite). 


Von diesen Darstellungen 








ee 
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werden wir spiater eine benutzen miissen, wesshalb wir dieselbe an 
dieser Stelle folgen lassen: wir bestimmen aus den zwei letzten Glei- 
chungen (4) die Gréssen p, q in Functionen der Werthe 9g, 6 und r, 
bilden p? und q’, und eliminiren aus den quadratischen Ausdriicken 
die erste Potenz von 7, so erhalten wir eine einzige Gleichung, welche 
die drei Winkelgeschwindigkeiten im Quadrat enthilt und, zu den drei 
ersten Relationen (4) geschlagen, p*, q’,r? zu eliminiren gestattet. 
Durch Einfiihrung der Abkiirzungen 


zA=D, 
ZAB=E, 
(9) ABC=F, 
ZAa’? = G, 
ZABy’ = H 
schreibt sich die Kliminationsgleichung: 
(10) (—o?)(He—Fe) — (uw, —¢6) ([D — @] 9 — [E— H]o) 
+ (v—¢") (e— Go) = 0. 
Dieselbe, nicht minder auch die ihr assimilirte zweite Eliminations- 
gleichung, vereinfacht sich bedeutend, sobald irgend welche Gréssen 
der zwei Tripel 
A—B, B-—C, C-A; 
a, B, ' ? 
gleich Nuli angenommen werden. In diesen Fallen vereinfacht sich 
natiirlich auch das Gleichungssystem (8). Wir verweisen beziiglich 
dieser Vereinfachungen jedoch auf unsere eingangs erwiihnte Ab- 
handlung. . 


4, 


Die simmtlichen 6 in dem System (8) erscheinenden Cirdssen 
v, @, u, 4, 6,7 der Relationen (3), (4) kénnen auf einer der folgenden 
4 Axen gedeutet werden: 
auf der Axe ON des Momentenkraftepaars ; 
» » 9 OT der instantanen Drehung; 
» » » OZ der Schwere, und 
» » » OS der Figur. 


Tragt man auf den beiden ersten Axen vom Untersttitzungspunkte O 
aus auf je die Intensitiiten /v des Kriaftepaars und /t der Dreh- 
geschwindigkeit, so kénnen die Gleichungen (7) leicht in folgende 
Form tibergefiihrt werden: 





to 
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cosSN cosZN 1 





cosST cosNT 1 





| eos ST cossaZ7T 1 


Durch Entwickelung der Determinanten 
der Euler’schen Bewegungsgleichungen 


1 cosSZ cosSN}i 
vy -\cosSZ 1 cosZN\ = G6fache Pyramide OZNS, 


1 cosSN cosST |t 
-jcosSN 1 cos N T| = 6fache Pyramide ONST, 


1 cosSZ cosST\t 
-lcosSZ 1 cosZ7'| = 6fache Pyramide OSTZ. 





fliesst endlich als vierte Form 
das Gleichungstripel : 


sin ZN . sin NS. sin ZNS 


dy — 


sp ap" +} sin NS. sin SZ.sin NSZ}, 


sin SZ .sin ZN. sin SZN 


sin NS. sin ST. sin NST 
ae = Yor-{ sin ST. sin TN. sin STN} 
sin TN. sin NS. sin TNS 
sin S7.sin°7'Z . sin STZ 
dt =Vt -\sinTZ.sin ZS . sin TZ8}> 
sin ZS. sin ST. sin ZST 


wobei jedesmal eines der drei gleichwerthigen Producte zu nehmen ist. 
Die Gleichungen dieses Paragraphen sagen aber 


du 


OZNS; 





offenbar Folgen- 


Trigt man vom festen Punkte O des rotirenden Korpers aus auf 
den vier Axen des Kriiftepaars N, der Drehung T, der Schwere Z 
und der Figur S beziehungsweise auf: die Grosse Vv des Paares, Yt 
der Drehgeschwindigkeit und je die Léngeneinheit, so wird dem Wachs- 
thum der drei neuen abhingigen Variabeln (8) v, 9, uw je ein bestimmter 
Bezirk zugewiesen: 


dem Quadrate v der Groisse des Momentankrdaftepaars die Pyramide 


der Grosse @ des um die Figuraxe thiitigen Antheils dieses Paares 


die Pyramide ONST; 


der Grosse u,(—= 2Pu + h) der lebendigen Kraft der Rotation die 


Pyramide OSTZ. 





ane tse 


nee ei TE 
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Und zwar sind die Zunahmen der drei vorstehenden Grissen bis auf 
Constante dem Kubikinhalte der jeweiligen Pyramiden effectiv gleich. 

Die drei Gleichungen (11) sagen ferner: 

Soll von den drei Grissen 1) Vv des Momentankriiftepaars, 2) @ der 
Projection desselben auf die Figuraxe, 3) w des Winkelcosinus zwischen 
diesen Axen und der Verticalen (oder auch wu, der lebendigen Kraft) 
eine ein Maximum oder Minimum werden, so muss in jenem Augen- 
blicke entweder das Axentripel 1) der Verticalen; des Kréftepaars, 
der Figur; 2) des Krdftepaars, der Figur, der Drehung; 3) der Figur, 
der Drehung, der Verticalen in je eine Ebene fallen — oder es miissen 
je zwei Axen eines Tripels zusammenliegen. 


Singulire Losungen. 
5. 


Indem wir nunmehr die drei Gleichungen (8), die wir die reducirte 
Form der Euler’schen Bewegungsgleichungen nennen wollen, nach der 
Moglichkeit singuliirer Lésungen befragen, folgen wir einer Abhand- 
lung von Herrn A. Mayer*), welche sich zum Ziele gesetzt hat, die 
Criterien fiir die Singularitét der Lésungen eines Systems gewdhnlicher 
Differentialgleichungen aufzustellen. Wir schreiben zu diesem Zwecke 
die Gleichungen (8) wie folgt: 

F,=v?—4P°?N=0, 
(12) F,=e?— R=0, 





Fy, = (v—@?)w — SS v — (d—ue)e’ =0. 


Die erste Bedingung fiir das Auftreten singulirer Lésungen ist die, 
dass die Gleichungen (12) die zweiten Differentialquotienten 


Ls 
a 
@e dg ” 
_. =: 
ew dw ” 


on ane 


nicht mehr vollstandig bestimmen diirfen, sobald man die den singu- 
liren Lésungen eutlehnten Werthe von »v, @, u, v’, g', w in das System 


(12) substituirt hat. Diese Bedingung gipfelt in dem Nullwerden der 
Determinante (M. 371) 


*) Ueber die Ableitung der singuliren Lisungen eines Systems gewdhnlicher 
Differentialgleichungen aus den Ditferentialgleichungen selbst. Math. Ann, Bd, XXII, 
p. 368—3892. (Im Texte einfach mit M, bezeichnet), 











W. Hess. 


oF, OF, oF, 
| Ov de Ou 

—|2F OF OF, 
4= | av’ de ow |? 
j a Fy a F, a F, 
lor Oe on 


hier also von 











2’ 0 0 
} 9,’ 
a=) ° * 0 |= 40 eve. 
|\—- —G—re) &—e’) 


Wie man erkennt, verschwindet A 1) fir v —0O, 2) fir o —0O, 
3) fiir » — 9?=—0, 4) fiir den Eintritt zweier oder aller drei der 
vorstehenden Bedingungen. 

Nun zieht der vierte Fall offenbar nach sich vy = »,, 9 = Q,, zu- 
folge der ersten Gleichung (8), sodann auch w =, und weiterhin 
auf Grund der Gleichungen (4) und (3) im Allgemeinen auch p, q, 1, 
sowie a”, b”, c” alle als constant. Analog fiihrt die Verfolgung der 
Annahme v — g? = 0, wie schon aus rein geometrischen Griinden, 
nicht minder aber auch aus der Bedeutung von v und ge im Formel- 
system (4) erkannt werden kann, auf invariable Werthe sowohl von 
v als von @. 

Sehen wir von diesen zwei besonderen Fallen hier ginzlich ab, 
so verbleiben nur die allgemeinen Méglichkeiten 

1) v=0, 2) g =0, 
denen wir in der That unser ganzes Interesse zuwenden wollen. 

Es war oben die Existenz der Bedingung A = 0 als erste Voraus- 
setzung fiir den Kintritt singulérer Lésungen angegeben worden. Damit 
die Gleichung A =O aber zusammen mit den Gleichungen (12) ein 
integrirendes Werthsystem wirklich liefere, darf sie nicht eine blosse 
algebraische Folge letzterer Gleichungen sein, was in der That fiir 
unsere (simmtlichen) Fille ausgeschlossen ist. 

Es dirfen ferner die Gleichungen (12) die zweiten Derivirten 
v", @’, uw’ weder voéllig bestimmen, noch auch unendlich werden lassen. 
Desshalb miissen auch jene Determinanten verschwinden , welche fiir 
diese Gréssen als Zihler erhalten werden. Dieselben kénnen vermége 
der Gleichungen (12) oder auch (12) im Vereine mit A = 0 entweder 
an sich schon Null sein oder aber héchstens zu einer einzigen, von 
4 =0 unabhiingigen Relation Veranlassung geben (M. 371—374). 
Eine kurze Rechnung zeigt, dass diese Zihlerdeterminanten hier als 
blosse Folge der Gleichungen A = 0 und (12) verschwinden. 
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In wie weit nun freilich die Annahmen rv =0, N=O und 
e@ =0, R =O wirklich Integralgleichungen des Systems (8) bedeuten, 
mdge in den folgenden Abschnitten klar gelegt werden. 


Der Fall »X = 0, N=0O. 
6. 
Wird fiir die ganze Zeitdauer der Bewegung 
v=0, v= vy, = constans 


angenommen, so reduciren sich die drei Differentialgleichungen (8) 
auf die folgenden Gleichungen: 








jl 4 wo 

N= 0=|4 wy @}, 

ie @ 1 

le oi 
(13) —aVR=|e % mW |, 
om, t | 


(%—o")du = (A—we)dg. 
Von denselben ist die letzte eine lineare Differentialgleichung und 
liefert als solche integrirt 

uv, —Ao=DYy — Q’, 
und durch besondere Wahl der willkiirlichen Constanten 
Damo 
und Quadrirung: 
(u%—A Qe)’ — (% —9Q*) (%—A?) = 0, 

welche Gleichung gleichbedeutend ist mit 
(14) N =0 = (m—¢?) (1 — w*) — (A—we)?. 
Damit ist in der That erwiesen, dass N = eine Integralgleichung 
des System (13) ist. 


Ein zweiter Beweis kann auf Grund folgenden allgemeinen Satzes 
geliefert werden (M. 380): soll die Gleichung 


N = (v— 9") (1—u*) — (A—we)? 
eine Integralgleichung des mit (8) identischen Systems sein 


dy ¢ cy, 
dv _ 2 P/N, 


d Dp 
ae =VR, 
oe +e [(u,—e0)VN + (A—woe)/ RI, 
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so ist athens und hinreichend, dass die abgeleitete Gleichung 
ON dv aa $e ON du 
v= a + Ov dt dk sal du «dt 


entweder identisch gleich Null sei me aber als blosse algebraische 
Folge von N mit N zugleich verschwinde. Nun ist 


aNn _ ON 








— ; = — #, 
ON. a 
Fe = 2(hu—e); pe = 2(4o—uyr), 
N=0 : v= %, 
also wird 
N’=2(Au—oe)VR+ =Ce—f?) (a—wo) VR 

2VR 

= 2YF (au —e)(v— 02) + (he —nv)(A—H0)] 
2VR 

——— oN, 


wodurch in der That N’ zugleich mit N verschwindet. 

Es steht somit fest, dass die gleich Null gesetzte Determinante N 
des Gleichungssystems (8) eine Integralgleichung eben dieses Systems 
darstellt. 

Nun ist aber die Derminante N das Quadrat der Determinante N 
der Gleichungen (7), 

N=N’; 

wenn also N wihrend der ganzen Dauer der Bewegung fiir die Glei- 
chungen (8) gleich Null sein soll, muss es auch N fiir die Gleichungen 
(7) oder YN fiir die mit (7) ‘quivalenten Gleichungen (6) sein. 
Letzteres System ist aber durch die Integralgleichungen (3) hindurch 
den sechs urspriinglichen Euler’schen Gleichungen (1), (2) aquivalent. 
Es wird sich also fragen: erstens, ob tiberhaupt diese Aequivalenz auch 
jetzt noch statt habe, und, wenn ja, ob zweitens die Annahme 


2. £ 
(15) N=|Ap Bq Cr 
Oe. 








auch eine integrirende Lésung der Gleichungen (1), (2) bedeute. 

Was die erstere Frage anlangt, so tritt zu den drei Relationen 
(3) fir die Bestimmung von a”, 6’, c’ uun noch als vierte Relation 
N=0O hinzu, so dass im Ganzen vier Gleichungen fiir a’, b”, c’ 
existiren : 


a’? B24 oan I, 
a” Ap + b°Ba+c'Cr—Ai, 











wl 
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a’at+v'B+e'y—up, 





CIP a . 
Ap Bq Cr\= 
a p y 





worin die Determinante nichts anderes ist als die Discriminante der 
drei ersteren Gleichungen. 
Die Gleichungen (5), welche allgemein die Werthe von a”, b’, c’ 
liefern, gehen aber fiir N= /N = 0 tiber in 
a” N, — ApN, + aN, =0, 
b° N, — BaM+6N,=0, 
e’N, — CrN, + yN. =09, 
und man erkennt aus den Bedeutungen (5a) der N sehr leicht, dass 
in der That diese Ausdriicke die vier vorhergehenden Relationen ~ 
simmtlich erfiillen, dass also die Gleichungen (6), wenngleich sie sich 
merklich vereinfacht haben, doch noch den Gleichungen (1), (2) 
aiquivalent sind. 
Sollte freilich fiir die letztgenannten Gleichungen die Voraussetzung 
= 0 eine integrirende Lésung bilden, so miisste wieder 
ne aN da” |Bq Cr 


“ae tk 


aAp | 
x = 








es 


entweder an sich Null sein oder als blosse algebraische Folge von N 
zugleich mit N verschwinden. 


Setzt man aber in den Ausdruck fiir N’ die Werthe der Differen- 
tialquotienten aus den sechs Gleichungen (2) und (1) ein, so erhailt man 
b” ¢ Bq Cr Bq Cr| |b" & bY” ” 
qr| |B q | |B y BY 
Durch Ausfiihrung der Multiplication der Determinanten und Beachtung 
der Beziehungen (3), (4), (5), (5a) folgt hieraus nach kurzer Rechnung 


N =z 























+P.z 








, 


1 
N = Fe [tr — 09) 4e—er) + P(r — oe?) (1—*)], 
Soll also N’ gleich Null werden, so ist dies nur méglich, wenn die 
Beziehung stattfindet 
(16) (4, —@6) (Ag —pmr) + P(v— 9’) (L—w*) = 0. 
Nun hat aber das Verschwinden von N bezw. N auf die Gleichung 
(14) gefiihrt: 

(v% — 9°) (L—u*) — (Au—e) = 0. 

Es. bieten sich desshalb nur zwei Méglichkeiten dar beziiglich der 


Variabeln 9 und u (== mi): entweder es lassen sich die beiden 
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Gleichungen zu einer einzigen Combination verschmelzen, in welcher 
weder“g noch w vorkommt, so dass die bislang willkiirliche Constante 
v, einer Bestimmungsgleichung unterliegt — oder es werden g und uw 
beide constant. 

Die Untersuchung zeigt das Letztere: man hat nur noéthig, das 
sogen. Princip der speciellen Lage herbeizuziehen, indem man etwa 
einen Kérper annimmt, dessen Schwerpunkt auf einer Haupttrigheits- 
axe liegt (a2—B=—0, y=1), wihrend die Axe des anregenden 
Momentankriftepaars eine horizontale Lage hat (A=0). Dann nimmt 
wegen (4) 6 = @:C das obige Gleichungspaar (16), (14) die folgende 
Gestalt an: 


2 
(2 Pu — & +h) wr — P(r —¢%) (1—u*) = 0, 
v,(l—p’?) — & = 0. 
Der Werth von g* aus der zweiten in die erste Gleichung eingesetzt 
lisst fiir w eine biquadratische Gleichung erscheinen, deren Coefficien- 


ten unmdglich alle verschwinden kénnen, wenn nicht die Idee des 
rotirenden Kérpers ganz hinfallig werden soll. Es bleibt also nur iibrig, 
= Uy) = constans 
anzunehmen, was dann auch fiir einen Kérper allgemeiner Gestalt und 
Lage (a, B 20, 420) in Richtigkeit bleiben muss. Hiermit ist aber 
auch @ = @, = const. erwiesen, und es liuft also die Annahme N=0 
zusammen mit der Voraussetzung 
ray, Fas 
oder 
v=0, g =), 
d. h. auf einen speciellen Fall von Drehbewegung, wie er nach der 
Abmachung des § 5 hier nicht weiter zur Sprache gebracht werden soll. 

Sehen wir also von demselben ganz ab, so kénnen wir constatiren, 
dass, trotzdem die Gleichung (14) N =—0 als eine Integralgleichung 
des ,,reducirten Systems“ (8) feststeht, dennoch die Gleichung (15) 
N =O keine Integralgleichung der Systeme (1), (2) der Euler’schen 
Bewegungsgleichungen sei. 

Diese Thatsache beweist aber gerade, dass die Gleichung N = 0 
effectiv eine singulire Lésung des reducirten Systems (8) der Euler’- 
schen Gleichungen ist, indem sie eine concrete Illustration zu dem 
folgenden allgemeinen Satze*) liefert: 

Hat man ein System von » gewdhnlichen Differentialgleichungen 
1. Ordnung (1), (2) mit Hilfe von r bekannten Integralgleichungen 
(3) — aus denen durch Differentiation und Substitution der Differential- 


*) Die Kenntniss dieses Satzes verdankt der Verf. der Giite des Herrn 
Prof. A. Mayer, 
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gleichungen neue Integralgleichungen nicht hervorgehen — zuriick- 
gefiihrt auf ein System (6) von nur noch (nm — r) Differentialgleichungen 
1. 0., und besitzt dieses reducirte System (6) singuliire Lésungen, so 
gehéren diese im Allgemeinen doch keinem Systeme Lésungen der 
gegebenen Differentialgleichungen (1), (2) an. 

Nachdem so gezeigt ist, dass die allgemeine Annahme N = 0 sich 
nicht als Lésung der Euler’schen Originalgleichungen erweist, mdge 
noch hervorgehoben werden, dass die Form dieser Gleichungen (1), (2) 
singuliire Lésungen iiberhaupt nicht duldet. Denn die sechs Differen- 
tialquotienten von p,q,7, a’, b,c’ nach ¢ sind rationale ganze Func- 
tionen eben dieser Gréssen. Kine nach Massgabe der Einleitung zu § 5 
construirte Determinante A kann also unméglich verschwinden. 


Der Fall o =—0, R=0O. 
- 


Diese zweite der allgemeinen Voraussetzungen des Paragraphen 5 
vereinfacht das Gleichungssystem (8) in das folgende: 


1 A ow 
“= 2P\A v gy =2PYN, 
io ey 
|1 @ 6 
(17) R=0= Q YV Uy > 
G6 wf, T 
d i] 
(v— 09?) “Set = (tts ~ 009) “Ge 


Soll in demselben die Gleichung 


(18) R = (v— Q,”) (t—o?) — (wu, — 0) 9)? = 0 
eine Integralgleichung sein, so muss wieder 


C 
ok dx 
hank el” $k tee” 4 a ts 
2=TP; Qo, Mt 
entweder eine Identitiit sein oder eine blosse algebraische Folge von 
R=0. 

Die Untersuchung, ob sie ie: eine oder andere sei, wird aber 
diesesmal wesentlich ausgedehnter, wie im Falle v’ = 0, N=—0O, weil 
in der Determinante R ausser den drei unabhingigen Verkinderlichen 
v, @, noch die Gréssen 6 und t vorkommen, die erst durch », @, u 
ausgedriickt werden miissen. In Ausfiihrung letzteren Gedankens 
kommt uns nun die Relation (10) zu statten, laut welcher sich unter 
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Beriicksichtigung der Abkiirzungen (9) die Differenz t — 6? folgender- 
massen darstellt: 


c — ot ax {1 09) ([D — @) eo — [E— H] 6) — (» — 00°) (Co— 8) 
He, — F's 





Der Nenner Ho, — Fo kann offenbar nicht verschwinden, solange 6 
- als nicht constant gleich Hg, : F vorausgesetzt wird. Sehen wir von 
diesem Unterfall vorliufig ganz ab, wie wir andererseits auch durchaus 
an der allgemeinen Voraussetzung v — e720 des § 5 festhalten, so 
geht die Relation (18) iiber in 


(18a) R= o(G—[E—H)y+ Fy’) — o,(1—[D—G]n+ Hy’) = 0, 
worin 9 den Quotienten bedeutet 

os ee. 
(19) - aaceas ems Qo? 


Wir haben somit statt der drei urspriinglichen Variabeln v, uw, @ die 
drei Variabelu 9,, 6, 9 erhalten, die sich fiir die Untersuchung be- 
quemer erweisen werden. 


Fiir R’ wird demgemiiss zu schreiben sein 


,_ OR do eR dn. 
R at 





~ Oo dt 
Ks ist aber einerseits zufolge der Gleichung (19) 
adn du de dv 
—o,*?) + = — —— — 
(Y— 00") at dt % de ~ Vat? 
andererseits zufolge der dritten Gleichung (17) 
du, en 
ches 
also wird 
dn __—«=—_——_& ’ de 
° i v — e,? dt 
und 
ee oe de [<= _ _@ , OR] 
dt Lae vy — en? On 


Durch partielle Differentiation von (18a) bilden sich die Ausdriicke 
oe — 4 —(E—H]n + Fr’, 
R 
& =((D—Go, — [E—H]«) — 24(He,— Fo), 


durch deren Substitution also 


, d 1 m ™ 
R = 7-5= a? {(@—{E—H]n+Fx’)(v—o,?)—((D—G) oe, [E—H]s)o, 
+2(Ho,—F6) on}. 
Wir behaupten nun, dass der Ausdruck in der geschweiften Klammer 
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in der That als eine blosse algebraische Folge der Annahme (18a) 
R = 0 verschwinde. 


Zunichst kénnen wir noch R’ unter eben dieser Annahme in 
folgende Form umschreiben: 


, d 
(20) R= 4%. — (1D Gn + Hn?)(v—0,") 
— ((D— G]e,—[£—H]6)6+2(He,—Fo)on}, 
in welche nur noch die Differenz v — @,? als eine Function der drei 


Gréssen 9), 7, einzusetzen sein wird. Zur Bildung dieser Function 
aber dienen die folgenden Ueberlegungen. 


8. 
In den erweiterten Relationen (4), 

Ay+Be+Cr=p, 
Ap? +B +Cr =u, 

(21) dy Tn cape 
Apa + BqgB + Cry =e, 

pat gB+ ry=6, 

e+ P+ vol 





besitzen die Gréssen 





a, 6, Yo 
Ap, Bq, Cr, 
DP; q> r, 


als Unbekannte in den Gleichungen 
6, 4, 5, 
i ae 
5, 3, 2 
aufgefasst, siimmtlich als Determinante der Coefficienten die mit R = 0 


zugleich verschwindende Determinante P der Gleichungen (7), so dass 
zu den obigen 6 Gleichungen (21) noch als siebente hinzukommt 


CS ee 








w- eoe 
(22) P=|Ap Bq Cr|j=0. 

, ©..." 
Keine der angefiihrten 9 Gréssen kann aber — ihrer Bedeutung 
zufolge — unendlich werden, also miissen auch die simmtlichen 9 


auftretenden Zihlerdeterminanten zu Null werden, was insgesammt 
drei Tripel von Bedingungsgleichungen giebt, von folgender Form: 
Mathematische Annalen. XXXVII, 12 
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Bq Cr qr 6 y+ 

i. ° = (0) 

q . + Q F *|+ Bq Cr ? 
Bq Cr qr B Y 

‘ A a =0, 
Qo q . + F + My Bq Cr 
Bq Cr qr Bp y 

ai ‘ } aa. 
ao rl le yt * ‘| Be cr 














Diese drei Tripel sind aber nicht unabhingig: man hat nur ndthig, 
irgend eine der vorstehenden drei Gleichungen mit irgend einer ihrer 
Determinanten zu multipliciren, und die entsprechenden Gleichungen 
der zwei andern Tripel mit den entsprechenden Determinanten, um 
durch Addition entweder die Identitiit 0 = 0 oder aber die Ausgangs- 
bedingung (18) R — 0 zu erhalten. 

Aber auch die drei Gleichungen eines und desselben Tripels sind 
nicht unabhiingig von einander, indem in ihnen thatsichlich nur die 
Verhiltnisse der Determinanten auftreten , eine Ueberbestimmung aber 
ausgeschlossen erscheint, weil die Discriminante des Tripels, 


|1 @ « | 
Qn VY My 
6 uy, t 


keine andere als R und somit Null ist. 

Es bleiben also statt der erwihnten 9 Bedingungsgleichungen nur 
2 zu Recht bestehen. Aus diesen oder aus zwei mit ihnen dquivalenten 
Combinationen folgen die Verhiltnisse p:q:1r; die Zuziehung der 
Gleichung (21) fiir @, oder o giebt endlich definitiv die absoluten 
Werthe von p, qg, 7, und zwar in linearer Form. 

Dieselben lauten 


p= S (U—Bn] (1—Cy)), 
(23) $q = ** ((1—Cy] [1—An}; Q=—1—(D—@)y + Hy’. 
r= 7% (1—An)[1—By)), 


Dabei sind wieder die Abkiirzungen (9) verwendet, welche geschrieben 
wurden: 
ZzA=D ZA’? =G, 
ABC=F 
ZSBC=E ZTBCe?—H. 


Das Werthsystem (23) giebt offenbar Antwort auf die Zwischenfrage, 
in welcher Weise sich in dem hier vorliegenden Falle R =0 oder 




















Ueber die Euler’schen Bewegungsgleichungen. 171 


P=0 die Winkelgeschwindigkeiten p, q, r durch die eingefiihrten 
Variabeln v, @, uw, oder den daraus ableitbaren Variabeln oe, 6, 7 
sich darstellen méchten. Zur Giltigkeit desselben ist erforderlich, dass 
es sowohl die Gleichung (20), als auch die fiinf ersten Gleichungen 
(19) befriedige d. h. dass es zu zwei und nicht mehr als zwei Be- 
dingungsgleichungen zwischen den v, 0, u,6,t Veranlassung gebe: 
die eine der letzteren wird sich tiberdies decken miissen mit der Re- 
lation (10), wahrend die andere eben die von uns gesuchte Gleichung 
darstellen muss, aus der wir v — g,” in Function von g,, 6, 7 berechnen 
kénnen. 

Wie man sich nun sofort iiberzeugt, erfiillen die Werthe (23) 
sowohl die Gleichung (22) als auch von den Gleichungen (21) jene fiir o. 

Dagegen fliessen nach einiger Rechnung aus den vier anderen 
Gleichungen (21) die Beziehungen: 


Q 
Qo =G—(E—HA)n+ Fr’, 


py. 2 =(DG—{E—H)})+2(F—EG)y+(E[E—H}—F[D—G]+2F@)y? 
—2F(E—H)y+ Fy}, 
u,- 2 = G—2(E—H)q+(D[E—H)+[F—EG]+2F)x? 
—2F(D—G)7+F Hn. 
(24) t. 2; =1—2(D—@)n + (D[D— G@]—[B—H] 42H)? 
42(F— DH)y+(EH—F[D—G))y, 
(v—g,2): 5 =(G[D—G]-|E—H])+2(F -GH)y+(H[E—H]—F (D—G)?, 


Qe 


(uy mages Qy9): on = ” ” ” 
Q? 
("—o)- a= ” ” ” 
Auf Grund derselben wird 
ee 
—— N, 


(t — 6?) (v — Qo”) = (4, — @ 9)’, 
6 (G—[E— H]y+ Fy’) = e2 = o(1—[D—G]n+Hn’), 
so dass in der That die Gleichungen (19), (18) und (18a) erfiillt sind, 
und durch die beiden letzteren hindurch auch die Gleichung (10). 
Als die einzige noch unabhingige Beziehung des Systems (24) 


wihlen wir die folgende: 
2 
(1—[D— @] 1+ Bx?) (»— @.") = gp =a EE 
‘{(@[D — @] —[E—H)) + 2(F—GH)y + (A[E —H] — F[(D—G))9"}, 
um solche nunmehr direct fiir die Gleichung (20) verwerthen zu kénnen. 
12* 
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9. 


Setzen wir den vorstehenden Ausdruck in eben diese Gleichung 
ein und ordnen nach 6, so schreibt sich dieselbe 





, ds eo 
ahek we. 
«{ (G[D—G@)]—[E—H])+-2(F—- GH )y+(H| E—H]—F[D-G))n?-+-((E—-H |—2 Fn) 
‘(1—[D—G)n+-Hn*) } +eo(2Hn—[D—G)}) -(t\—[D—@]n+Hn*) 
1—[(D—G@]n+H7? 





Der zu 6 gehérige Factor zieht sich aber zusammen auf das Product 
([D — @]—2H») (G—[E—H)n+ Fx’), 
also geht die obige Formel tiber in 


R= 48 el(D—G] — 2H) 0G —[E—H) n+ Fn!) eo (DG) n-+ Hn) 


dt" V— Qo" 1—[D—G@)n+H7? 
d. h. also in 

dé e({[D—G]—2Hn) R 
OO) Rm aE ek TI D= Gn FI 


Es verschwindet sonach: R’ zugleich mit R, und zwar fiir die all- 
gemeinste Annahme des rotirenden Kérpers. 

Die ganze Entwicklung fusste dabei auf der Voraussetzung, dass 
neben g, nicht auch noch die Grésse 6 eine Constante sei, speciell 
gleich Ho,: F; @ und 6 aber beide als constant angenommen, weisen, 
wie sehr einfach gezeigt werden kann, auf den Fall der Bewegung 
eines Gyroscops oder auch wieder auf den Specialfall gleichformiger 
Drehbewegung parallel der Horizontalebene. 

Nachdem somit constatirt ist, dass die Gleichung R =O ganz 
ebenso wie jene N =O eine Integralgleichung der reducirten Form 
(8) der Euler’schen Bewegungsgleichungen ist, wird es sich wieder 
darum handeln, zu entscheiden, ob, da R= P? ist, auch die Deter- 
minante (7) P, gleich Null gesetzt, eine Integralgleichung des Glei- 
chungssystems (7) oder (6) abgebe. 

Ist freilich die Gleichung R = 0 eine singulire Integralgleichung, 
so wird die singulire Liésung P = 0 eben dieser singuliren Integral- 
gleichung im Allgemeinen keine integrirende Lisung der genannten 
Systeme sein. Und wenn sie es nicht ist, beweist dies gerade die 
Existenz der Singularitit der Integralgleichung R = 0. 


10. 


Wir fiigen zu den drei Gleichungen (6) noch die beiden Bedingungen 
@ = e@, und P = 0 und erhalten so folgendes System: 
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SP = (BC) ar + 4 ((Ap—ae)VN + Mi(BCr—yBq)], 
aa (C— ant k [(Bq—Ba)VN + Maly Ap— «Or)], 
(26) ) tr 





= (A— B)pgq ++ (Cr — yq)VN + Ni(aBq—BAp)], 
0) = Apa + Bap+ he 
Po = 0=2a(B—C)qr=ZAp(yq—Bbr)=—LZp(BCr—y Bq). 


Durch Differentiation von P erscheint 








Pe Em EAP | yg — Br) + BOB |. 


Setzen wir fiir diesen Abschnitt voraus, dass die simmtlichen Elemente 
der Tripel 
P, q, ’; 
A—B, B—C, C-—A, 
a, B, v 


von Null verschieden seien, so schreibt sich identisch 





Cr—yB P—a(B—C 
(yg—Br) + $Y At = as ar, 
also wird 


‘ aP dAp P—a(B—C)qr 
(27) Pam Sa St. in 





In die rechte Seite dieser Gleichung sind die Werthe fiir die Differen- 
tialquotienten aus den drei ersten Gleichungen (26) einzusetzen, so 
soll also dieselbe entweder an sich schon Null sein oder aber mit P 
zugleich verschwinden. 

Jene Werthe bestehen nun in Summen von je zwei Summanden, 
also erscheint auch fiir P’ eine zweigliedrige Summe. Das zweite Glied 
ist dabei mit dem Factor P des Directionsmomentes der Schwerkriifte 
behaftet, waihrend das erste als Constante nur die von der Gestalt des 
Kérpers allein, von P jedoch nicht abhingigen Gréssen A, B, C a, B, y 
enthalt. An ein identisches Verschwinden ist also hier ebensowenig 
zu denken, als es im Falle N = 0 fiir die Gleichung (6) statt hatte — 
dafiir biirgt eben das Auftreten des Werthes P; P’ aber schlechter- 
dings gleich Null gesetzt, liefert zu den zwei letzten Relationen (26) 
noch eine dritte, welche im Verein mit diesen fiir den allgemeinen 
Fall des rotirenden Korpers, p, q, 7 simmtliche als constant liefern 
wiirde. Es bleibt also nur die einzige Moglichkeit noch, dass die 
beiden Summanden der zweigliedrigen Summe P’ einzeln fiir sich ver- 
schwinden, und zwar eben als blosse algebraische Folgen der angenom- 
menen Gleichung P = 0. 
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Es muss also erscheinen 
=(B—C)qr- =e 
(28) 


P—a«(B—C) P—a(B—C 
YN. 2(Ap—aqy) "BOM" +, 2{Or—yBq)°—*B— Or _0, 


Betrachten wir von diesen beiden Bedingungen zuniichst die erstere, 
so ergiebt dieselbe fiir P = 0 folgende Relation in p, q, r 
ZaBC(B—C)¢r? = 0; 
P = 0 selbst aber wurde bereits im Systeme (26) in die Form gebracht 
2a(B—C)qr=0. 
Fiihren wir in diese beiden Gleichungen die Abkiirzungen ein 
a(B—C)qr: B(C—A)rp:y(A—B)pqa =p, : 4:7 
Ae’ (B—C)=A 
Bp*(C —A) =B, 
Cy(A—B) =f, 
so schreiben sich dieselben 
Brp,* + TAg,* + ABr,? = 0, 
Ar a + r, =0. 


Da von den Constanten A, B, [ nach der eingangs des Paragraphen 
getroffenen Festsetzung keine verschwinden soll, so folgt hieraus 


1? 


r r 
— =constans, — — constans 
Pr n 
und hieraus wieder 
g = constans, a = constans. 


Soll aber die Substitution der letzteren Werthe in die vierte Glei- 
chung (26), 


0 = Apa + Bap + Cry 


nicht r = constans und damit den Fall gleichformiger Drehbewegung 
liefern, so muss entschieden sowohl 


0) = VU 


A(?)a+ B(4)6+C7 =0 


als auch 


genommen werden. Letztere Gleichung aber schreibt sich in p,, q,, 7, als 
Prd + Agr, + Brip, = 9, 


so dass wir nunmehr drei Gleichungen, in diesen Variabeln geschrieben, 
besitzen: 
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Brp,? + TAg + ABr = 0, 
Tyg, + Agr, + Brig, =0, 
Ata tr, =O. 
Sollen dieselben mit einander vertriiglich sein, so mtissen, wie sich 
einfach zeigen lisst, die Coefficienten A, B, [ die Bedingung erfiillen 
0 = DA? — 2=5BF 
= (A+B—Tl)? — 4AB 
= (B+lT—A)? — 4Br 
= ([+A—B)? — 4A. 
Auf Grund einer dieser gleichwerthigen Bedingungen aber ergeben 
sich die Werthe 


7 a 
2 8B 


welche leicht auf ihre Richtigkeit zu controliren sind. 
Zufolge des Zusammenhanges der Variabeln p,, g,, 7, mit den 
friiheren Verinderlichen p, q, r folgt hieraus 


(42 — (40-2 1. Pa 48-9) 
Cr/ —LCy(A—B) * p, C(4—B)” 
Bay [ BRO— A), uP BOA) 
Cr/—LCy(A—B) C(A—B) 
Hiedurch wiirde aber das Quadrat v der Grésse des anregenden 
Kriaftepaars, 
v= A p+ BPY’+ Cr =0 
werden, was abgesehen davon, dass dieser Fall analytisch unter die 
friihere Méglichkeit + = 7, fiele, geometrisch sofort gegen die Idee 
eines rotirenden Kérpers verstésst , indem die Gleichung fir p, q,r 
nur die reellen Werthe 

p=0, q=0, r=0 
zulasst. 

Ohne also die zweite der Relationen (14) auch nur in Betracht 
zu ziehen, kénnen wir behaupten: Trotzdem die Annahme R = 0 sich 
als Integralgleichung des Systems (8) der dynamischen Gleichungen 
erweist, ergiebt deren singulire Lésuug P = 0 keine Integralgleichung 
des Systems (6) jener Gleichungen. 


11. 


Im Gegensatze zu der ausdriicklichen Annahme des vorstehenden 
Paragraphen, dessen Erérterungen nur fiir Kérper allgemeinster Gestalt 
Giltigkeit besassen, sollen nun solche specielle Voraussetzungen zur 
Sprache kommen, welche die Gleichung P = 0 derart modificiren, dass 








1 
| 
| 
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die allgemeinen Schlussweisen der vorhergehenden Zeilen nicht mehr 
zur Anwendung kommen kénnen., 

Nach dem Gesagten ist dies der Fall, wenn irgend welche Grossen 
aus den drei Tripeln 

P; q; "5 
(A—B), (B—C), (C—A); 
a, B, ? 

zu Null werden. Nun zieht aber vermége der eigenartigen Form des 
Ausdruckes von P irgend eine der Annahmen p = 0, q = 0, r = 0 eine 
zweite solche nach sich, oder, wenn man diese ganz speciellen Még- 
lichkeiten ausser Betracht lisst, das Verschwinden eines der Elemente aus 
den zwei letzten Tripeln, so dass sich die Untersuchung auf den Eintritt 
dieser letzteren Eventualititen allein beschriinken kann. 

1. A= B, der Kérper besitee zwei gleiche Haupttragheitsmomente. 

Dann nehmen die Gleichungen (26) die Form an 
CAP = (A—C)art x [(Ap—ae))VN + Mi (BCr—7 AQ], 
ai = —(A—C)prt x (Ag—Be)VN+Mi(y 4p— «Cr)), 
29) 4 7 = 
” ea y, Cr —ve0WN + Ni(adq —6Ap)], 
% = A(pa+qs)+ Cry, 

P —0 = (A—C)r{aq —Bp); 

P wird aber Null, wenn 








1. r=0Q, 


2. ag — pp =90 
ist. 


ad 1. Fiir die Voraussetzung = 0 schreibt sich die dritte Glei- 
« 6 


chung (29) 
P —_— 
= - — VA ° 
0 N, YOVN+™, Ap Aq 


Da das Directionsmoment der Schwerkrifte niemals Null ist, wenn 
nicht der Kérper um seinen Schwerpunkt rotirt, so muss also der 
Ausdruck in der Klammer verschwinden. Setzt man fiir die N ihre 
Werthe aus dem § 2 ein, niimlich 


N = (v— @,") (1—u*) — (A—p@,)*, 
N, a Qo" 








Ni =1— wa 


und quadrirt unter Beriicksichtigung der fiir r= reducirten Ab- 
kiirzungen (4), so kommt zunichst 


Qo? [(v — Qo”) (1 —u*) — (A — w@y)*] = (A—urQ,)* [v(1— y”) — @?]. 
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Diese Gleichung kann nach Weghebung der von Null verschiedenen 
Differenz v — g,? nach mw aufgelést werden und liefert 

HQ — A(L—7*) = Voy — 47 (1— 7’). 
Soll neben g nicht auch mw constant werden, so ist entweder 9, = 0, 
4A=0 oder 9, = 0, y=1 (a=f6=—0) zu wihlen. A= B, r =O, 
0) = 0, 4=O0 aber bedeutet eine specielle Annahme des spiiter zu 
erwigenden allgemeineren Falles 9, —0, 4—=0, wihrend A = B, 
«= fB=0, @), =—0 eine specielle gyroscopische Bewegung darstellt. 

ad 2. Wird der andere Factor von P gleich Null gesetzt, 
ag— pp=0, 

so wird 4  gleichbedeutend mit 





4a ae —— (A—C)r(ap+6a) 


+ +y- ((Aga—A v8) VN + (41 e)(7 Cr). 


Soll aber diese Gleichung mit der Differenz ag — Bp gleichzeitig ver- 
schwinden, so ist dies nur méglich, wenn 


a=B=0, y=1(Q) = Cr) 
A=(C, A=q,=—0 


genommen wird. Die erstere Méglichkeit aber charakterisirt im Verein 


mit A — B die Bewegung als diejenige eines Umdrehungskérpers um 
einen Punkt seiner Umdrehungsaxe d. h. den allgemeinen Fall der 


Bewegung eines Gyroscops, die letztere nur einen ganz speciellen Fall 
einer solchen, namlich eine Pendelbewegung. 


Il. y=0, der Schwerpunkt des Korpers liege in einer Haupt- 
triigheitsebene durch den Unterstiitzwngspunkt. 
Dann gewinnen die Gleichungen (26) folgende Gestalt: 


(ta? —(B— C)qr+ x [(Ap—aqy) VN + MaBCr], 


dB ° P : aes 
T= (C — Alp + x (Ba—Be) YN — Mer), 


(31) \< 
ee ta B)pq+ 4 [CrYN + Ni(aBq — BAp)I, 


Qo = Apa + Baf, 
| P=0=—r|a(B—C)q — B(A—C)p}. 
Es verschwindet also diesmal der Ausdruck P fiir 
1 r=_Q0, 
2. a(B—C)q — B(A—C)p = 0. 
ad 1, Die dritte Gleichung (30) liefert fiir r= 0 im Vereine mit 


oder wenn 
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der vierten Gleichung fiir g@,, wie leicht zu erkennen ist, nur dann 
nicht p und q beide constant, wenn (2 = 6 =O ist wegen y = 0 
unméglich) 
A=B, qa=—i4=—0 
vorausgesetzt ist, was wieder eine besondere Annahme der allgemeineren 
Moglichkeit g, = 0 bedeutet, die im Nachfolgenden besprochen ist. 
ad, 2. Soll hingegen fortwihrend 
a(B—C)q — B(A—C)p =0 


bleiben, so muss, damit aus dieser Gleichung und 

Apa + Bap= 
nicht wieder p und g Constanten gleich werden, nothwendig die Deter- 
minante der Coefficienten verschwinden: 

Aa(B—C)+ BB(A—C)=0. 

Nach bekannten Sitzen aus der Lehre vom Trigheitsmoment erhilt 
man aber das Trigheitsmoment G des kérperlichen Systems um die 
Figuraxe, wenn man die Summe bildet aus den drei Haupttrigheits- 
momenten, jedes multiplicirt mit dem Quadrate der Neigungscosinus 
zwischen den Hauptaxen und der Figuraxe. Da der Cosinus y Null 
ist, so reducirt sich G auf 

G = Ac? + BB’, 
es schreibt sich also die angegebene Coefficientenbedingung 
(31) CG —AB=0 
d. h. es miisste das Trigheitsmoment des beweglichen Koérpers um die 
Axe der Figur die vierte geometrische Proportionale bilden zwischen 
den zwei Triigheitsmomenten um die Hauptaxe der Ebene, in der der 


Schwerpunkt liegt, einerseits und dem dritten Haupttriigheitsmomente 
andererseits. Nun wird 


dP _ @(B—C) aBq 








— , oer ees 
A—C)(B—C = ’ ’ 
= — A ort x [{a(B—C)q—B(A—C)p} YN 
A—B)C W 
+ 2B ens oVN— 


N, - £5 {Aa?(B—C)+BC?(A—0)} |- 


Soll die rechte Seite unter den oben getroffenen Annahmen zu Null 
werden, so ist hiezu, wenn man von bereits abgewiesenen Méglich- 
keiten absieht, einzig und allein néthig 


(32) % = 0. 
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12. 


Reduciren wir, zur Weiterbehandlung des Problems, die Glei- 
chungen (30) auf Grund der Annahmen (31) und (32), so gehen die- 
selben tiber in 


(4 4P — (B—C)qr += [ApYN+ ager], 


434 — (C—A) p+ 2 (Bay F-r00n1, 
(33) be 
OT = (A—B)pq+~ [Cr Y/N—A(a Bq —B.4p)], 

O== Apa + BaB, 
.  —O= Aa?(B—C) + BR(A—C)=AB— CG. 
Von den drei hier stehenden Differentialgleichungen kann nun zufolge 
der zwei nachfolgenden Festsetzungen eine direct wegbleiben. Eine 
zweite kann sodann in Wegfall kommen, wenn wir in das System die 
bekannte Combination einfiihren, die zur Entstehung der ersten Glei- 








chung (8) Veranlassung gegeben hat, niimlich a. Wegen 9, = 0 
schreibt sich dieselbe nunmehr einfacher als 


sey —VN=Vo—#) —®. 
Es ist nun nach den Ausdriicken (4) 
= Ayp+Be+Cr= 2Pp +h, 
vy = A®p? + Beg? + C?r*, 
C(2Pu+h) —v = Ap?(C—A) + By (C—B), 
was laut der zwei letzten Gleichungen (33) Null ergiebt, so dass 


_ »—Ch 
= —“SPo 


erscheint. Dadurch wird aber fiir ¢ das elliptische Differential in v 
erhalten 


(34) dil en --1sxeneameeliiameaiamaiants 
Vf Cg) |=” 
woraus durch Integration und Umkehrung v als elliptische Function 
von ¢ erhalten wird, 
(34a) v= Fit). 
Setzt man aber aus den Gleichungen 
vS=ApP+ Be+ Cr = Fi), 
Q% = Apa + Bap 


also 
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die Werthe in r und ¢, welche hieraus fiir p und q erfolgen, in die 
einzige noch bleibende pte wcieane ein, z. B. in 

dC 
Ty = (A—B)pqt = [Cry N — a(aBq — BAp)}, 


so entsteht aus ihr eine Didheentialelolehang mit nur zwei Variabeln, 
v und ¢. Die letztere schreibt sich, sobald man von den Festsetzungen 


Ps = pYv-sin§g, 





(35) =—a/v-sin §, 

a = yVv-cos§ 
Gebrauch macht, wie folgt: 
(36) re e*) ~ y* sin § — Pa, 


und stellt also nach Substitution von v= F(¢) eine Gleichung dar 
zwischen der Zeit ¢ und einer Hilfsvariabeln &. 


Offenbar kann deren Integration fiir 4 = 0 sofort geleistet werden, 
indem hiefiir 








‘ d— _ap(A—B) a §(A—B) dy 
(37) sng AB ‘Vodt= “ABP / ~ fe—Oh\s 
['- Cae) 
erfolgt, welche Differentialgleichung auf Kreisintegrale fiibrt. 
Die Verfolgung des Problems von hier ab wiirde das Ziel, das 


sich diese Note gesteckt hat, iiberschreiten und mag also einer anderen 
Entwicklung vorbehalten bleiben. 


13. 


Fassen wir die Ergebnisse der Untersuchungen der Paragraphen 
6 bis 12 nunmehr zusammen, so kénnen wir Folgendes aussagen: 

Fiihrt man in die Euler’schen Differentialgleichungen fiir die Be- 
wegung eines starren Korpers um einen festen Punkt statt der 6 darin 
vorkommenden abhingigen Veridnderlichen: p, q, r der Winkelgeschwindig- 
keiten um die Hauptaxen und a’, b’, c’ der Neigungscosinus der Haupt- 
axen gegen die Verticale — als abhiingige Verdnderliche ein: 1) das 
Quadrat v der Intensitiét des angreifenden Momentenkraftepaars , 2) den 
Antheil @ dieses Paares um die Figurazxe, wnd 3) w den Neigungs- 
cosinus zwischen den Axen der Figur und der Verticalen, so reduciren 
sich jene sechs Differentialgleichungen auf drei. 

Fiir dieses reducirte System giebt es zwei Annahmen allgemeinster 
Art, welche sich als singuldére Lisungen desselben erweisen: die An- 
nahmen, es migen wiihrend des ganzen Verlaufes der Bewegung I. die 
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Intensitit des Kriftepaares, oder II. dessen Antheil wm die Figuraxe 
constant bleiben. 

Diese Lisungen fiihren jedoch, solange an der Allgemeinheit der 
Gestalt des Korpers festgehalten wird, nicht auch auf Lisungen der 
Euler’schen Gleichungen in der urspriinglichen Form. Die leteteren 
kénnen iiberdies singulire Losungen tiberhaupt nicht besitzen. 

Dagegen sind auch die Euler’schen Originalgleichungen lisbar fiir 
die specielle Voraussetzung II, dass erstens der constant bleibende An- 
theil des Kriftepaars liings der Figuraxe sowohl als lings der Verticalen 
stets Null sei, und dass zweitens der Schwerpunkt des Korpers sich in 
einer Hauptebene durch den Unterstiitewngspunkt befinde, wiihrend das 
Triigheitsmoment wm die Axe der Figur die vierte geometrische Pro- 
portionale bildet zwischen den Haupttriigheitsmomenten um die Haupt- 
axen der ausgezeichneten Ebene einerseits und dem dritten Haupttrdgheits- 
momente andererseits. Die Lisung fiihrt auf elliptische Functionen. 


Bamberg, im Januar 1890, 











Démonstration de l’intégrabilité des équations différentielles 
oD 
ordinaires. 


Par 


G. Peano 4 Turin. 


Soit donné le systéme d’équations différentielles, ramené a la forme 
normale: 


dz. 
rg = Y(t, 2, +. +) Tn), 


dz 


— Pn(t, L,,- +.) Ln), 





od les g,,.-., Ma sont des fonctions continues aux environs de 
t=—b, x, = ,..-, 2, —=a,. Dans cette Note on prouve que |’on peut 
déterminer un intervalle (b, b’), et, dans cet intervalle, » fonctions 
%,-..2,_, de ¢, qui satisfont aux équations données, et qui, pour t= b, 
prennent les valeurs a, ... @n.*) 

Toute la démonstration est réduite ici en formules de Logique, 
analogues aux formules d’Algébre; car, bien qu’elle ne soit pas difficile, 
son développement complet avec le langage ordinaire serait d’une 
complication excessive. 

Dans la premiére partie on explique les notations introduites, et 
Yon développe quelque théorie dont dans la suite on doit faire usage. 
La deuxiéme partie contient la démonstration du théoréme. 


*) La démonstration de l’intégrabilité des équations différentielles, indé- 
pendente de la théorie des imaginaires, laquelle exige des conditions restrictives 
speciales, a été donnée par Cauchy, et (incomplétement) publiée par Moigno 
Legons de caleul diff. et de calcul intégral, 1844, Vol, 2°, p. 385—454 et 513—534. 
Elle suppose l’existence et la continuité des dérivées partielles des m par rapport 
aux 2 Elle a été ensuite donnée par diverses auteurs, sous des conditions 
restrictives quelque peu différentes, et dont nous parlerons dans la suite. 
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Premiére partie. 


§ a. B 
Explication des signes 
K (classe), - (et), uv (ow), —(non), « (est), = (est egal), ¢ (est contenu 
ou on déduit), A (rien ou absurde).*) 


1. Nous écrirons K au lieu du mot classe (variété, ensemble d’étres 
quelconques, Klasse). 
Si a, b, e sont des K, alors: 


2. anbae signifie «la classe commune a a, b, c». 

3. abe »»  €@abne> lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité a craindre. 
4. avubve  ,, «la plus petite classe contenante les a, b et c». 

5. —a » «la classe des non a». 

6. zea - «# est un a». 

7. 2, yea ip «x et y sont des a». 

8 a=b » «les classes a et b sont identiques». 

9 agb » «la q@ est contenue dans la b» ou «tout a est b». 
10. A » «Tien» ou «la classe nulle», Ainsi ab= 4 signifie 


«nul a est b». 
Si a, b, ¢ sont des propositions, alors 


ll. anboe signifie «laffirmation simultanée des propositions a, b, c». 
12. abe »  «anbne» 


13. avbve ,, «une au moins des a, b, ¢ est vraie». 


14, -a@ »  «lanégation de a». Si la proposition a contient un 
des signes de relation 9, =, ¢, etc. il est plus commode d’écrire 
le signe de négation — avant le signe de relation. Ainsi nous 
écrirons a— = b au liew de —(a = b), et =e a@ au lieu de 
—(xea)ou ze—a. Ainsi, si a et db sontdes K, ab=—, 
signifie «quelque a est b». 





*) On doit & Boole l'étude des opérations et relations de Logique. Ces 
questions ont été ensuite étudiées par plusieurs Auteurs, Voir l’intéressant ouvrage 
E, Schriéder, Vorlesungen tiber die Algebra der Logik (Eaxacte Logik), 
Leipzig, 1890; 
dont le premier volume vient de paraitre. 
Jai déja réduit en formules les propositions de quelques théories, dans mes 
Arithmetices principia, nova methodo exposita, Turin 1889; 
Principii di Geometria, logicamente esposti, Turin 1889; 
Les propositions du cinquiéme livre d’Euclide, réduites en formules, 
(Mathesis, t. X); 
publications auxquelles je renvoie le Lecteur pour des plus amples explications. 
Le signe ¢ est la lettre initiale de éoré; les signes g et 4 sont les initiales 
renversées des mots contient et vrai. 
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15. a=b  signifies«les propositions a et b sont équivalentes ». 
16. agb » «de la a on déduit 6» ou «si a, alors b». 
17. A »  «absurde», Ainsi a—b = Q signifie ao b. 
Si a, 6 sont des propositions contenantes des lettres indéterminées 
x, y,.-. alors: 
18. a2 signifie «quelque soit 2, de a on déduit bd». 


19. a Oxy b » «Sia, y satisfont 4 la a, ils satisfont aussi 4 la b>. 

20, a=, b » «pour toutes les valeurs de x, les propositions 
a et b sont équivalentes ». 

21. a=—=,, signifie «la condition a n’est pas, en regard de a, absurde» 
ou «il y a des x qui satisfont 4 la condition a». 

Nous séparerons les différentes parties d'une formule au moyen 
des parenthéses, selon l’usage. Mais, pour séparer les propositions 
partielles d’un théoreme, on adoptera les points .: ..:: ete. Pour 
lire une formule divisée par des points, on unira d’abord les signes 
qui ne sont pas séparés par des points, puis ceux qui le sont par 
un, puis ceux qui le sont par deux, etc. Ainsi 


ab.cd:ef.g..h.kl signifie {[(a@b) (cd)] ((ef)g]} [h(k)). 


Lorsqu’une formule n’est pas contenue dans une seule ligne, elle 
se continue dans la suivante, un peu a droite. 


Exemples. 
1. 3 «Nombre premier». 
2. «Multiple de 6» 9g «Multiple de 2». 
3. «Multiple de 6> — «Multiple de 2» , «Muitiple de 3». 
Dans les exemples suivants, au lieu des mots «quantité réelle» 
nous écrirons q. (Voir le § b). 
4, a,beq.g.ab=—ba. 
«Si a et b sont des quantités (réelles), on a ab—ba». Iei les 
points divisent la proposition en hypothése, signe de deduction, et thése. 
5. a, beqg.0?+h—0:g:a=—0.b=—0. 
6. a,beq.ab=0:9:4a=—0...b=0. 
7. a,b,ceq.cm=—O0:g:ac=—be-=-a=—b. 


Dans les ex. 5, 6,7 les : divisent les propositions en trois parties; 
les hypothéses et théses sont complexes; la thése de 7 est l’égalité 
logique entre deux égalités algébriques. 

Quelquefois il convient de considérer la formule ternaire a 9 b 
comme un composé binaire de a et o db, ou de ag et bd. 

8. abayeq.ge-ec+y=—a.x—yo=b: =—=:2ea—at+bhb.2y 
=a—b. 
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Ici le signe .. décompose la proposition en deux parties; la 
premiere est formée de l’hypothése et du signe de deduction. La partie 
qui suit .*.-est la these; elle est décomposée par les : en trois parties, 
les deux membres d’une égalité logique, et le signe d’égalité. 


9. abled, U,éeq: veq.97.4%+ba+e—madr7+4+¥aet+e 
“Q:a=sa.b=).c=—ce. 


«Ktant a, b, ¢, a’, b’, c des nombres, si, quelque soit le nombre 
x, les deux trindmes az*?-+--- et ax? +--- sont égaux, alors. ..». 


10. abeq.go::veq.2+ar+b—0:—e=—, 4“. =-a?—4b>0. 
«Si a et b sont des nombres réels, la condition nécessaire et 


suffisante pour ]’existence d’une racine réelle de l’équation 2? + az+b=0 
est a? — 4b > 0>. 


ll. a,boa,Veq.gu.a,yeq.axr+by=—0.ae¢+by=—0:2 
—-=O.0-ye= 0. —ny Ati =—-ab—ab—0. 


12, a,beeq.a>O.leqigw.méeq veg. ¢>m:ioz.ax 
+ bated 1::——nA. 


«Soient a, b, c des quantités, dont la premiére positive; soit 7 une 
nouvelle quantité. Alors il existe un nombre m tel que, pour toutes 
les valeurs de «x supérieures & m, soit az*?+ bxa+e> 1; ou 
«ax? + bx-+e devient infini en méme temps que 2». 

Les notations ci dessus expliquées suffisent pour exprimer toutes 
les relations de logique entre individus, classes et propositions, les- 
quelles dans le langage commun sont representés par un trés grand 
nombre de mots. Toutes les propositions d’une science quelconque peuvent 
s’exprimer au moyen de ces notations, et des mots qui représentent 
les étres de cette science. Elles seules suffisent pour exprimer les 
propositions de Logique pure. Nous en écrirons ici quelques unes, 
comme exercice: 


1, aeK.g.aga {quod est, est}, 

2. a,b,ceK. agb. boc:g. age {syllogisme } , 

3. aeK.g:aa—ma. ava=a —(—a)=—a. d-a4=\.aA—<,. 
avA =a. 

4- a,beK. g:ab=—ba. avb=bva abgaagavh. =—(anb) 
= (-a)u(=2). (ab) = (=a) 4 (-d). 


5. a,b,ee K. 9:(ab)e=a(be) abe. (avb)ve=au(buc) = avbve. 
an(buc) = (anb)u(anc). au(bac)=(avub) a (ave). 
6 abe K. gp..agb. —:rea. or red. 
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La correspondance entre les signes ,, vu, ¢,... et les mots et, 


ou, est,... est seulement approchée; car les signes ont toujours la 
méme signification, ce qui n’est pas des mots dans le langage commun. 


§ b. 
Signes Q, q, 4, & t, qn, m. 
Nous poserons: 
== «quantité positive» ou «nombre positif». 
q = «nombre réel fini». 
9 «les nombres x qui satisfont 4 la condition 0< <1». 
o 4, od t et 4, sont deux q, — «les nombres compris entre 


. 


t, et t,, ot égaux a l'une des limites». P. ex. on a 6=07 1. 
5. Qa = «nombre complexe d’ordre n».*) 

On appelle nombre complexe d’ordre m le systéme de m nombres 
réels. Nous désignerons par (x,, 2, -..., 2») le complexe formé des 
nombres 2,, %, ..., %,,» qui s’appellent les élements du complexe. 
On définit l’égalite de deux complexes = (2,, %»,...) Zp) et Y=(Y 1, Yoy ++) Yn), 
leur somme et différence, le produit du complexe x par un nombre 


réel a, le complexe 0, et le module, mod x ou mz, du complexe z, 
comme il suit: 


> $ fo = 


6 fey Hit — HY. Gy = YoQ,.--) Ln = Yn- 
Te wy = EM, Sz. Yo» - ++) nt Yn). 
8. ax = (a%,, AX, ..., GXn). 

9. O=(0,0,..., 0). 


10.0. me=+Yy2? +2, +4+---+2,?.*) 
Si x eq, mz réprésente sa valeur absolue. 


Les plus importantes propriétés des nombres complexes sont données 
par les formules suivantes: 





ll. 2éeqn..9.%7=—2. 

12. wyéeqn.-t—y:9-y=Z. 

13. 29,28 Qn. 2=—Y.Yor*:9.¢2—2z. 
14. 2, yYéqn.Q-2+Y Eqn. 


*) Ici les nombres complexes sont introduits seulement pour simplifier les 
formules, car ils permettent d’écrire une lettre seule et une équation seule au 
lieu de m lettres ou de m équations, Des propriétés énoncées quelques unes sont 
évidentes; les autres sont démontrées dans ma Note Intégration par séries des 
équations différentielles linéaires, Math. Ann. XXXII, p. 450. 

**) On pourrait aussi définir par mz, la plus grande des valeurs absolues 
des élements de x; alors les propriétes des modules sont presqu’ évidentes. 
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15. 2yeqn.Q-@t+y=my4+e. 

16. 2,y,2@qn-Q.(@+y) + 4#=—2+ (ype) —2+y+2. 
17. 2, Y,2@ Qn. ty: 9Q.rp+emy+t+e. 

18. Eqn. dé&GQiQ.axveqn. 

19. a yéeqn.aé@q:9.a(4+y)=—ar+ ay. 
20. ©eqn.a,beq:9.(a+b)x4—az-+ bz. 
21. » :Q - b(ax) = (ba)x = baz. 
22. réeqn.Qg:e¢@—2=—0.¢4+0—2.1lr2—2z. 
23. @eqn-O:mreQ.u.me=—V0. 

24. 2 yéeqn.Q-m(a#+y)<m2+my, 

25. a@éq.£8€ qn: 9 m(az) = (ma) (mz). 

26. mO=0. 


On définit aussi la limite a d’un complexe variable x, et l’on a: 
27. lima=—a-=-:limm(* — a) = 0. 

On définit la dérivée d’un complexe x fonction d’un variable réelle 
t, et Yon a: 


6 d dz 
28. ae mez<om 4; ° 
§ c. 
Fonctions; inversion. 
1. Dans la formule f(z), ou fx, pour désigner une fonction de 2, 
la lettre f s‘appelle signe (ou caractéristique) de fonction. 
2. Si aetb sont des K, par b/a nous indiquerons «les signes de 


fonction qui & chaque a font correspondre un b>», ou «les représentations 
(Abbildungen) des a dans les b». 


3. Si a, b sont des K, et feb/a, nous indiquerons, avec 
M. Dedekind®*) par f le signe de la fonction inverse (umgekehrte 
Abbildwng) de f. Donec, si yeb, fy désigne la classe des x qui 
satisfont 4 la condition y=/fxz. On a: 
yofu-=—-avefy. 
Lorsqu’il y a un seul « qui satisfait & la relation y= fz, ce qui 
arrive pour les représentations semblables (dhnliche Abbildungen), on a 
y= fa-—-n—fy. 


*) Was sind und was sollen die Zahlen, Braunschweig 1888, p. 8. L’Auteur 
adopte l’inversion seulement pour les représentations semblables. Dans mes Arith. 
principia et Principii di Geom. par commodité typographique, au lieu de f, 
jécris [f/f]. 


13* 











188 : G. Pravo. 


4. En appliquant l’inversion 4 l’opération indiquée par m (module), 
si p est une Q, ip indique les complexes d’ordre queleonque dont le 
module est p. 

peQ.céeqniQ:m&—p-=—-xetip. 
Pour indiquer «les complexes d’ordre n et de module p> il suffit d’écrire 
Qn Mp; mais nous écrirons seulement mp, car dans cette Note il 
s'agit toujours des complexes du méme ordre. 

5. Si p est une proposition contenante une lettre (variable) x, 
il résulte déterminée une classe s formée des individus x qui verifient 
la condition p; et l’on a 

LES+=—-p. 
Considérons le signe «x ¢» comme un signe de fonction; on peut résoudre 
cette égalité par rapport a s, et Yon a 
S=ZEp. 
Donec, Zép signifie «les x qui satisfont 4 la condition p» ou «les 
racines de )’équation p». 

Par ex. la déf. 3. du § b s’énonce 

La déf. 3 de ce § s’énonce: 


a,beK .febla.yeb:o.fy=—Zé(y=fz). 

6. Si a,beK, et fe b/a, si s est une K contenue dans a, alors, 
suivant M. Dedekind*), fs indique la classe des b qui sont I’f de 
quelque s; en signes: 

a,b,seK.febla.sga:).fs=—yelres.y—fr:——, A]. 
Nous généralisons un peu cette notation; si dans une formule qui 
contient dans une seule place une lettre 2, nous substituons a x le 
nom @ d'une classe, on obtient l’ensemble des valeurs de cette formule, 
lorsque « prend toutes les valeurs de la classe a. 

Exemples: 

aéeq.Q-a+ Q—<cles nombres supérieurs 4 a>», 
‘i a — Q = «les nombres inférieurs 4 a», 
‘~ a+Q=—qnr%é lt >a.v.r<al, 
a,beq.a<b:9.(a+Q)o(b—Q) —qnte(a<r<b). 
I] faut distinguer (a-+-Q) » (b—Q) de ab, défini dans le §b, prop. 4: 

a,beq.go.a b=a+ 0(b—a). 

Ces deux expressions représentent l’intervalle (a, b) l'une sans, ]’autre 
avec les points extrémes. 


*) Ib. p. 6. 
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7. Si @ est une classe, par la convention précédente, Ka, ou 
K . a représente l’ensemble des classes za, ou x est une K quelconque. 
Mais, en variant x, xa représente toute classe contenue dans a; donc 


aeK.¢.Ka= «classes contenues dans a» ou «classes de a». 


Ainsi Kq signifie «classe de q»; et Kqy signifie «ensemble de qa» ou 
« Punktmenge». 

Par la répétition du signe K on obtient KKq, (dont nous nous 
servons seulement dans §e P 9 (4) et (5)) qui signifie «classe de classes 
de qn» Ou «nom commun de plusieurs ensembles de points» ou «pro- 
priété que des ensembles de points peuvent avoir». 


~ 


8. Si le signe f fait correspondre, 4 chaque individu de la classe 
a, une classe de b, et si s est une classe contenue dans a, alors fs 
indique la classe des 6 qui sont un f de quelque s; en signes 


a,beK.fe(Kbyja.seKa:g.fs=—yelves.yefu:— =, 4]. 
Ainsi, si a e KQ, ma signifie «les q, qui ont pour module quelque a». 


Eqn. péeQ:9.%+mip—x2-+ bmp —<les q, dont la différence 
i 2 a un module non supérieur a p>». 


eqn. ppeQ.ysex+omp.cgey+omp'io.zex+ 6m(p+yp’. 


§ c. 
Observations sur le § c. 


1. Dans le § précédent nous avons introduit quelques notations, 
et expliqué les cas particuliers, dont on fera usage dans cette Note. 
Mais il n’est pas inutile de donner quelques autres explications sur 
cette importante théorie. 

Lidée de fonction (correspondance, opération) est primitive; on 
peut la considérer comme appartenante 4 la Logique. Comme exemple 
pris du langage commun, posons h = «homme», p=«le pére de>; 
on a peéh/h. 

Dans l’Analyse on a log ¢q/Q, sinéq/q; mais on n’a pas 


tang ¢q/q, car tang = n'est pas une q. 


2. Par «(b/a) continue» nous entendons les b/a qui ont la proprieté 
de la continuité. Cette proprieté est définie seulement pour les fonc- 
tions réelles d'une variable réelle, et pour les complexes d’ordre m 
fonctions des complexes d’ordre n. Le théortme de la continuité uni- 
forme s’enonce: 


%, %, eq. f&(q/% %,) continue. heQig-..keQe. vu, aw ex 2. 
m(a#—2’)< ki Ose. m( fu — fa) <chi:—— JQ. 
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La proprieté fondamentale des signes de fonction est — 
a,beK.febla.vea:g.fuebd. 


Lorsqu’on dit que f ¢ b/a, on n’exclut pas que lopération f soit aussi 
définie pour des étres non appartenants 4 la classe a: 

a,b,ceK .febla.coa:g9.fe dle. 
Lorsqu’on dit que féb/a, on ne suppose pas que tout b soit I’f de 
quelque a: , 

a,b,ceK .febla.boc:g.fecia. 
On a aussi: 

a,bceK.fecia.fecb:g.fec(arbd). 

3. Lorsque f est une ahnliche Abbildung, on a: 

w=ffx, et y=ffy. 

Ainsi p. ex. si 7 € Q, et yéq, on a: 
y= log a.=. a= log y; logy =e; log logx—2; log logy =y. 
Dans toute formule algébrique ou logique finissant par une lettre z, 


on peut considerer l'ensemble des signes qui précédent comme un 
signe de fonction. Ainsi, si x, a, b sont des q, de 


b=a+a2, ona «=—a+b, au liewde c=—b—a, 
=a><sz, ona s=a><b, au lieu de goo. 


(On ne peut pas appliquer cette notation aux puissances a’, car les 
deux lettres ne se trouvent pas dans la méme ligne. On peut imaginer 
des conventions analogues, lorsque une formule commence par une 
lettre z Voir mes Arith. principia pag. XIII). 
Ces conventions sont analogues a celle dont ont a fait usage pour 
établir la formule 
LES+ = primis—LEp. 
On a ainsi 
ZeE(ues)—s 
(«qui est bonus» — « bonus»), 
we (Gép)—p 
(«@ est une racine de l’equation tang x = >» signifie «tang 7 = 2»). 
4. Lorsque f n’est pas semblable, fy est une classe. On a alors 
y=ffy, et ceffx; il serait contraire & nos conventions d’écrire 
a =f fy. Ainsi, si l'on pose, h = <chomme», p = «le pére de», on a 
péh/h non semblable, et l’on a: 
y= pr-—=- xe py 
«y est le pére de a» = «a est un fils de y». 
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Analoguement 
y=sing-=-wvesiny, 
au lieu de # = arc sin y. 
2 ésin sin x 
«x est un des arcs dont le sinus est sin 2». 

5. Mais, si les conventions adoptées suffisent pour notre but, 
elles ne résolvent pas encore en général le probléme de Il’'inversion. 
Soit en effet f le signe d’une fonction, qui 4 chaque individu x d’une 
certaine classe fait correspondre une classe fz. On aura A considerer 
les deux relations 


y=fx (y est la classe fz; y est identique a fz), 
yefax (y est un individu de la classe fz). 
En vertu de la convention adoptée, on peut invertir la premiére, et 


Yon a xefy. Pour résoudre la seconde par rapport & 2, il faut une 
convention nouvelle. Posons zxé/f’y. Alors on a: 


fy = Zé (y = fx) = «les individus x tels que la classe fx est y», 
fy=Zeé(yefx) =«\les individus x tels que y est un fa». 


Par exemple, w étant une classe de q, designons par Dz la classe 
dérivée (suivant M. Cantor) de 2, et dont nous parlerons au §d. Alors 
y = Dz (y est la classe dérivée de x), s'invertit par xe Dy (a est 
une clagse dont la dérivée est y); on ne peut pas écrire « = Dy, car, 
dans des hypothéses convenables, il y a une infinité de classes dont 
la dérivée est x Et la relation ys Dx (y est un point de la dérivée 
de x), s‘invertit par «¢D’y (# est une classe dont la dérivée con- 
tient y). 

J’ai adopté ce second signe d’inversion dans mes Principii di 
Geometria, pag. 9. Soient a, b, c des points; désignons par ab l’en- 
semble des points du segment rectiligne ab; alors ¢ ¢ ab signifie «c est 
un point de ab». On peut considérer, dans ab, le signe a, qui précéde 
b, comme un signe de fonction, qui 4 chaque point b fait correspondre 
une classe ab de points. En résolvant la relation c ¢ ab par rapport 
i b on a bea'c; donc a’c désigne celle des deux parties indéfinies de 
la droite ac, divisée en c, laquelle ne contient pas le point a, La 
formule Gc provient de l’inversion de c = ab, et en supposant a et b 
des points, c est un segment dont une extremité est en a; et alors 
ac représente l’autre extremité du segment c. 

Des deux signes d’inversion f et f’, on ne peut pas exprimer le 
second par le premier, mais on peut exprimer le premier au moyen 
du second et d'une nouvelle convention nécessaire dans d'autres 
récherches. Décomposons en effet le signe = en ses deux parties est 
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et égal d; le mot est est deja répresenté par ¢; répresentons aussi 
Yexpression égal a par un signe, et soit «¢ (initial de i60g) ce signe; 
ainsi au liew de a=b on peut écrire aevb. Alors, si l'on inverte 
la yefx par xvef’y, ou invertira y= fx, cest-a-dire yeufx par 
ve(tf)y. Par ex., si y est un q, D’y signifie «les classes dont la 
dérivée contient le point y»; et («D)'y signifie «les classes dont la 
dérivée se réduit & y.» 

6. Le signe « permet aussi de résoudre une autre question. On 
peut considérer une classe comme étant un individu, et ainsi former 
des classes de classes (KK). P. ex. si @ est un point, Db une droite, 
et ¢ un faisceau de droites, dans les propositions aeb, «a est un in- 
dividu (point) de b», et bec, «b est un individu (rayon) de c», la lettre b 
designe d’abord une classe, puis un individu de la classe c, la quelle 
est une KK de points. 

Les formes du syllogisme 


agb.boge:g.age, 
a@éeb.boc:9.aec 


sont exactes; mais des premisses a¢b.bec on ne peut pas tirer 
de consequence. On voit aussi plus clairement qu’on doit bien distinguer 
les deux signes ¢ et 6. 

On peut aussi considérer les K K comme des individus; leurs classes 
sont des KKK; et ainsi a l’infini; mais l'on s’arréte bientdt dans le 
langage commun et dans les applications. 

Pour indiquer la classe constituée des individus a et b on écrit 
quelquefois avub (ou a+ b, en suivant la notation plus usitée). Mais 
il est plus correct d’écrire sa v +b; alors, par lidentité logique 


weavb:=—:r2éa.vxrEdb: 
on a exactement: 


VEtavibi—sLeta.v.xLEevbi: mH sex—a.v.c=—b. 


Cette distinction est nécessaire lorsque a et b sont des classes; 
alors aub, en vertu de la notation 4 du §a désigne la classe dont 
les individus sont les individus de a ou deb; taucb désigne la classe 
dont les individus sont a et b. Si aetb sont des droites (ponctuelles), 
avb désigne l'ensemble des points qui se trouvent sur l'une ou sur 
Yautre des droites a et b; taucb désigne la couple des droites a 
et b; les individus de au b sont des points; ceux de sa ucb sont des 
droites, 

La formule 23 du §b pourra aussi s’écrire 


LEGqn-Q- Mee (Q vL0) 
m é (Qu 0) / qu. 


ou 
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7. Les deux définitions, données aux N. 6 et 8, de fs, od s est 
une classe, la premiére appliquable si f fait correspondre un individu 
& chaque individu, la deuxiéme si f fait correspondre une classe a 
chaque individu, sont bien distinctes. Ainsi, si 2¢Q, ma désigne 
Yensemble des qn, dont le module est x, ou, si l’on adopte le langage 
géometrique, la surface sphérique de centre |’origine et de rayon 2. 
Alors, par la notation du N. 8, on a 


mo = ye(wed. yeme:—=,A), 
ou, en opérant sur les deux membres par le signe ye, on a: 
y émé -= 260, yeMe:——=zA, 


<affirmer que y est un m¢@ signifie qu'il y a un nombre x, appartenant 
& Vintervalle 6, tel que y ait pour module ce 2». Done m?@ désigne 
Yensemble des q, dont le module n’est pas supérieur & l’unité, ou la 
sphére (volume) de rayon 1; elle est une Kqn. 


Mais si l’on attribue & m? la signification donnée au N. 6 on a: 
mé = ye(zed . y = me:——, A) 
ou ie 
yemd- = ..080,y=mr:—m—zJQ 


caffirmer que y est un m@ signifie qu'il existe un 2, dans l’intervalle 6, 
tel que y soit identique & la surface sphérique de rayon z». Done, 
par le convention du N. 6, mé@ désigne l'ensemble des surfaces 
sphériques dont le rayon n’est pas supérieur 4 l’unité. Les individus 
de mé¢ sont maintenant des surfaces sphériques, et m@ est une K Kqn. 

8. Les notations du N. 6 et 8 ne donnent pas, dans cette 
Note, lieu & des difficultés, qui se pourraient présenter dans d’autres 
cas. Car, lorsque on donne a fs une signification, il faut d’abord 
s’assurer qu’elle n’a pas deja regu une signification différente, Ensuite, 
lorsque f fait correspondre une classe 4 des individus, il est nécessaire 
de distinguer si l’on entend par fs ce qu’on a défini au N. 8, ce qui 
se présente ordinairement, ou si l'on entend la classe des classes qui 
résulte du N. 6, et qu’on doit étudier dans quelques cas. 

Pour éviter ces difficultés, désignons p. ex. par fs la classe 
définie au N. 8; c’est-a-dire posons 


fs=ye(wes.yefar:—=z A). 
Alors la classe considérée au N. 6 résulte indiquée par ¢fs; car, 


si dans la définition qui précede on écrit «f au lieu de f/f, et y= fa 
au lieu de yéex, on a: 


ifs = ye(wes.y=fai——z A). 
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On pourra supprimer les signes v et ¢, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité 
& eraindre, et l’on retrouve les définitions des N. 6 et 8. 

Par ex., si, étant 2 un q, (un point dans la varieté 4 » dimen- 
sions), on désigne par px la droite qui projette 2 d’un point fixe 
alors, si y est une droite (ponctuelle) quelconque, on a: 

py = «le plan qui projette la y». Il est une Kqa. 


tpy =<le faisceau des rayons qui projettent les points de y». 
Il est une KKq,, dont les individus sont des droites. 
Si z est un faisceau de droites, 
p2 = «la varieté & 3 dimensions qui projette le plan de 2». 
a Elle est une Kq,. 


tpz = «lensemble (étoile) des droites qui projettent les points 

_ du plan de zg». Il est une KKq,, dont les individus 
sont des droites. 

tpz= «le faisceau des plans qui projettent les droites de >, 

ba Il est une KKq,, dont les individus sont des plans. 

tep2z=—=«lensemble des faisceaux de droites qui projettent les 


—_ droites de z». Il est une KKKq,, dont les individus 
sont des faisceaux de droites. 


§ d. 
Signes |’, 1,, max, min, C. 
P, Hp, Ts; substitution. 
Notations. 
1. aeKq.¢.l'a=<«<\la limite supérieure des a». 
2. » °09-1,a=—« ,, inférieure , >». 
3. a,b @q.¢9. max (a,b) = «le plus grand des deux nombres a et b». 
4 » °0-min(a,bd)=—< , pet , 5 " oh, 
Ainsi p. ex. '@ = 1, 1,6 = 0, 1,Q—0. Les théorémes connus 
qui permettent de reconnaitre l’existence des limites 1’ et 1, s’énoncent: 


5. a@eKq.a==—A .péeq.an(p+Q)—A:9.laeq. 
«Si @ est une classe de nombres réels, non nulle, et si il y a 
un nombre p, tel que des nombres de la classe a, et supérieurs a p 


n’existent point, alors la limite supérieure des a est un nombre réel 
et fini» 


5. aeKq.a-=—A.peQ.an(p—Q)—A:9.-]aeq. 
6. a,beKq.agb:g:Va<l'b. a> |b. 
7. aeKqr.zea:9.1m(a—2z)=—0. 
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«Si @ est une classe de complexes d’ordre m et si x est un de ces 
nombres, la limite inférieure des modules des différences entre x et 
les différents nombres a est 0». Car 0s m(a— =), c’est-i-dire une 
des modules de ces différences est précisément 0, 


aéKqn.g:’maeq-:=- «la classe a est finie». 


Définition. 
8. aeKqn.g.-Ca=qrove [l,m(a — x) = 0). 

«Si a est une classe de q,, par Ca nous entendons l'ensemble 
des qn, qui sont des x tels que la limite inférieure des modules des 
différences entre cet x et les différents a soit nulle». 

Si, par «distance du point 2 a l'ensemble a» on entend la limite 
inférieure des modules des différences entre x et les a, alors: 

Ca = «les points dont la distance 4 a est nulle». 

On peut encore définir Ca, sans les mots «limite inférieure» comme 
suit: 

Ca=qarxvée(heQ. ey . an (“+ Omh) — = A). 

Ca=qovée(heQ.cune.yea.m(y — 2) <Ch:—=,A). 

On peut lire Ca par «la classe a completée». 


Observations sur ia deéfinition 8. 


Etant donnée une K qn, par la considération des infiniment proches, 
on peut en déduire une infinité d'autres classes. M. Cantor (Math. 
Ann, XV, p. 1, et XVII, p. 355) a étudié les propriétés du systéme 
dérivé. Soit Da la classe dérivée de a; on peut la définir: 


Da=qrzri(heQ.cue.yeayr=—xr.m(y—2) chim =y JQ. 

Da = qnn 8 {],\m[(a— +x) — a] = 0}. 
(Ici le signe « a la signification expliquée au §c’ N. 5 et 6). 

Alors on a 

Ca=avDa 

«la classe Ca est formée des points de a et des points de la classe dérivée 
dea». Mais la classe Ca a une définition et des proprietés plus simples que 
celles de Da, comme on voit des théorémes qui suivent; et elle suffit 
dans notres applications. La classe Ca est, suivant Cantor, le plus 
petit ensemble fermé (clausus, abgeschlossene Punktmenge) contenant a. 
La proposition Ca =a signifie «l'ensemble a est fermé». 

Si a est une classe de qn, on peut décomposer, comme j'ai fait 
dans mes Applicazioni geometriche p. 153 et dans les Arithmetices 
principia § 10, ensemble des q, en trois classes Ia (intérieur a a), 
Ea (exterieur 4 a) et La (limite de a), définies par les équations: 
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la=quoZé(peQ.u + $mpoga:——=,,A) = «les complexes x 
tels qu’on puisse déterminer un nombre positif p de fagon que tous 
les qn dont la différence & 2 a un module non supérieur a p soient 
contenus dans la classe a». 

Ea =1—a = «les points intérieurs 4 la classe des non a». 

La = (—Ia) (— Ea) = «les points qui appartiennent ni 4 l'une 
ni & l’autre des classes Ia et Ea». 

Alors on a: 


Ca=lavLa==Ea. 


Notations. 

9. Nous renfermerons les démonstrations des théoremes dans 
des {}. Dans ces démonstrations nous adopterons aussi les abréviations 
suivantes. 

10. Pi, P2,... désignent les propositions 1, 2,... du méme §, 
ov elles sont rappellées. §2 P4 désigne la proposition 4 du § 2. 

11. Hp et Ts signifient 1’Hypothése et la Thése du théoreme 
qu’on démontre. Pour indiquer l’hypothése d'une autre proposition 
on fera suivre Hp du signe de la proposition. ' 

12. Pour indiquer ce que dévient une proposition p, lorsque au 
lieu des lettres x, y (variables) qu'elle contient, on substitue a et b, 
ay b 
“,y 
stitution, bien qu’on puisse exprimer ce résultat au moyen du signe 
d’inversion. 


on écrira ( ) p. Nous adoptons ainsi le signe connu de sub- 


Théoremes. 

13. aeKqn.g.ag Ca. {P79 P13}. 
14. a,be Kqu.agb:9.CagCb. 

{Hp.2eCa:9:],m(a— 2) >'l,m(b—2z) .l,m(a—2z) = 0:9 

.%e Cb}. 

15. a, be Kqn. cg. C(ab) g (Ca) (Cd). 

{Hp.9:4b9 a.ab 9 b. P14: 9:C(ab) 9 Ca. C(ab) 9 Cb: 9.Ts}. 
16. a,beKq,.Ca=a.Chb—b:9¢. C(ab) —ab. 

{Hp.P13.P15: 9: ab 9 C(ab).C(ab) 9 (Ca) (Cb) = ab:-. Ts}. 
17. a,beKqu.x é quid], m[(avb) —z]—=min[I, m(a—z), 1,m(b—2z)]. 


18. a,beKqr.g.C(avb)=—Carcd. {P17 9 P18}. 
19. aeKqy. ve qn:9.1,m(a — z) =1,m(Ca — 2). 
20. aeKqn.9g.CCa=Ca. {P19 9 P20}. 


21. aeKq.la,laeq:¢.Va,laeCa. 
22. aeKq,.Ca=a.lmaegq.f &(q/a) continue: g.Cfa = fa. 





5. 


8. 
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§ e. 
Limites de classes variables. 
Définition. 
fe (Kqn)/Q.9.f0 = Bn erg, ae aa = 0}. 


. 


Conséquences immédiates. 
fe (Kqn)/Q.reqnri:heQ.cu.vefh.o.g.vef0. 
{Hp.9.1,m(fh —2) = 0.9.Ts}. 
fe (Kqn)/Q.9. dno 28 [heQ. on. vefh]Qf0. {P2—P3}. 
fe(Kqn)/Q.aeKqn.keQ:hebk.cqu-fhoa..9.f0g Ca. 
{Hp.vef0.hedk: 9: lim|)m(fh— 2) = 0. 1,m(fh— z) 
h=0 
>1,m(a—2):9:1m@—z2)= 0:09:68 Ca}. 
fig é(Kqn)/Q:heQ.c—u.fhogh..g.f09 99. 
{Hp.vef0.heQ: 9:1, m(fh—2)>1,m(gh—2). lim], m(fh—2) 
= 0:9: lim], m(gh—2z)=—0:9:aeg0}. 
f,9 € (Kqn)/Q.¢. lim (fh agh) 9 f04g9. 
{Hp .heQ:O:fhaghofh.fhagho gh: Pd: 9. Ts}. 


Ahi feé Kaqn)/Q:heQ.m.fhofho hh: f90=f,0.. 9. /0 


= f,0 = f,0. {P59 Pé. 
fe (Kqu)/Q. 9. lim fh = lim C(fh): {§d P19 9 P7}. 


Théoréeme. 


fe (Kqu)/Q. 9. C(f0) = 0. 


{(1) Hp.veC/0.keQ:9.(a@+ 6m Lk). fO-—4. 
(2) Hp. weCf0.keQ.ax ef0.cea+ mk: QW eEQth 


e6h’. or. fhm (a + om +h) oy Aria + om hoe 
+éomkenwg::hWeQ:hebh’.c,. fhn (e+ omkh)—-=—A 


“. = =r’ A- 


(3) Hp. we CfO.keQ. (1). Q2):Q2::WeQ:hebh. on. fh 


a(a@+ émk)—-— A ..— = A- 


(4) Hp.weCf0. (3):9.x28/0. 


(5) Hp. (4):9.Cf09 f0. 
(6) Hp. (5). §d P13 9. Ts.} 











| 
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(1) 
(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 
(9) 


10. 


11, 
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Théoréme. 
fe(Kqn)/Q hk keQ.h<okions:-fhofk..peQ:heQ. on 
-fhoimp—-=,A::9.f0—=— 4. 


Démonstration. 

Hp.ceKqu.heQ.enfh=ay .keth:g.enfk= 4. 
Hp .c,c’eKqn,.h,WeQ.enfh=y.e’ nfl’ =AQ hb" eEQanbh 
abGh’:9.(eve')afh" = 4. {(1) 9 (2)}. 
Hp.c,c’eKqnu:9 -heQ.ecnfhK=jr:——nae WeQ.c’ 
afi = Ate=wA reek" EQ. (croe’)afh"=A,:— = A. 
{(2) 9 (3)}. 
Hp .u = Kqi 4 ce (he Q.ecnfh = Qj:—=sal. 3):9--.4 


eé KKqn:: ¢,c’ ¢ Kqn. Oe  CUC EUS 21CEM.L.C 
eu: $mpeu. 


ue KKqn:: ¢,¢’ ¢ Kqn. Qoe CU C EU >= 3C8U.L.C eu 
:seu.lmseqe.g:: v2eCs:keQ.qur.c+mkeu 
“any A. 


{Cantor, Ueber unendliche, lineare Punktmannichfaltigkeiten, 
Math. Ann. XXIII, p. 454}. 


Hp . wu = Kqn 4 C&(hEQ. CK. enfh — = A]. (4).():g::2 
edmp:keQ.cu-c2+6mkeu..—=, J. 

Hp. (6):9 --. ceOmp.kKEQ. cun:heQ. on. (a+ 6mk) afh 
—=A i= =, A. 

Hp.(7):g::v2e6mp:heQ.c,.1,m(fh—2) = 0-.-—, A: 

Hp. (8): 9g: xvef0-—=—, 4. 

Hp . (9):9. Ts. 


Théorémes. 
fe (Kqn)/Qs hh, keQi.h ck: guifhgofkeheQ. on. fh 
—~-=Aj--heQ.'mfheq:e—=,qi:9.f0-— a4. 
{P9 9 P10}. 
fe (Kqn)/Q-.hkeQ.h <ki gus. Cfhg fk:: 9. f0 = quan Zé 
[fheQ.cu.xefhi. 


{(1) Hp.heQ. WeQ.Wchig-keoh’.m.fk ofl’: P4..9-. 


fOg Cfl’. Cfh'gfh.o.g -.f09 fh. 
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(2) Hp.():9-.fO0gqrn %e(heQ. cn. ve fh). 
Hp . (2). P3: 9. Ts}. 


12, aeKq.a-=—, .fe(Kq)/a..tea.Q:ft-=—, .Cft=—ft 
-Vmfteq..t,t’ea.t >tioue. ft oft: 9 . Ze(tea 
-Or- veft)—=—a,. {P10, Pilg P12}. 


§ e. 
Observations sur le § e. 


Dans le §e on étudie les classes variables fh, qui dépendent 
d’une variable positive h et l’on définit leur limite pour h = 0. 

P1. «Si f fait correspondre une classe de q, 4 chaque nombre 
positif h, par f0, ou par limite de fh lorsque h tend vers 0, on 
entend l'ensemble des complexes x qui ont la propriété que la limite 
inférieure des modules des différences entre les individus de fh et 2, 
lorsque h tend vers 0, a pour limite 0». 

Ces limites jouent un rdle important dans cette Note; mais elles 
se présentent aussi dans une foule d’autres récherches. Ainsi dans 
les applications du calcul infinitésimal & la géometrie on parle toujours 
de la limite d'une figure variable, p. ex. de la ligne commune a deux 
surfaces d’une méme série (caractéristique), sans la définir, La définition 
qu’on propose ici est évidemment la plus simple. Je l’ai deja donnée, 
avec quelques théorémes, dans mes Applicazioni geometriche p. 302. 

On voit tout de suite que: 

P 2 et P 3. «L’ensemble des points communs a toutes les classes 
fh appartient a f0». 

P 4. «Si la classe variable fh, pour une valeur de h et pour 
toutes les plus petites, est toujours contenue dans une classe deter- 
minée a, alors la limite de fh est contenue dans Ca». 

P5. «Si de deux classes variables fh et gh, la premiére est 
toujours contenue dans la seconde, la limite de la premiére est aussi 
contenue dans la limite de la seconde». 

P 6. «La limite de la classe commune a deux classes variables 
est contenue dans la classe commune 4 leurs limites». 

P6. «Si f£,f,, fo font correspondre, & chaque nombre positif, des 
classes de q,, et si, quelque soit le nombre positif h, la classe f,h est 
toujours contenue dans fh, et celle-ci dans f,h; et si les limites de 
fh et f,h coincident, alors la limite de fh est la valeur commune de 
ces deux limites». 

P 8. «La plus petite classe fermée, qui contient f0 est f0», ou 
«fO est une classe fermée». 








— 
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Comme exercice nous expliquerons ici toutes les formules de 
la P 9 et de sa démonstration.. Les mots entre [] ne sont pas con- 
tenus dans les formules. 


Théoréme. 

P 9. Soit f le signe d'une fonction qui 4 chaque quantité positive 
fait correspondre une classe de qn. Supposons que, lorsqu’on attribue 
& la variable deux valeurs quelconques h et k, dont la plus petite est h, 
la classe fh soit toujours contenue dans fk. Supposons enfin qu'il y 
ait un nombre positif p, tel que, quelque soit le nombre positif h, 
il existent toujours des nombres de la classe fh dont le module n'est 
pas supérieur 4 p. Alors la classe f0 n’est pas nulle [c’est-a-dire, 


il y a des q, qui appartiennent 4 la classe (0; la classe fh, lorsque h 
tend vers 0, tend effectivement vers une limite]. 


Démonstration. 


(1) Dans les hypothéses du théoréme, si c est une K qn, si h est 
une quantité positive, [si nul c est un fh, c’est-a-dire] si les classes c 
et fh n’ont rien de commun, et si & est un nombre non supérieur a h, 
alors nul c est fk. [Cette proposition est évidente; mais si l’on désire 


. 


la démontrer & l'aide des axiomes logiques, on aura: 


Hp (1).9.fkofh. «Dans les Hp. de la(1), la fk est contenue 
dans fh». 

fkofh.g.enfkoenfh. «Si fk est contenue en fh, la classe 
commune a c et /k, est aussi contenue dans c,~fh», par |’axiome 
désigné par P16 dans Arithmetices principia pag. IX. 

Hp (1).9.¢enfh=A.9Q-¢enfk= A Mais on a supposé que 
eafh soit nulle; donc, par les P7 et P38 des Arith. pr., on déduit 
la thése>]. 

(2) Dans les méme Hp, étantc et c’ deux Kq,, et h et h’ deux 
nombres positifs, si nul ¢ est fh, et nul c’ est fh’; et si l'on désigne 
par h” un nombre positif non supérieur ni &h ni 4h’, alors la classe 
formée des deux classes c et c’ et la classe fh” n’ont aucun point 
commun. 


Cela résulte de la proposition précedente. [On peut la prouver 
comme il suit: 

Hp(2).(1):q:enfh" = 4 .c’o fh" = 4 . (Arith. pr. P41 . P30) 
:9.-(cve’) fh” —,. «Des Hp de la (2), et de la proposition (1), on 
deduit que ..., et par deux principes de logique on déduit la Ts».| 

(3) Ei si ¢ et c’ sont deux Kq,, alors affirmer qu'il existe une 
quantité positive h telle que nul ¢ soit fh, et une autre h’ telle que 
nul ¢’ soit fh’, est équivalent 4 affirmer l’existence d'une quantité po- 
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sitive hk” telle que nul individu ni de la ¢ ni de la c’ appartienne a 
la classe fh”. 


La (3) est conséquence de la (2). 


(4) Toujours dans la méme Hp., appelons u les classes de qn 
qui sont des ¢ telles qu’il n’existe aucun nombre positif h tel que nul c 
soit fh [c’est-i-dire appelons « la propriété des ensembles de points 
c tels que, quel que soit le nombre positif h, quel que ¢ soit fh]; alors, 
par la prop. (3) on a: 

u est une classe de classes de complexes, ou une propriété dont 
les ensembles de points sont susceptibles ou non; 

si c et c’ sont des ensembles de points quelconques, toutes les 
fois que la plus petite classe contenant c et c’ a la propriété uw, une 
au moins des ¢ et c’ a la propriété u, et réciproquement, si l'une 
d’entre elles a cette propriété, leur ensemble cv c’ a aussi cette 
propriété. [Cette proposition est la (3), dans laquelle on a pris les 
négations des deux membres de |’égalité qui constitue la thése]; 

l'ensemble des qn, dont le module n’est pas supérieur & p a la 
propriété w. 

(5) Mais, par un théoréme de Cantor, si w est une propriété 
des ensembles de points; 

et si ¢ et c’ sont deux ensembles quelconques, affirmer que ¢ v c’ 
a la propriété w équivaut a affirmer que l'une des classes c et c’ a 
cette propriété; 

et s'il y a une classe s qui a la qualité w, et si [elle est finie, 
c’est-&-dire si] la limite supérieure des modules de s est une quantité 
finie; 

alors il existe un 2, qui est un point de la classe Cs [c’est-a-dire 
ou un point de s ou un point de sa dérivée], et tel que, quel que soit 
le nombre positif k [arbitrairement petit], la sphére (solide) dont le 
centre est x et le rayon est k a la propriété w [autrement dit, il 
existe un point de Cs tel que tout ensemble de points qui le contient 
dans son intérieur & la propriété u]. 

[L’utilité des notations de Logique est ici évidente. On peut avec 
elles, écrire en deux lignes l’enoncé d’un théoréme qui dans l’original 
oceupe une page. La forme des théorémes est maintenant d’une pré- 
cision rémarquable; on voit clairement toutes les conditions restrictives 
qu’on doit supposer; et il est peu probable dans les développements 
d’en oublier quelqu’ une, plus ou moins cachée dans un énoncé ordi- 
naire. On transforme les théorémes comme on transforme les formules 
d’Algébre, et cela avec une facilité et une sireté qu’on ne peut pas 
atteindre avec le langage commun. La prop. (5) dans la publication men- 
tionnée de M, Cantor est appellée Théoréme I. Les lettres 
Mathematische Annalen. XXXVIL. 14 
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Y, Pi, Py, P, Ga, g 
de M. Cantor correspondent ici 4 


, C, Cy 8, Ga, & 

Il y a quelque peu de différence entre le théoreme de M. Cantor 
et la proposition (5) dont nous ferons usage]. 

(6) Dans les Hp. du théoréme a démontrer, si u [a la méme 
signification que dans la (4), c’est-a-dire, si uw] désigne les classes 
qui ont quelque point commun avec toutes les classes fh, par les 
prop. (4) et (5), on déduit l’existence d'un point x, dont le module 
nest pas supérieur & p, et tel que, quelque soit le nombre positif k, 
Yensemble des q, dont la différence 4 a un module non supérieur 
ai k, a toujours la propriété wu. 

(7) Cela signifie qu’il existe un point x, de module @p, tel que, 
quelque soit le nombre positif k, on a que, quelque soit le nombre 
positif hk, il existe des fh dont la différence & x a un module non 
supérieur & k. |La (7) s’obtient de la (6) en substituant dans le second 
membre a la lettre u sa définition)]. 

(8) Done il existe un point x, de module 6p, tel que, quelque 
soit h, la limite inférieure des modules des différences 4 x des points 
de fh est 0,"[il existe un point z commun 4 toutes les C(fh), quelque 
soit le nombre positif hj. 

[Remarquons la transformation par laquelle de (7) on passe a sa 
équivalente (8). En général, si h, k sont deux variables, et si p, q,r 
sont trois propositions, dont la premiére p contient la seule lettre k, 
la deuxiéme g la seule h, et la troisitme r toutes les deux h et k; 
alors la proposition: 

POe-@ Oar «quelque soit k, pourvu qu'il satisfasse 4 la condition 
p, on déduit que quelque soit la valeur de h satisfaisante & la g, on 
aura la verité de r» 
peut aussi s’écrire 

PIUOrn,«r «toutes les fois que h et k satisfont aux conditions p 
et g, sera aussi satisfaite la r» 
et, par conséquence, on peut encore lui donner la forme 

qQa-P Orr «de la condition g on déduit que: de la condition p 
on déduit la r». 

Or une proposition partielle de (7) est: 
keQ.cur:heQ. cn. (@+ omk)nafh—— 4. 

Intervertissons les h et k, en suivant la régle énoncée. On obtient 
heQ.cquikeQ.cu. (a+ 6mk) nfh—— 4. 

Or par la définition de la limite inférieure, on a: 

keQ. cu. (e+ Omk) np fh—-— AQ: =—-1),m(fh— 2x) =—0, 





en nll = BIT A a 
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Et au moyen de ces deux transformations on passe de la (7) & la (8)]. 


(9) Done il existe un x appartenant a la classe /0. 
Ainsi est démontré le théoréme. 


Deuxieme partie. 
Réduction du théoréme. 


1. Pour n’avoir plus 4 revenir sur les conditions de continuité des 
fonctions @,, P2,..-, Pn de t, %,,...+, 2%, On les supposera continues 
pour toutes les valeurs des variables. Si elles sont seulement continues 
pour les valeurs appartenant 4 la variété V définie par les con- 
ditions 

b—k<ti<b+k, a, —h, <a, <a, +hy,..+,€n—Nn<tn< datha, 
il suffit de poser 
, 2 t—b ’ 2 a4— 
{—tang--—, % = tang— a, tee 
pour représenter la variété V dans une autre, dans laquelle les variables 
t’, x,,... ne sont plus assujetties & aucune condition. 

2. Introduisons les nombres complexes, et posons % = (a, ,%p,..+5%n), 
p(t, 2) = (9,, Po, .-+, Pn)» Alors le systéme donné d’équations se 
réduit & une seule: 

d 

ra = p(t, x), . 
entre la fonction complexe xz, et la variable réelle ¢; la p(t, x) est 
fonction continue des deux variables. Le théoréme qu'il s’agit de 
démontrer dans cette Note s’énonce alors: 


0.6 qn-DeqiQ::d Eb+Q.feqa/b-U .fb—a:telb .9,. 98 

= 9(t, ft). -—=vsA- 

«Si @ est un complexe d’ordre n, et b un nombre réel, alors on 
peut déterminer b’ et f, od b’ est une quantité plus grande que b, et 
f est un signe de fonction qui & chaque nombre de |'intervalle de b 
a b’ fait correspondre un complexe [en d’autres mots, ft est un com- 
plexe fonction de la variable réelle ¢, définie pour toutes les valeurs 
de Vintervalle b~6b']; la valeur de ft pour ¢=—b est a; et dans tout 
Yintervalle bb’ cette fonction ft satisfait 4 ’équation différentielle 
donnée ». 

3. On peut supposer les valeurs initiales } et a nulles, car il suffit 
de poser ¢= 6+ t', r= a+ 2’; et alors, pour ¢=—b et x—a on 
at’=0, 2 =—0. 

On peut aussi supposer ((),0)==0; car si l’on pose zt (0,0)+2’, 
14* 
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le second membre de |’équation différentielle en 2’ et ¢ s’annulle avec les 
variables. 


Enfin, puisque g(t, x) est continue, et p(0, 0)—0, on peut 
déterminer deux nombres positifs p et ¢, tels que I'm@(6t,, mp)<1. 
Si & est le plus petit des nombres P ¥ t, et que l’on pose s—=ka', t—=kt, 
on obtient |’équation différentielle 2 r @ 7 =9 '(¢',2'), od g (t,2')— kt ,ke’), 
et Yon a I'mg’(6, m6) < 1. Si, mn lieu de 2’, t’, gy’, on écrit x, t, g, 
on a |’équation Se p(t, xz), or p(0,0)—0, et IT'mp(6, més) <1. 


~ 


Donc, sans dter de généralité & la question, on peut supposer 


1°) g(t, x) toujours continue, 
2°) 9(0,0) = 90, 
3°) 'mg(?,mé) <1. 


Nous supposerons toujours ces conditions satisfaites, bien que plusieurs 
propositions, comme on voit facilement, en soient indépendantes. Nous 
* vyoulons démontrer: 


Théoréme. 
f € qn/6-fO = O0:t86-0,- St = wlt, ft) *.—=y;A. 


«On peut déterminer dans l’intervalle de 0 41 une fonction com- 
plexe ft de la variable réelle ¢, qui s’annule pour ¢=0, et qui dans 
tout cet intervalle satisfait 4 l’équation différentielle donnée». 


Résumé de la démonstration. 


La démonstration du théoréme, réduite en formules de logique, 
est contenue dans les § 1—§ 7. Bien que les développements complets 
soient assez longs, les principes de cette démonstration sont simples 
et naturels; on peut affirmer qu’on doit nécessairement retrouver les 
mémes propositions toutes les fois qu'il s’agit de traiter complétement 
Vintégrabilité des équations différentielles, sans d’autres hypothéses que 
celles de la continuité. 


§ 1. 

On étudie d’abord les fonctions ft qui satisfont & une inégalité de 

la forme 
aft 

) m (SF — ot, f)) <h, 
ou h est un nombre positif; on pourrait dire que ces fonctions satis- 
font par approximation a \’équation différentielle donnée. 

Pl. «Si ¢ et ¢, sont des nombres réels distincts, et si h est une 
quantité positive, on appelle B(t,, ¢,, h) les signes, ou caractéristiques, 
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des fonctions complexes définies dans l’intervalle ¢,~¢,, et qui dans tout 
cet intervalle satisfont 4 la condition B». 

On voit facilement que (P15), étant ¢ un q, % un qa, eth 
un Q, la fonction ft = x + (¢ — t)) p(h, %) satisfait 4 la condition 
6 dans un certain intervalle ¢’ ¢”, qui contient 4 son intérieur ¢,. 
Et plus généralement (P16), la fonction x, + (¢ — ¢,)z2, od 2 est un 
complexe dont la différence 4 p(t, 2) a un module moindre que h, 
satisfait 4 la méme condition, aux environs de ¢ = ¢,. 

P2. «Etant f, et ¢, des q, h un Q, et a un Qn, On appelle 
B(ao, t, t,, 2) les complexes x tels qu’on puisse déterminer une fonc- 
tion ft, satisfaisant dans l’intervalle ¢,~ ¢, & la condition B, et qui pour 
t=, et t=, a les valeurs x, et x». 

Done B(x, f, ¢, %) désigne l'ensemble des valeurs que prennent 
pour ¢==¢, les fonctions ft, qui pour ¢ =f, ont la valeur 2, et qui 
dans l’intervalle ¢, ¢, satisfont 4 la 6. Kvidemment, si l'on donne 
arbitrairement 2, t, ¢,;,%, on ne peut pas toujours affirmer |’existence 
de la classe B correspondante. 

De la définition résulte immédiatement que: 

P9. Si z, est un B(a, 4, ¢,,h), alors x est un B(a,, t,, &, h). 

P10, Sih<k, Bix, h, t,, h) est contenue dans B(x, t,, t,, k). 

P14, Si 4, ¢,, & sont des q, disposés par ordre de grandeur, 
Si Zp, % sont des qn, et si les classes B(x, t,, t,;h) et B(x,, t,, t,, h) 
ont des points communs, alors z, est un B(x», ty, ty, h). 

Lorsque » = 1, et que par conséquence les q, se réduisent aux 
nombres réels q, les classes B sont en général l’ensemble des points 
qui satisfont @ une double inégalité a<a<b; quelquefois ces classes 
s’étendent a linfini, ou manquent. 


§ 2. 
P1. «Soient 4, ¢, deux q, & < ¢,, % un qu, et p un Q. Appelons 
1 la limite supérieure des modules des valeurs de p(t, x), lorsque ¢ 
varie dans l’intervalle ¢, ¢,, et x dans la sphére de centre x, et de 


rayon p. Supposons t, — tf) < i. Alors, h étant une quantité positive, 
quel que soit ¢ dans l’intervalle ¢, ¢,, il y a des points de la classe 


B(x, t,t, h), dont la différence & ~ a un module non supérieur 


a (t—t,)l». 

P2. «Et, par conséquent, dont la différence 4 x a un module 
non supérieur & p». 

P3,. «Si, dans la P2, at, ¢,, 2, p on substitue 0, 1, 0, 1, 
on obtient que, quel que soit le nombre positif h, et quel que soit ¢ 
dans l’intervalle ¢, il y a des B(O, 0, ¢, h) dont le module est inférieur 
& Vunité>». 
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P4. «Done quels que soient la quantité positive h, et ¢ dans 4, 
la classe B(0, 0, ¢, h) existe effectivement». 


§ 3. 


Pour étudier les autres propriétés des B, on démontre d’abord 
le lemme: 

Pl. «Si dans un intervalle de ¢, & ¢, > ¢, deux fonctions réelles 
f,t et f,¢ satisfont aux inégalités ft < y(t, f,f), et Lt> vit, f,d), 
ou p(t, 2) est une fonction réelle des deux variables réelles ¢ et 2; et 
si les f,¢ et f,¢ ont la méme valeur pour ¢ = ¢,, on aura f,t, < f,t, >». 

On déduit des théoremes qui limitent les classes B. 

P7. «On peut déterminer une quantité positive % telle que, quel 
que soit ¢ dans l’intervalle 6, les modules des points de B(0, 0, ¢, h) 
soient tous moindres que ¢», et en conséquence, P8, «moindres que 
Yunité>. 

P9. «h et k étant deux quantités positives, alors non seulement 
B (aq, t, t,, h) est contenue dans B(x, t,t,,4 +), comme dit §1 
P10, mais les points limites de la premiére classe sont aussi contenus 
dans la seconde ». 

Les §§1—3 contiennent les proprietés des classes B, qui se 
présentent dans la ‘suite. On peut encore noter que les classes B 
sont intérieures a elles mémes et continues. 


§ 4. 

Pi. «Appelons maintenant A (%p, ¢, ¢,) la limite de B(a,, t,, ¢,, h), 
pour h = 0». 

Alors on a: 

P4. «Si la fonction f¢ satisfait dans l’intervalle de 4 a ¢, a 
Yéquation différentielle donnée, et si sa valeur pour ¢ = ¢, est x,, alors 
sa valeur pour ¢=¢, est un des nombres de la classe A(a), t), ¢,)>». 
Nous en démontrerons la réciproque dans le § 7. 

P7. «Quel que soit ¢ dans l’intervalle ¢, la classe A (0, 0, ¢) existe 
effectivement». C’est une conséquence du théoréme sur les limites des 
classes, démontré au §e P9. 

P9. «La classe A(x, ¢, ¢) est la classe commune 4 toutes les 
classes B(x, t,,¢, 4), lorsque h prend toutes les valeurs positives». 

P15. «Quel que soit ¢ dans l’intervalle ¢, le module de tout 
nombre de la classe A(0, 0, ¢) est inférieur & l’unité». 

P19. «Etant x, un q, et ¢, un q, si Von fixe une quantité positive 
k [arbitrairement petite], on peut déterminer deux nombres ¢’ et ¢”, 
Yun inférieur, lautre supérieur 4 ¢, tels que, quel que soit ¢ dans 
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Yintervalle ¢’~¢”, mais différent de ¢,, et quel que soit le complexe a de 
la classe A (a, ¢, ¢), on ait toujours: 


mod [2=* — (t,, a)] < by, 


P20. «Si ¢, et 4, sont des q; et si ft est une fonction complexe 
définie dans tout l’intervalle ¢,~ ¢,’; si, étant ¢ et ¢, deux valeurs quel- 
conques dans Vlintervalle ¢, ¢, la f a la propriété que ft, est un 
A(ft, t, t,); alors dans cet intervalle la fonction f¢ satisfait 4 l’équa- 
tion différentielle donnée». 





§ 5. 

La démonstration, en général, du théoréme, est donnée au § 7. 
Mais dans ce § et dans le suivant nous examinerons deux cas parti- 
culiers. Ici nous examinons le cas dans lequel la classe A (0, 0, ¢), 
laquelle, lorsque ¢ est un @, existe effectivement, se réduit & un seul 
nombre. 

P4, «Si, quel que soit ¢ dans lintervalle 6, A(0, 0, ¢) est un 
complexe d’ordre n, et si l’on pose ft = A(0, 0, ¢); alors fé¢ est une 
fonction complexe de la variable ¢, définie dans l’intervalle 6, qui 
s'annule avec ¢, et qui dans le méme intervalle satisfait 4 l’équation 
différentielle donnée ». 

P5. «Et elle est la seule qui satisfasse 4 ces conditions». 

Pour reconnaitre des cas, dans lesquels A(0, 0, ¢) est un qn, on a la 

P3. «S*il existe un nombre positif p, tel que, quelque soit ¢ dans 
l'intervalle ¢, et quelques soient les complexes x et x’, de module non 
m [9 (t, x’) — p(t, x) 

m (a2 — x) 
que p, alors, quel que soit ¢ dans 4, la classe A(O, 0, ¢) se réduit a 
un nombre». 

Mais, pour que A(0, 0, ¢) se réduise & un qn, il n’est pas nécessaire 
que le rapport considéré ait toujours une valeur moindre qu'une 
quantité finie p. 





supérieur a l’unité, le rapport soit toujours moindre 


m [ (t, x’) ae (t, x)] 
m (a — x) 

de n? quantités positives ¢;,;, telles que, quels que soient ¢, x et x dans 

la variété considérée, on ait toujours*) 


mod [qi (t, 2), Woy +++) Ln) — Pill, 2, X_,--+) Ln)] < G1 mod (m,’—-2,) 
+ c2mod (x, —a,) + +++ + Cj, mod (%,—2Xny); 
car il suffit de poser p = m >< (le maximum des ¢; ;). 


La condition 





< p est équivalente 4 l’existence 


*) Cest la condition supposée par M. Lipschitz (Bulletin de Darboux 
X, p. 149; Annali di Matematica, serie LI, t. II, p. 288; Differential- und Integral- 
rechnung, p. 500). 
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La méme condition est une conséquence de l’existence et de la 
continuité des dérivées partielles des fonctions réelles g;(t, 2,,..-., %n) 
dg; 
da; 
Réciproquement, si le rapport consideré a toujours une valeur moindre 
qu’une quantité finie p, on ne peut pas déduire l’existence des dérivées 





par rapport & z,,...,%,; car il suffit de poser c, = max mod 


dg; . ‘ 
partielles =, mais on déduit que les extrémes oscillatoires de ces 
j 


fonctions sont toujours finis.*) 
On a ainsi démontré les théoremes de Cauchy et de Lipschitz. 


§ 6. 


Lorsque » = 1, la question se simplifie. Dans ce cas on pourrait 
démontrer que A(0,0, ¢) est un intervalle, c’est--dire l'ensemble des 
points compris entre les limites inférieure et supérieure de A (0, 0, #), 
y compris ces limites. On démontre: 

P8. «Si fé est la limite supérieure de A (0, 0, ¢), alors f¢ est une 
quantité fonction de ¢, définie dans Yintervalle 6, qui s’annule avec la 
variable, et qui dans le méme intervalle satisfait & l’équation différen- 
tielle donnée». 

P9. «La limite inférieure de A(0, 0, ¢) a aussi les mémes 
propriétés ». 

Mais lorsque ces limites ne coincident pas (le cas de la coincidence 
a été étudié au § 5), il y a une infinité d’autres fonctions qui satisfont 
aux mémes conditions, et dont l’existence résulte du § suivant. 

J’ai donné le théoréme, qui est l’objet du §6 dans ma Note 
Sull’ integrabilita delle equazioni differenziali di primo ordine (Atti Acc. 
Torino, 1886, t. XXI), avec une démonstration quelque peu différente. 


§ 7. 

Pour démontrer le théoreme en général, formons la fonction ft 
définie par les conditions suivantes: 

P9. «Posons f0 = 0». 

P10. «Posons fl égal & un nombre arbitraire de la classe 
A(0,0, 1)». 

Alors, quelque soit ¢ dans @, il y a une classe commune a 
A(0, 0, #) et & A(f1,1,¢) (§4P18). Il peut arriver que cette classe 
commune se réduise 4 un seul individu; appellons le ft; alors, en 
suivant les démonstrations du § 5, on peut prouver que fé satisfait a 
équation différentielle donnée; et elle est la seule solution qui s’annule 


*) V. Volterra, Sui principii di calcolo integrale, Giornale di matematiche, 
t. XIX. 
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pour ¢=0, et qui pour ¢=1 prend la valeur f1, arbitrairement choisie 
dans la classe A(0,0,1). Dans ce cas la solution de l’équation 
différentielle est définie par sa valeur initiale, et par sa valeur finale 
qu’on doit prendre en A(0, 0, 1). 

Mais si cela n’arrive pas, on peut diviser l’intervalle 01 en deux 


parties égales et prendre pour f (=) un individu arbitraire de la classe 
A(0, 0,5). A(f1, 1, 4), et ainsi de suite. 


Pll. «En général, si ft est définie pour tous les nombres 
: * a" —1 


Dorr greste , 1, qu’on obtient en divisant r fois l’inter- 


2" 
valle 9, alors, si ¢ est la moyenne arithmétique de deux nombres 
successifs ¢, et ¢, de cette suite, prenons pour ft un individu arbitraire 
de la classe commune & A(ft,, ¢,, ¢) et A(ft,, t,, d)». 


P12. «Enfin, si ¢ est un nombre de l’intervalle , mais non de 





la forme oe ou r et s sont des entiers, prenons ft égal a l’individu 


commun & toutes les classes A (ft’, ¢’, #), ot ¢’ est un nombre quel- 
conque dans 9, de la forme > 


Il n’est pas évident ad priori que les définitions données soient 
compatibles. On le prouve dans les 


P13. «La fonction f ainsi définie fait effectivement correspondre 
& chaque nombre @ un qa». ; 


P14. «Quels que soient ¢ et ¢’ dans 6, ft’ est un individu de la 
classe A (ft, ¢, t’)». 

Voici quelques explications sur la démonstration de ces deux 
théorémes: 

(1) (2) (3). «Ils sont vrais pour r = 0». 

(4) (5) (6) (7) (8) (9). «Sls sont vrais pour une valeur de r, ils 


le sont aussi pour la valeur r + 1». 
(10) (11) (12). «Done il sont vrais pour toutes les valeurs de ¢ de 
la forme $e 





(15). «Si ¢, est un nombre de l’intervalle 6, mais non de la forme 
* , il existe effectivement des individus communs 4 toutes les classes 
A(ft, ¢, t)), od ¢ est un nombre quelconque de l’intervalle @, inférieur 


4 t et de la forme +», 
9" 


(16). «Et il n’y a qu'un seul». 
(17) (18). «Appelons-le 2; alors il est aussi commun a toutes les 
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* 

classes A (ft’, t’, 4), od ¢’ est un nombre quelconque de l’intervalle 
6, supérieur & 4, et de la forme >” 

(19). «Done il y a un et un seul individu commun aux classes 
de la P 12. 

(21). «Ainsi est prouvée la P13». 

(22) (23) (24). «La prop. 14, déja démontrée (12) lorsque ¢ et ¢ 
ont la forme 2 est aussi vraie lorsque un seul a cette forme, ou 


qu’aucun des deux n’a une telle forme; elle est donc démontrée en 
général». 

P15. «La fonction ft ainsi définie, satisfait dans l’intervalle 6 a 
Yéquation donnée, comme il résulte de la P14 et de la 20 du §4>. 

Nous avons traduit lexpression aa, ot a est une Kq,, qui se 
présente dans les P10 et P11, par «un individu arbitraire de la classe a». 
Mais comme on ne peut pas appliquer une infinité de fois une loi 
arbitraire avec laquelle 4 une classe a on fait correspondre un individu 
de cette classe, on a formé ici une loi déterminée avec laquelle a 
chaque classe a, sous des hypothéses convenables, on fait correspondre 
un individu de cette classe: 

Pi. «Sia est une K qu, nous appellons w a le complexe (2, , 2, %,.-.) 
dont le premier élément x, est la limite supérieure des premiers éléments 
des complexes de la classe a; 

le deuxiéme élément x, est la limite supérieure des deuxiémes 
éléments des complexes qui appartiennent a la classe a, et dont le 
premier élément est 2,; 

le troisitme élément 2, est la limite supérieure des troisiémes 
éléments des complexes qui sont des a, et qui ont pour premier 
élément x,, et pour deuxiéme 2,; 

et ainsi de suite». 

P2. «Si @ est une Kqn, non nulle, finie, et fermée, alors aa 
est un individu de la classe a». 


§ 1. 
Sur les classes B. 
Définitions. 
lL. eq. eh +Q-heQi 9. Bh, hh) = (o/h t)ofe 
a d ft * 
{tt toe. m[ 54 — w@, fo] <hh*), 


*) En supposant que la dérivée d’une fonction ft satisfasse & une inégalité, 
on suppose ici l’existence de la dérivée ordinaire, ou au moins des deux dérivées 
& droite et & gauche, qui satisfassent & la méme inégalité. Naturellement, aux 
extrémes de l’intervalle, on considére l'une seulement des dérivées. 
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heq. teh +Q. heQ.meqrig. Bia, h,t,h) —qrrazvé 
[fe Blt, th). ftp =X. ft, maim =, Al. 
teq.heQ. a equi. B(x, th, &, h) — x. 


Conséquences immédiates. 
heq-t- eh +Q.heEQ:-. Bh, th) = Bt, &,h). 

” ” Ah keQ h<kig . Bo, t,h) Od Ble, &, ). 
theq-th eh +Q.tet +Q.hEQ:9.B(K,,h) 0 Bh, 4, h). 
tort, eq. << heQ. feph,t,h). fe Bt, b, h) 

70 -f8 Blt, t, h). 

theq- tet +Q. heQ. feB(t,, th): 9. ft, e B( ft, t, t, a). 
Ly Eqn. ty, tp eq. heQ. x, & B(x, th, t,,h): 9. % & B(w,,t,,t, h) 
{P4 9 P9}. 
th, teq.h, keQ Wok. x eqnig. Ba, th, t,,h) 9 B(x, t, 4, &) 
{P5 9 P10}. 
theq- teh +Q.tet +Q. heQ. meq .2, ¢ Bia, t,t, h) 
29. Bla, bh, t,,h) 9 Bla, , 4, Ae =A {P69 Pil}. 
heq-t eh +Q. tet, +Q.hEQ. my Eqn: %,& B(x, t,t, h) 
. &, & B(x, t,t, h)icQ . x, € B(ay, ty, ty, h) {P79 P12}. 
theq-teh +Q.thet +Q.hEQ. uy & qn. xX, eB(%, t,t, h) 
0 - B(x, 4, %, hk) O Bla, th, be, h) {P12 = P13}. 
heq-teh +Q. tei +Q.hEQ. xu, 4, & qn. B(X, t,t, h) 

0 B(x, t,t, h)— = Ai. % € B(x, hy, ty, h) 
{P12 = P14}. 


Théorémes dont dans la suite on ne fera pas d’usage. 
ty €Q + % Eqn. ft = 2% +(t—h) p(y, %) heQig..et—Q 
° t’ é ty + Q . fé B(t, F h) so aye’ Ae 
ty €Q-%ypEQn-heQ.zeqnu.m[e—(%,b)| <h.ft—«2+(t—h)s 
19 -Ceth—Q.t eh +Q fe Bl, t'h)r——re A. 


§ 2. 
Existence des classes B. 
Théoréme. 
heq-t eh +Q. neq. peQ. l—Imo(t,-t,, x + $mp) 
-(—h)l<p.heQi:g:tett, .o- Bla, th, t, h)o[x 
+ (t—t)oml] = 4. 
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(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 
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Démonstration. 

Hp . Kk, k’eQ..t,f ett. m(t — tf) <h. a,x ex, + bmp 
~m(a@— 2’) < kh’: One,ne- m[plt, %) — p(t, v)|) <<hiie 
“yr A. 

{C’est le théoréme connu sous le nom de la continuité équable, 
gleichmiissige Stetigkeit} . 

Hp .keQ.. t,t et -t,.m(t—t)<kh.a, a ex, + $mp.m(%—2’) 
< kl: Oee,ee- m[p(t, 2) — p(t, 2)]) <hi:—— A. 

{Hp(1). k= min (k, *):0 @)}. 


Hp(2).¢ ¢t-t,. 2 ea + (¢—t)mol.t’et—-t,.t’ <t+k.ft 
= 2 + (t(—?f)p(t, v):9: ft’ ¢ Bia, t,t’, h). ft" € x, 

+ (¢’—t,)oml. 

{Hp.tet—t’: 9:4, ¢ et-t,.t —¢ <k-m(ft— 2’) <¢—#)l 
< kl. ftea’ +omp:9:m[p(t, ft) — ot, «)] <h- St 
= p(t, z’):¢: m| S& — (tb, ft)| <h. 

Hp.o:feB(t, t’,h). ft =a. §iPs8: Q. Ts}. 


Hp(2).¢et-t,.¢2e2%,+(¢—t)oml. tet —-t,.U <t+ki9 

Bat, th) alm + —t)omlj-—, {(3)9 A}. 

Hp(2) .¢ ett, .a e B(ay, ty, Uy h) a [a + (—t,)oml].t” et -t, 

VM cttk:9g Bay, t,t, h) an [m + Ce’ —t) my -=—, 

{(4).§1P13:9.(6)}. 

Hp(2).2 =te {tet t,.B(2p,ty t,,h)a[%)+(t—t)) 9m ll—— ati g:: 

theectes.tet—t,.t <t +khigve.t’ ez {(5)9(6)}. 

heq.tet+Q.2eKq-eott,.hec.keQsiteetl’ ett, 
Octet hioneg esiig.s—t-t, 

{ Proposition évidente} . 


(8) Hp(6).g.2=—t-t,. £(6) (7) 9 (8)}. 
(9) Hp(2). te 4-2-9. Bla, t,t, h) o [M+ ¢—t) $m —-—A 

{(8) = (9)}. 
(10) Hp 9 Ts £(2) (9) 9 (10) = Ply. 


a ee et Fs 


sn nani aiid 





f 





ne alee Ma 7 


te Sea, 





2. 


3. 


4. 


1, 
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Théorémes. 
heq-teth+Q.aeqrn.peQ.l—Imo(t-t, 1+ Op) 
-(-—h)l <p. heQ .tet-tig . Bla, ty, t,h) a (apt 
§mp)—-—A {P19 P2}. 


heQ.t2e6:¢9.B(0,0,t, hk). mde =A 
{(, oe ») Pe = Pah 
t t, % p 
heQ.te6:9.B0,0,t,h)—m—aA {P3 9 P4}. 
§ 3. 
Propriétés des classes B. 
Lemmes. 

{Dans les lemmes suivants, w(t, 2) désigne une fonction réelle 

des deux variables réelles ¢ et 2}. 
eq. eh +Q.f,heq/t-t Ahhh. tet. oe f't 


<vfAO-fht> vi fot)::0- fit, < fot,.*) 


{(1) Hp.g:thi'ty <fr'ly- iit &f +Q: te (&+Q) n(—Q) . oe. 


(2) 
(3) 
(4) 
(5) 


(6) 





fit<ft-.-=r A- 

Hp . ty =VFe [f © tt: t € (4) +Q) n(C—Q) -oneht<hél- (1) 
10: eh +Q.<t fh <hh. 

Hp(2) . fie =febi 0 fh < fii teh + Mn — Q). 0 
hi<ft-.O-A- 

Hp(2) . (2). @):O:heh+Q.h <4 .fth<fh. 

Hp(2).%& <4 file <fplo: Qi: tg ett, .t, > t,:t ett, . of 
ft<fpt.— =, At: Or: et, .t, >t: te t+ Q) 
a (ts —Q) - Oe - ht < fot — =, AttO-A- 

Hp(2) . (4). @): 9:4 = 4, - fit, < ht. 

Hp . (6): 9 - Ts.} 

teq.t,e4—Q.f,,foeq/t-t, fi —ht-.tet—t,. oft 
<¢GA49-ht>¢vGhO::0-ft > hh. 

{Dém. analogue, Il suffit aussi de changer ¢ en —# dans le 
lemme 1}. 


*) Ici f{ et fy désignent les dérivées des f, et f,. Sur leur existence on 


fait les mémes suppositions que dans la note au §1. Les fonctions f, et fy sont 
donc nécessairement continues. 
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3. heq. teh +Q.f,,f,8 9/4, - fh = fyt, ° ett .our fit 
<v(tfA)-Rt>vthd::9 Mots 50 


{1 n P2 = P3}. 
Théorémes. 


4. heq the +Q.h,keQ. a, aeqritet-t. or. 'm{olt, x 
+ (¢—t)a+ 1 eatages —a<kfeB(t, th) 
fie am -.Q- m (f= * » —a) <h+k. 

{Hp .f;t=—m[ft — x, — mane t » fot = (t—t))(A+-4). v(t, 2) 
=h+lm{olt, % +(¢—t)a + me] —as:o::fshe 
q/ty~t, - fit holy = Ob ett. . F't< m(f't— a) 
<m[ft— ot, ft) + m[ot, ft) —a])<h+1'm (gft, x 


+ (t—t)a+mf,t]—a} =v, ft). fit =h+k> vit,. 


fat) o. PB::9::Sb—Fh > O::5. Ts}. 


t, — to 


5B. heq.theh +Q.h,ktEQ.u,aeq,.peQ.m(t, —t) 
< wetEss -I'm[p(t-t,, 4 + 9mp)— a] <k.a,eB 
(25 to, ty, h):  .m (=F —a) chk. 

{(1) Hp. teh: 9:4 +(t —t)a+ (¢—t)m@+h) 9 2 + Hf, 
—t,)mi(ma+h+h) ga, + bmp .1’m{glt, z+(t—t)a 
+ ¢—t))m (h-+ k)]—a} <I’ m[9 (4 ~ t,,% + $mp)—a] < k. 

(2) Hp.fe Bh, t,, h) . ft, — a . ft, =a, .(1). P4:9.Ts. 

Hp . (2): 9. Ts}. 

6. teq.tyet+Q.hkeQ.a,aeqn.peQ. m(t, —t)><(ma+h+k) 
<p. \'m[p(o-t,; % + ¢mp) —a] <k:9: Bot, th) 0 X 
+ (t,—t)[a + ¢m(hk+h)]. {P5 = P6}. 

7. heQ:te6.9,. BOO, 0,¢4,hk) 9 met. — =, Q. 

{(1) heQ. h<o1—I'myp(, mo) :— =, Q. 

(2) heQ.ho1—MVmg(, ms):9.. keQ. Img, wi) che 
—h:—-= A. 

(3) heQ.h<1—Il'mop(6, me). keQ. I’'mp(6, m0) <<k <1 
—h.ted. = slides 

tor ty, Ly, @, p 


(1) (2) (3) 9 PT}. 


8. heQ:te6.-9. BO,0,¢,h)gmd.—- =, A {P79 P8}. 


)P 6:9 . B(O, 0, t, h) g mot. 


od See RE 





ee ID Dla: 
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Théoreme. 
4 9% géeqrn-heq. tet +Q.hkeQ:9.CB(m,h, 4, h) 9 Bia, 
to» t, ’ h +> k). 
Démonstration.*) 


(1) Hp.2, &C Bla, ,t,h).a= p(t, %)2 Qh e(h +Q)o(, 
—Q).peQ.Im[p(t-t, 2, + (mp) — al<tk:= 


4 =n, pA- 

*) Nous traduirons en langage ordinaire cette longue démonstration: 

(1). Dans les Hp, du Théor., soit 2, un point de la classe CB (ap, to, t, h). 
[Le cas nous interesse, o0 a, n’appartient pas a la classe B(ap, t), 4, h), mais ov il 
est un point limite de cette classe]. Posons, pour simplifier, a = q/(t,, 2). Alors 
[par la définition de la continuité}] on peut déterminer un nombre #, plus grand 
‘ qte t et plus petit que ¢,, et une quantité positive p, de facon que, lorsque ¢ 
varie dans l’intervalle t, ¢,, et que x acquiert toutes les valeurs qui différent de a, 
d'une quantité dont le module n’est pas supérieur 4 p, les valeurs de g(t, x) 
différent de a = p(t, 2,) d'une quantité dont le module soit toujours inférieur 


~ - 
ak. 





COO Pies eons 


(2). a, et a ayant la méme signification que dans (1), si ¢, et p sont des 
nombres qui ont les proprietés qu’on vient d’expliquer, et si l’on appelle ¢, le 


plus grand des nombres ¢, et t; — aetTqT' alors ¢, est plus grand que ty 


et plus petit que ¢,; lorsque ¢ varie dans l’intervalle ¢,-¢,, et 2 dans la sphére 
de centre 2, et de rayon p, les différences entre les valeurs de p(t, x) et a ont 


des modules toujours moindres que ah et le produit de ¢, —¢, par ma+-h+k 
n’est pas supérieur a p. 

(3). Dans les mémes notations de (1), si p est un nombre positif, et ¢, 
une quantité entre ¢ et ¢,, qui a les proprietés qu’on vient d’énoncer, toute la 


sphére de centre 2,-+(ts—%,)a, et de rayon (¢, —t,) (142 k) est contenue 
dans B(a,, t,t, h-+-k). 

| En effet soit 2, un point de cette sphére; posons ft = a, +5 (ay — 24). 
Alors les valeurs de la fonction ft pour t =—¢t, et ¢ =, sont respectivement a, 
et ws; quel que soit ¢ dans l’intervalle ¢,-¢,, la différence entre ft et a, a un 





module inférieur & p [ car dans cette différence ' 
_— 
n’est pas supérieur & l’unité, et puisque a, est un point de la sphére, on a: 


m [1% — 74 (ty t,) a] < (thts) (+= k) 





t (a,—,), le premier facteur 


ee ee ere 


d’ou 
2 
m(t%—a)) < (ty—t) (ma+h+ = k) <(.—t) (ma+h+h) <p]. 
Par conséquence la différence entre p(t, ft) et a a un module inférieur 4 Le 


Xs, — 
ts — 





D’antre part ft = * ; et m[/’t — p(t, ft)] n’est pas supérieur A la somme 
1 
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(2) Hp(1). & ¢ (&j+Q)n(4—Q) .p eQ.I'm[p(t,-t,, 2, + 6mp) — a] 


<<k. t, = max tay ty — aE) 10 the (bo +Q)n lt, 
— Q).1'm [p(t,-4, 2, + Omip) — a] < tk * (t,—#,) (ma 
+h+k) <p. 


de de m[ 2=*  — =F — |: qui est inférieur ou égal & h + =k, et de m[(t, ft) — a], 
— 


inférieur & 1, Donc, quelque soit ¢ dans t,-¢,, on a m[f't — p(t, ft)] <h+k. 


Cela signifie que la fonction f est une de celles qu’on a appellées 8 (t,,t,;,h-+-k); 
et sa valeur 2, pour ¢t =f, est effectivement un point de B(a,, t,, ts, h-+k). 

(4). Maintenant [puisque a, est un point limite de B(ap, t,, t,, h)], on peut 
déterminer un point * de B(apo, t), t;, %) dont la distance 4 a, soit plus petite 


que le nombre positif shh — t;). 


(5). 24, a, p, ts ayant toujours la méme signification, si 2, est un pelet 
qui a les propriétés qu’on vient de dire, alors toute la classe B(a,’, t;, t3, h) est 


contenue dans la sphére de centre x,-+-(t; —¢,)a et de rayon (t, —?;) (n+ k), 
dont on a parlé dans (3). 


En effet si dans la P6, ‘& t, t, k, a on substitue ¢,, ty =k, x,, on voit 
que toutes les hypothéses sont satisfaites; on déduit que B(a,’, t,, t,;, h) est 
contenue dans la sphére de centre 2,’ + (t,;—t,)a, et de rayon (t,—¢;) (n= k); 


de la [ puisque m (ay —2,) <= k(té,— t»| on déduit la prop, & démontrer, 

(6). Donc, par les (3) et (5), la classe B(a,’, t, t,, h) est contenue dans 
B(a,, t, ts, h+4&). 

(7). Dans les Hyp. du Théor., si a, est un CB(a, t, t, 2); si p est un 
nombre positif, et ¢, un nombre pilus grand que f¢, et plus petit que ¢,, tels que 
lorsque ¢ varie dans ¢, t, et @ dans la sphére de centre a, et de rayon p les 
valeurs des modules des différences entre les valeurs de p(t, x) et m(t,, 2;) soient 
toutes moindres que 5 k; si (t, —t,)[mo@(t, 2) +h +k] <p; et sia,’ est un 
point de B(a», t), %, hk), dont la distance & a, est plus petite que = k(ty— ts); 

alors, par la §1P11, il y a des points communs aux deux classes B (ap, ty, ts, h) 
et B(ay’, ty, ty, h); 

donc il y @ aussi des points communs aux deux classes B(ap, ty, t3, h) et 
B(a,, tj, t;,h-+%), car, par la (6), la derniére classe de cette couple contient la 
deuxiéme classe de la couple précédente; 

donc, il y a aussi des points communs aux deux classes B(a, ty, t;, h-+ 4k) 
et B(a,, tj, t;,4-+-%), car par la §1P10, la premiére de cette couple contient la 
premiere de la couple précédente; 

et enfin, par la §1P14, 2, est un point de B(a, t, t,h+h). 

(8). Dans la conclusion de (7) n’entrent plus p, ¢,, et 2, ; mais comme dans 
les (1), (2) et (4) on a démontré leur existence, on a: 

Des Hyp. du Théor., si a, est un point limite de B(x, ty, t,,h), il est un 
point de B(ap, t), 4,4-+%). 

Ainsi est démontré le théoréme, 





iE Sa ADS 
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(3) Hp(l). pe Q. te (4 +Q)n(4—Q).I' m[ p(t, + Omip) —a] 
< +k. (t—t) (math+h) <p:9:2,+(4—4)[a + 
6mi(h+ > k)] 9 Bla, ty, ty) h-+R). 

{Hp . 2,62, + (4 —t)|a + om(h +2%)| . ft = a, + 
Sat G @,):: Qi: ft —a,. flay. tet t 20. 
:ftea, + mp. m[p(t, ft)—a] <4 - m[f't — of, f2)] 
< m [=F —a] +m[p(t,f) — a] <(b+ Sh) +5h—= 
h-+k::g::feB(h,t,h+h).a, B(a,, t,,t,h+2)}. 





: (4) Hp(3) . 9 -. % e Bla, f, t, h) . m(a’ — a) < 5 ht — ty) 
7 =r, A- 
{ (5) Hp(3). a,’ ¢ B(x, t), 4, kh). m(a, — a) < + k(t, — ts): 9. B(ay’, 


ty, ty,h) 9% +(t—t) [a+ 9m(h4+2h)| 


1 P 
( t, sk *) 6. BCH tt Bo + (4A) 
| ty t; k X 


[ao + 9m (4 + 5 4)] 9-0). 


(6) Hp(5).(3). (5) :¢9. B(ay, t, &,) 9 B(a,, t,t, h+h). 

(7) Hp(5).§1P11:9: Bie, h,t,h) » Bia, t,4,h)—-— A .(6) 29 
> B(x, ty, ty, hk) on B(x, t,,t,h +k) — = q .§lPi0:9 
B(x, ty, ts, kA--K) m9 B(a,, t,, t3,h-+ hk) — = A. §1Pl4: 9:2, 
& B(x, t, t,, 2 +4). 

(8) Hp. a, eCB(a, &, t, h) . (1). (2). (4). (7:9. 2, Bla, &, 


j t,,h+hk). 
Hp . (8): 9. Ts. 
§ 4. 
Sur les classes A. 
, Deéfinitions. 


1. theq.t, &€t £Q. a equi. A(X, ty, t,) = Bla, &, t,, 0)—= lim 
B(aq, , 4, h)- 
2. th €qQ.%yEGni dQ. A(X, bh, h) = %. 
Mathematische Annalen, XXXVII, 15 
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Théoréemes. 
3. % eqn. t,t &q. 2, €Qn:heQ.u-% & Bay, h, t,, hk). -O. a 
é A(x, ty, t) {§eP2 9 P3}. 
: . d ft f 
4. %éqn.,t,2eq.f & qn/t-t,. fy = steht... 5e = j 
p(t, ft)... ft, € A(x, t,t). 
{Hp. 9 :heQ.ou-fé B(t, th). Ou-ft, & B(x, t, 4), h):9-Ts}. F 


or 


% qn. t,t €q:9-CA(m%, h, t) = A(%, bh, 4). 
{§eP8 9 Pd } , 


6 theq.tpeh+Q. a, eqn. peQ.l—l’mog(t,-t,, x + 6mp) 
-m(t,— t) < F- tet: A, bf — =A. 
{(1) Hp. §1P10:g-.h,keQ. h<k: Oar. Blu, ty, t, h) 9 Bim, 
t,t, k). 
(2) Hp.§2P2:9:heQ. cn. Bla, h,t,h) o (4% + 9mp)—— QA. 
Hp. (1) . (2) . §eP9: 9. Ts}. 


1. t26:9.A(0,0,f)—— 4. {(; obs ») Pe = Prt. 





as ain all 


t t, % p 
8. t,t80.t, Ct. ay &qn.M%y< hi: 9. A(%y,h, Hm —AJ. 


1(; “ad PG = pat. 


9. 2) € qn.ty, f€q:¢. A(%o, ty, E)—qnrvé [hEQ.—-n. xE B(x, ty, t,h)). 
{§3P8 . §eP11:9. P9}. 

10. 2 éqn-h,t@q -heQ: 9. A(%, h, 4 Q BX, bh, t, h) 
{P9 9 P10}. ‘ 

ll. a eqn. %,t, €q.%, € A(t, &, t) 2. % € A(m, t, &). 
{Hp. Pl0:9::heQi cu: a, ¢ B(x, t,t, h).§1PIz= Orr He : 
B(a,, t,,,h)..P3::9 Ts}. ] 
12. Req.t €4,+Q.t, et, + Q. a eqn. 2%, &€ A(X, t,t). 2, € A(x, 

ty, te) 2. &, € A(X, ty, ty). 

{Hp.P1l0:9::heQ:duia e Ba, ty, ty h) . 2 € B(a,, t,, ty, h) 

- §1 P12: Oy . % € B(x, h, &, bh). PB:: 9. Ts}. 
13. tHRLeq.t, e4+Q.t, €¢4, +Q. a eqn. 27, e A(%,h,4):9-A 
(a, t,t) Q A(X, by, te). {P12 0 P13} . 





rae 
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14. Req. teh +Q.keEQ. ur. aeq,.peQ.l—I'mo(t,-t,, 
ay + Smp) . m(t,—t)) <4. 1'm[p(t-t,, a + mp) — a] 

<b. 2 A(%,&, &)29- m (So a —a)<k. 


{Hp .h =k —I'm[9(t,- «sia -- a] >:g:heQ.I'm 
[p(t,-t,, © + mp) —a] <k—*+.§3P5:9: 0,2 B(x, 


h 0 ] y 
toy th, 2) -m (=* — a) <(k—-F)+ 5:0. Ts}. 
15. te0.v22eA(0,0,4):9.ma<t. 


0#10 012 
P14 = P15}; 0 3P7.P10:9. P15}. 
(;, ti k a @ p ef \; v 48 o I 


16. t, 80. <t. 2, A(0,0,t):9-A(2p, ty th =A 
{Hp. P15: 9: ma <t,.P8:9. Ts}. 
17. t,,¢86.t, <t.2,¢A(0,0,t,).ceA(a, ty, 8): 9.m(e@—a) <t—t. 
{(; he Pte se. ® ) Pid — Pir}. 
tt Kap & 
17. hh, te9.4, ct. a € A(0, 0,4): gq. A(%,&, 1) Oo M+ om(t—Zé,) 
{P17 = P17}. 

18. t,t, 60. <t, Ct,.% eA, 0, &). 2,8 A(a%, by, 4) 29 
A(q, toy 4) 9 A(%2, bh, 4) — = A- 

{(1) Hp. fh = B(%, t,t, h) » Bla, hh, th, h):9-fe Kqu/Q. 

(2) Hp(l).heQ. P10: 9: a, ¢ Ba, th, th). §LPll:¢9.fh—= 4. 

(3) Hp(l).h,keQ.h<ok.§lPl0:9 tho tk. 

(4) Hp(1).heQ.§1P13:9.fho B(O, 0,¢,, h). 

(5) Hp.§3P8:9..hkeQ.1'mB(O,0,¢,,h) Clim—,Q. 

(6) Hp(1). (1). (2). (3). (4). (5). §eP10:9.fO——4Q. 

(7) Hp(1).§eP6.9.f09 A(x, bh, t)) 0 A(a, t, 4). 

Hp . (6). (7): 9. Ts}. 

19. meqrn-heq.keQi gee. tet —Q.t’et +Q.tet'-t".t 
=- oi. 28 A(a, by, €) 2 Oue- m | 4$=% - @ (to %) | <k 
soo’ Ae 

{(1) Hp.t, @4—Q. tet, +Q.peQ. I'm [gp (t,- t2, % + 9mp) — 
P(ty, %)] hi —=n,n.r A> 





15* 
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(2) Hp(1) . ¢’ = max (t,, ty — TONES 2 .¢” 


= min (t,t + moh mE) tet". A(t, ty, #) 1 
=I’ mo(t—t, x + Slip): 9:1 < melt, 2%) +k.m(t—f) 


ee 





P. t, P(to,%), = P14:5.T 
se ia Sieg 
20. t),& €q .f & Qn/h-h 2 t,t, Eh —ty . Ons, ft, e A (ft, t,t) ~ | 
setae” petal : 
{(1) Hp.tet-t).keQ.PI9:g wt et—Q.tet+Qute 
tt" 9, .m [=F — wit, f)| <ki:- ee A. 
Hp .tet-f% .(1):9- 9 = oft, fH}. 
§ 5. | 
Existence de l'intégrale, lorsque A(0, 0, ¢) se réduit 4 un seul nombre 
complexe. 
Lemme. 
1. a,beq.teQ.feq/O-t,:t20-t-q- 4 <a4 dftf0— 
9-f <$(@"—1). 
{Hp .gt = e-**[ft 2 —1)]:9 90 = O:te bt, . 9, AH 
= ot (SF _ a — bft) < 02.9 +. gt,< 0-.9 Ts} - 
Théorémes. 
2. peQ.. tee. x,” €MO: Ope2. m[p(t, 2) — p(t,2)] <p 
m(2—az)..h' eQ:t26.9,.B(0,0,¢,h') 9 mo..he bh’ .t, 66 
- 1, %, @ B(O, 0, th) 2: 9. m(e%—a,) < =* (es — 1). 
{HP «fi fe BOs 8) HO HO=O- ith = fel = 2120 ' 
£80. or: 5 + m(f,t — fit) < m(f't —f't) < m[fyt : 
— 9(t, fpt)] + mf t—o9 AO1+ m[o, A)—ott, f,6)] 
-m[(fyt— p(t, ft] <h. m[f't—olt, AQ) <h.f,t,f.te me 
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-m[o(t, fht)— 9, fA] <p>< m(fAt—ft)-.o-. tet, 
d 
Or: ap MAt—ft) <2h+p><m(f,t—f,#):P1..9. Ts}. 

3. peQ..teb.x, w emo: O.2,0.m[p(t, 2 )—g(t, z)] < p><m(2’—z) 
“.t8@6::9.A(0, 0, é) eqn. 

{(1) Hp. §4P7:9.A(0,0,f)—-— 4. 

(2) Hp. §3P8:9..h' &Q.B(0, 0,4, h’) g m6: — =, A. 

(3) Hp. h'eQ.B(QO,0,4,h')9 m9. x, 2 ¢ A(0, 0, t). §4P10. P2: 9 
she 6h’. Qu. %, & € B(O, 0, th). Qu. m (% — a) < = 
(@*—1):9 :m(%—m,) <1, 72 (ers —1) = 0, 

(4) Hp. ,, 2 ¢ A(0, 0, #). (2). (8): 9.4, =a. 

Hp . (1). (4):9- Ts.}. 
4, t86.q.A(0,0, 8 eqn: ft—A(O,0, 0.9. f 8 qr/d.f0=—0 
d 
:ted-g- St — g(t, ft). 

{(1) Hp.t, 4 29.4, >¢.§4P18:9:A(0,0, tn A(ft, 4, 0-—A 
fteqrnig:fteA(ft,, t, 4). §4Pll: 9: ft, e A(ft,t 4). 

(2) Hp.t,t,¢¢@.(l):9./ft, e A(ft, t,t). 

Hp . (2) . §4P20: 9. Ts.}. . 

B. £80+9.A (0,0, f) eqn: fe qa/d-f0=0:t29-g.- LE = off, 

ft) .:t89.9. ft =A(0, 0, f. {g4P4.9.P5}, 


§ 6. 
Intégrabilité dans le cas de n = 1. 


Dans ce § on suppose » = 1. Alors les complexes qn se réduisent 
aux nombres réels q. 


Théorémes. 
lL. heq.t ety +Q. am, my 8 q.% KX. heQ. x, & B(x, bh, t,, h). 
a, & B(a,t,t,,h) . 4 > 429: %, & Bix, th, t, bh). a 
& B(xy, ty, t,, h). 

{(1) Hp .f,9 @ (@/&- 4) continues, ft, > gt) . ft; << gt: 9-- ehh 

» ft, = gt, — =, A- 
(2) Hp .f,9 € Blt, ty, hb). fty = ay. ft, = 2. Gt = ay «gt, = 
A): 9-8 et, . ft, = gt,:—-—, A- 
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(3) Hp(2) . t, tt, . ft, = gt, . §1P8: 0 : ft, € B(x, ty, fy, h)n Bay, 
ty, to, h) n B(a,, t, be, h) n B(ay, t,, 2, h): EQ: B(x, ty, toy A) 
a B(x’, 4, te, h)——= A - Blay, bt, tb, h) o Bim, t,, &, h) 
—=,.§1P14:9.Ts. 
Hp . (2). 3): 9. Ts}. 
2. theq.t 4, +Q . %,% Eq. Hy <a. 4, e A(%, t,t). a, & 
A (aos ty, ty) . By > 220 2 %,'8 A(X, by, t,).%, & A(ay, bt). 
{Hp . §4P10. Pl: 9: :heQ. Ou: a & Bla, ty, t,,h) . x, eBay, 
ty, t,, kh)». $4P3::9. Ts). 
3. tq. 8, 6h +Q. XM 8G. % <M: C9: VA(m%, b, é,) 
> VA(axy, toy t) - ACH, bh, 4) > A t, 4). 
{P2 9 P3}. 
4. t@€6.9:1A(0, 0, t) ¢ A(O, 0, #) . 1, A(0, 0, #) & ACO, O, &. 
{Hp. §4P7. $4P15. §dPSPS': 9:1’ A(0, 0, t), 1, AQ, 0, #) eq. 
§d P21. §4P5: 9. Ts}. 
5. t,t,60.t4 >t.2 =—1'A(O, 0, td). 2%, — 1A, 0, t,): 9.2, 
== 1’ A(z, ¢, t,). 
{(1) Hp. P4:g: ae A(0, 0, t). §4P13: 9: A(a, t, 4.) 9 AO, 0, 4) 
79: l’A(a, t, t)) <x. 
(2) Hp.§4P18:9.A(0,0,#),A(a,,t,,0—-— a4. 
(3) Hp.2 eA(0,0,t).a ¢ A(z, t,t). P3:9:a <a.a,eA(z,t,t,) 
-VA(a', 4) <1 A(a, t,t): 9.4, << A(a, t,t). 
(4) Hp. (2).(3):9.a4,<l'A(a, é,¢,). 
Hp . (1). (4): 9. Ts}. 
6. t, t,69.t, >t. 2—1,A(0, 0, t). 2, =—1,A0,0,4):9.4, 
= 1], A(a, t, t,). {Dém, analogue a la précédente} . 
1. fi =VA(0, 0,t).t, t, €6:¢9. ft, A(ft, t,t). 
{(1) Hp.t, >¢.P5:9: ft, =VA(ft, 4,4): 9. Ts. 
(2) Hp.t>4,.():g:fte A(ft, ¢,, 0. §4P11: 9. Ts. 
(3) Hp.t=—#, . §4P2:9.Ts. 
Hp . (1) . (2). (8): 9. Ts}. 
dft 


8. ft = A(0, 0,2). 9+. fe q/0.f0 = 0:8 89+ y- F = oft, ft). 


{Hp. P7. §4P20: 9. Ts}. 
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9, ft=1,A(0,0,).9-.feq/0.f0—=0:t20. gS — pF, fo 
{Dém. analogue a la précédente}. 
10. feq/.fO=O:te9. yy Bm we, ft). g:t8 0.9, 
.1,A(0, 0, t) < ft <1’ A(0, 0, &). 
{g4 P4. 9. P10}. 


§ 7. 
Démonstration de l’intégrabilité en général. 
Notations pour les P| et 2. 


Si w= (%,, %,...,%) est un qn, par E,xv, E,z,..., HE, nous 
désignerons ici le premier, le deuxiéme, .. ., 1’n*™° élément de wz: 
E,cz=2,, E,z=—2,,..., Bnav = &. 


Les signes E,, E,,... sont done des q/qn- Ces fonctions sont 
continues et distributives. 


Si 2, é@q, par la convention de l’inversion ($c), E,2, signifie 
«les q, dont le premier élément est 2, ». 


Pour simplifier l’écriture, dans la déf. 1, et dans la démonstration 
du théoreéme 2 on suppose » = 3. 


Définition de Vopération a. 
1. asKqy.2,=1'E,a.2, = 1’E, (anE, 2,). 2, =1'E, (aE, 2, E, x,) 
1+ OA = (2, %, Xs). 


Théoréeme. 
2. a¢Kqn.a==—,.lmaeq.Ca=a:9.aaea. 
{Hp . §dP22: 9: 4,¢E,a.a,EB,2,-—,.C(anEj2,) 
=an E,a,:9:%,¢ EB, (an E,2,).a5 Bx, Kya, 
—= 4:0: a €B,(an BE, 9 Ba). a Byam Bye, 


nr Hy @y — = A 20) 2 yy Ly Wy EQ. (yy Ly) Zy) 64: —. Ts}. 


Théorémes. 

3. t26.9.@A(0,0,t)2A(0,0,4). {§4P7.§4P15. §4P5.P2:.P3}. 

4. t,,t,60.4, >t. a, eA(0,0,4). 2,2 A(a,,t,,¢,).t€4-:9 
. of A(x, t,t) n A(a, tb, t)] @ A(a,, t, t) n A(X, te, b). 

{§4P18 . §4P17. §dP16. P2:9. P4}. 
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10. 
11. 


12. 


13. 
14. 


(1) 
(2) 


(3) 
(4) 


{(a) 


(6) 
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Notations. 
N = «nombre entier positif ou nul». 
reN.go.Z =n = = «l'ensemble des nombres 0, > 


9 gr} 
ete we ” 


Z=Zée(reN.xeZ,:——,A) = «les nombres de l’intervalle 4, 


8 . 
de la forme or oar et s sont des N». 


Conséquences immédiates. 
404,904.9---9420 % 
reN.teéZ,:9.2'teN. 

"7 r, 1 1 if 
reN.tedZpi-Z,:9.¢— Sa» t+ gr & r- 
CZ = 6. 

Définitions de la fonction f. 

f0 = 0. 
fl = wA(0, 0, 1). 
reN.feqs/Z. te Inim by. = t— ah = t+ oy; 

:¢9. ft = w[A(ft,, t,, A). A(fe,, t, do). 
ted—mZ.c. ft Zxelt'eZ. ov. xe A(ft', t,o). 

Théorémes. 

fe qn / % 
t,t’ 29.09. ft' s A(ft, t, t’). 


Démonstration des théoremes 13 et 14. 
feqn/ Z, {P9. P10. P3:¢. (1)}. 
tteZ.t@ >t: g:t —0.¢ —1.P10.P9.P3:¢9. fi’ 
A (ft, é, ¢’). 
t,t’ e Z,. (2). §4Pll:¢9.ft' ¢ A (ft, é, t’). 
reN.feq./Z,:t,t' ¢ Z,. Oye. ft ¢ A(ft, t,t’) . o.fe 
qn / Zp41. 
Hp .¢@ Zain Z,:¢.ft equ. 


Be tofu. 4 —t — — 


1 
oT thmt+ sar: PT otlt 
eZ, . ft, ¢ A(0,0,t,) . ff ¢ A(ft,,t,, &). P49. ft € qa. 





sca oT See < 
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(vy) Hp.te Z4.. (a). (6): <9. fte qu. 
Hp . (y): 9. Ts}. 
(5) Hp(4).teZ,.t' eZ4i—Z,.t’ >t:¢9. ft’ « A(ft, t,t’). 
{Hp .t = t — argh edt) Dt. fhe A(ft, t,t). fle 
A(ft,, t,, t’). $4P12:9 . Ts}. 
(6) Hp(4).¢eZ4yi—Z,.t’eZ,.t’ >t: ¢. ft’ « A(ft, t, t’). 
{Hp.t = t+ ioit<h St’. hed,. fhe A(ft,t, b) 
. ft’  A(ft,, t,t’) : g. Ts}. 
(7) Hp(4). t,t’ eZ4yi—Z,.t >t:9. ft’ eA (ft, t,t’). 
{Bp = t+ ht — ag t<h<th ct th 
eZ, . ft, s A(ft, t, t,). ft, 8 A(ft, ty, t,). ft’ e A(ft,, t,t’) 
: 9. Ts}. 
(8) Hp(4).¢, t’ ¢ Zu. (5). (6). (7) :¢. ft’ @ A(ft, t, ¢’). 
(9) reN.feqn/Z,:t,t' ¢ Z. one. ft’ e A(ft, t,t’) 9 feq 
[ Zrgr it, Ue Zsa. One. ft’ & ACFE, t, t’). 
{(4) (8) 9 ()}- 
(10) reN.go.w.fequ/Z,:t, te Z,. one. ft’  A(fé, t,t’). 
{(1) (8) ®) 9 (10)}. : 
(11) fe qn, / Z. 10 11) (12)) 
(12) a {(10) = (11) (12)}. 
(13) ¢¢Z.9.fte A(O, 0, é). {(12) 9 (13)}. 
(14) 4,e6—Z.gt = A(ft,t,).a = Zn (t,—Q) . §4P5. §4P16 
- §4P15. §4P13:9 i: g eKqn/a s.tea.gqe: Cot = gt 
.gt=e=a,.lmgi<cl.ttea.t’ >t: 9. gt’ ogt.. 
§eP12::9.%é (tea. cor. vegt)—— Ay. 
' (15) 4 e6—Z. 9.8 [te Zn (t.—Q). cE. we A(ft, t, )]) —— AQ. 
{(14) 9 (15)}. 


‘ (16) te 9—Z. a, 2% € quite Zn (ty Q). Oe. 4, Ly & A(fb, th). 9 
u » Hy = 2X. 


5 





{Hp .¢¢ Zn (4—Q).§4P17:9: m(ft—a,) <4, —#. m(ft—yz,) 
<h—t:9.m(a%,— 2%) < 2(4, — 2). 
Hp.9:t@ Zn (t—Q). Oe - m(@,—m) < 2(—24):(-. Ts}. 
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(17) 46 O0—Z. a = Zé [te Zn (ts —Q) . Ge. we ACF, t, t)]: D-H € Qn. 
{(15) (16) 9 (17)}. 
(18) Hp(17). te Zant +Q):9. a, e A(ft’, t,t). 
{(a) Hp.keQ.t, @ Zn (—Q).%—t, < %. S4PIT: 9: A(fty, 4) 
oft, + om. m(ft, — ) <4. g4PI8: 9: A(ft, ty, 4) 
9% + Ome. A(Et,, ty, t) a A(Et’, t’, &)——= A209: (e+ 0mk) 
n ki(ft’,t',&)— = A. 
Hp . (@): 9: % e CA(ft, t', to) . §4P5: 9. Ts}. 
(19) (e60=Z.9.%8[t eZ. oe. ve A(ft’, t’, t)) eqn. 
{(17) (18) g (19)}. 
(20) f ¢ qn / (6 =2Z). {(19) 9 (20)}. 
(21) f eqn / 0. {(11) (20) 9 (21) = P13}. 
(22) te6—Z.t'eZ:cq:fteA(ft, t’,t):¢9: ft’ « A (ft, t, t’). 
(23) t,t e6—4.9.ft' e A(ft, t, t’). 
{Hp.t” eZ. (t-t’): 9: ft" « A(ft, t,t”). fie A(ft", t”, t’) 
79. Ts}. 
(24) t,t’ 66.¢9. ft’ ¢ A(ft, t, t’). 
{ (12) (22) (23) 9 (24) = P14}. 


dft 


1b. ted.g9. St — oft, ff) {P14 . §4P20: 9. P15}. 


§ 8. 
Observations. 
On a ainsi prouvé que, étant donnée |’équation 
aft 
Sf = w(t, ft), 
ov le second membre est une fonction continue, il existe au moins 
une fonction ft, définie dans les environs de {=}, qui pour t= b 
acquiert la valeur arbitraire a, et qui satisfait a l’équation donnée. 
La condition nécessaire et suffisante pour que cette fonction soit unique 
est que A(a, b, ¢) se réduise & un seul individu. 
En supposant seulement la continuité de la fonction , la classe 
A(a, b,t) peut effectivement contenir plusieurs nombres. Nous en 
donnerons ici quelques exemples, pour n = 1. 
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Soit l’équation entre les variables réelles x et ¢ 


2 
da 3 
ao 
ou le second membre est fonction continue. Les fonctions qui satis- 
font & cette équation, et s’annulent avec ¢ sont (pour ¢ > 0) 


1°, a= t= A(0, 0,2), 
20, a= 0 =1,A(0, 0,2), 


3°. les fonctions qui dans un intervalle O-#¢, sont nulles, et qui 
de ¢, & + co ont la valeur (¢ — ¢,)*. 


Ces derniéres fonctions coincident entre elles dans un intervalle 
fini. On arrive & des résultats analogues en considérant des équations 
qui ont des solutions singuliéres. 

Voici une autre exemple, ou il n’y a pas de solutions singuliéres, 
bien que la solution qui s’annule avec ¢ soit indéterminée. 

Soit l’équation 

ae ., ef .. 
dt ate 

Si l’on fait tendre « et ¢ 40, le second membre a pour limite 0, 
car on peut le réduire a la forme 

4at? 
e+e 
ou le premier facteur a pour limite 0, et le second est toujours com- 
pris entre — 2 et 2. Si donc on suppose le second membre nul avec 
x et ¢, il sera fonction continue des deux variables. Les solutions de 
cette équation, qui s’annulent avec ¢, sont 


1°. g=t? =)’ A(0, 0, 2), 
2°. g2=— t? =—1,A(0, 0, 2), 
3°. g=aQ, 


4, g=c—ye+t! ec «x=—Yer+ti—ec, od ¢ est une con- 
stante positive. 


re 


Ces fonctions, égales pour ¢=0, sont différentes pour toutes 
les autres valeurs de ¢. Les autres intégrales de l’équation proposée sont 


wom +(c+ pe? +t). 
La condition de l’existence et continuité de la dérivée de g(t, x) 
par rapport & 2, ou au moins d’une limite supérieure finie pour le 


p(t, x’) — p(t, 2) 
rapport , 





, suffisante pour déduire l’existence d’une solu- 


tion unique qui a une valeur initiale donnée, comme on a vu dans 
le §5, n’est pas nécessaire. Considérons en effet l’équation 
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ot p(x), 


od g(x) est continue et jamais nulle pour les valeurs de x dans l’intervalle 
a—b. Alors, siz est une valeur dans cet intervalle, et que l'on pose 


d , b 
fy -[ser-° et ot fo oe =, 


il existe une et une seule fonction x de ¢, définie dans l’intervalle 
a—b’ qui satisfait & l’équation donnée, et qui pour t=, a la valeur x; 
comme cela résulte de lintégration de cette équation. Et sur la 
dérivée de g(x), on n’a pas fait d’hypothéses. 

Lorsque g(t, x) a’ une dérivée ,(¢, x) par rapport a x finie et 
continue, alors, en supposant ¢, et ¢, suffisamment proches, A(x, f,, t,) 
est la valeur, pour ¢=—¢,, de la fonction qui satisfait 4 l’équation 
différentielle, et qui pour ¢ = ¢, a la valeur x. Sa dérivée par rapport 
& % est ; 

fo [#, A (2p, to, #)] de 


dA (Xp, to, t) —_ en 
day 
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Kine besondere Art von Covarianten bildender Operation. 
Von 
Ep. Witruetss in Halle a./S. 
Ill. Theil. 
Covarianten einer Form 5. Ordnung mit zwei Reihen Variabler. 
§ 1. 


In diesem dritten Theile werde ich, wie dies schon in der Hin- 


leitung in Aussicht gestellt wurde, die Zerlegung von f(x) in einen 
linearen Factor und einen Factor fiinften Grades: 


f(#) = 9 (@) 9(@), 


we) = >! (0) tara, 


9 (%) = C2, + CX, 
in Betracht ziehen. Die Differentiation bei dem Aronhold’schen Pro- 
cesse, der in der Operation ¢@ enthalten ist, findet alsdann nach den 


wo 


Coefficienten von g und g, statt, und zwar in der folgenden Weise 
5 
0 7) 7) 
q) 4 D> 8 a thi Ge thee 
x=0 


wobei 


@) > (2) G,2,* z,°* = G, 


x=0 
gy x, + Lo 1, = ny 
gewisse simultane Covarianten von g und g, sind, Dass auch in diesem 
Fall durch die Operation ¢ eine besondere Art von simultanen Co- 


varianten von g und g, gekennzeichnet wird, ist fast unmittelbar 
klar. Man erhilt z. B. ein Fundamentalsystem von neun Covarianten, 
durch welche sich alle Covarianten einer besondern Art ausdriicken 
lassen, wenn man die neun Formen f; H, k, A, ... von f (vergl. 
§ 1 im ersten Theil) in simultane Covarianten von g und g, verwandelt, 
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und solche Functionen fiir G und & wahlt, dass man den Ausdruck 


6 
(1) in mz Asi iiberfiihren kann. Dies ist iibrigens nicht der 


i=o 
einzige und nicht der allgemeinste Fall. Hier in diesem Aufsatze 
werde ich mich aber nur mit dem System derjenigen Covarianten be- 
schaftigen, welche bei der Entwicklung der ungeraden Thetafunctionen 
zweier Argumente in Potenzreihen auftreten. 

Ehe ich aber die Behauptung,, die ich zu beweisen beabsichtige, 
genau formulire, will ich, um die simultanen Covarianten einfacher 


schreiben zu kénnen, ¢, an Stelle von c,, — ¢, an Stelle von c, setzen, 
so dass jetzt 
(3) f(x) = g(@) (xt) 
wird und der Aronhold’sche Process die Form 
5 
é 0 7] 


annimmt. Es gehen nimlich durch diese Schreibweise die simultanen 
Covarianten von g und g, iiber in Polare, beziehungsweise in ,,Theile“ 
von Polaren der Form g allein. Ausserdem will ich fiir die erste und 
zweite Polare von 
g(t) =a, = bo =-- 

noch eigne Bezeichnungen einfiihren: 

y= dy,' m, 

3 =a, a2. 

Alsdann kann ich den Satz, den ich hier in diesem dritten Theile 


durchzufiihren habe, folgendermassen aussprechen: Jedes Aggregat, 
das aus der identischen Covariante 


(ut) 
und den neun Covarianten 
$y 
56) $=(,72 t=G,9. t=%7,9), AU=—(ihy, 
G1=(%t), 1=—@Gie, m=, F=W ide 

rational und ganz zusammengesetal ist und bei dem der Grad die Ord- 
nung in den Variablen t,, t, hichstens um zwei tibersteigt, ist dadurch 
gekennseichnet, dass man zu einem Ausdruck gelangt, der aus denselben 
Covarianten gebildet ist und bei dem der Grad hichstens um zwei 
grosser ist als die Ordnung in t,, t,, wenn man auf das betreff. Aggregat 
die Operation 3 anwendet, wo der Aronhold’sche Process in der Form 


(4) ausgefiihrt wird wnd (entsprechend der Beschaffenheit der Formen 
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G und & in der Einleitung) einerseits die Covariante G eweiten Grades 
und besiiglich x,, x, von der fiinften, beziiglich v,,v. von der sweiten, 
besiiglich t,, t, von der ersten Ordnung ist, andererseits die Covariante 
& ersten Grades und besiiglich x,, x, von der ersten, besiiglich v,, v, 
und t,, t, je von der zweiten Ordnung ist. — 

Die Covarianten (5) gehéren aber nicht simmtlich, wie dies im 
ersten und zweiten Theil, bei den Covarianten von f und den simul- 
tanen Covarianten von g und wy der Fall war, unmittelbar zu den 
durch die Operation 8 gekennzeichneten Covarianten. Es trifft dies 


vielmehr nur bei res 

(6) (ut), g, 9, i, t, q 
zu, waihrend 

(7) j, m, §, W 
vorher erst mit Potenzen von 

(8) (ut) und g 


multiplicirt werden miissen, denn der Grad von j und m, bez. von }, 
bez. von Y% iibersteigt die Ordnung in ¢,, ¢, um drei, bez. vier, bez, 
fiinf, wihrend (wf) und g die einzigen Covarianten sind, bei denen 
das Umgekehrte stattfindet, indem bei ihnen je der Grad um Kins 
hinter der Ordnung in ¢,, ¢, zuriickbleibt. — 

Die Ausdriicke fiir G und & lassén sich aus ihren Eigenschaften 
beztiglich Grad und Ordnung, wie dieselben bei der Formulirung des 
Satzes eben ausgesprochen wurden, leicht der Form nach angeben: 
& kann sich als Covariante ersten Grades von der betreffenden Polare 
von g nur um eine multiplicative Constante unterscheiden: 


(9) T — const, a,” a; de. 
Von der Beschaffenheit von @ aber giebt es, wie aus der Reprisen- 
tantentafel auf der niichsten Seite hervorgeht, die folgenden vier 
Covarianten ~ 
H,? H,' (at), H, H,° (vt), H, H; Hz‘ (xv), i.?(av)* (wt), 
wo 
HS = (9, 9)o, tu? = (9; 9) 
ist. Da aber zwischen den drei ersten die Beziehung 
H,? H,'(«t) — H, H,'(vt) — H, H, H,'(av) = 90 
besteht, so ist demgemiiss 
(10) & == cH,? H,*(xt) + ¢ H, H,*(vt) + c’i,? (av)? (at) 


(c, ¢, ¢’ sind numerische Constanten) die allgemeinste Form, die G 
annehmen kann, 
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§ 2. 

Der Beweis des im vorhergehenden Paragraphen ausgesprochenen 
Satzes wird analog wie der entsprechende im ersten Theile gefiihrt, 
nur muss noch der Umstand mit in Betracht gezogen werden, dass 
die Formen j, m, §, & nicht unmittelbar selbst schon zu den Co- 
varianten dieser besondern Art gehéren. Ausserdem wird der Beweis 
noch dadurch complicirter, dass die betreffenden Covarianten zwei 
Reihen Verinderlicher, u,,#. und ¢,,¢,, enthalten und die Fundamental- 
covarianten (5) in § 1 nicht die Polaren sind. 

Mit Riicksicht auf diese Umstiinde will ich daher den Beweis 
thatsiichlich durchfiihren. Ich brauche dazu die Covarianten der Form 
fiinfter Ordnung bis zum fiinften Grade und neunter Ordnung inclusive. 
Dieselben sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt*): 
































= 
ie it owl. i | d eh Meh Ry here - 
| | sa | 9 | | 
= Ee atbvams bie ERO o hats = 
| (9.9 —3 (9.1) 1=4 | (,H)\= 
4) 5 Sa a Nod (9.5)—=—m| 7 
(, jr=— al de | (oW=r a 








Bei Vergleichung der Formen dieser Tabelle mit den Covarianten (5) 
in § 1 ersieht man unmittelbar, dass 


(1) i=t,j{j=—j, )=—h, U— Ag 
ist. Da ferner einerseits 
q — (y; is —_ (ai) Ay, at ix = (at)a,? MY bos 
andererseits 
q= Qu° — (a i) dy! by 

und also 

qi t= + (at) (4ay° at, + ay! te), 
so ergiebt sich hieraus mit Hilfe der Identitit 


Ay, ty — Apt, = (at) (ut), 
dass 


*) Vergl. Clebsch, Theorie der biniiren algebraischen Formen, S. 277, 
Ich habe nur zum Theil andere Ueberschiebungen als Repriisentanten genommen, 


See 


i i 











4 
4 
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1 = WG — = (ai)? a? (ut), 
d. i. 


(2) 9 = du @ — = (ut). 


Durch die gleiche Betrachtung erhilt man die analogen Beziehungen 
fiir m und §: 


(3) m= m,°m, — + (ut), 
(4) § =H He — = i(ut)®, 


wobei m= m,° und H = H,° gesetzt ist. Sodann folgt aus dem 
Ausdrucke von §, wenn ich § = §,' bezeichne, dass 


G.° G2 = HS H? He — = i? (ut) (wt) — = ivie (ud), 


und hieraus resultirt, indem ich a, fiir v,, — a, fiir x, substituire 
und die Gleichung mit a, a, multiplicire: 


(6) t= (7, Hat H?), + 35 ig(ut) — zy (uo 
worin (y, H,' H?), die erste Ueberschiebung von » und H,! H,?: 
(y, Hu H?), = (aH) a a, He He, 

bedeutet. — Diese Gleichungen (2), (3), (4) und (5) zeigen an, dass q, 
bez. m, 6 und t ,,Theile“ der Polaren von g, bez. m, H und ¢ sind. 
Ich habe aber diese ,,Theile“ der Polaren g, m, § und ¢ und nicht 
die Polaren selbst unter das System der Fundamentalcovarianten, durch 
die sich die simmtlichen Covarianten der besondern Art ausdriicken 


lassen, aufgenommen, weil einerseits dadurch die Rechnung bei der 
spiitern thatsiichlichen Ausfiihrung der Operation @ sehr erleichtert 
v=u 
wird und andererseits die dabei auftretenden numerischen Coefficienten 
viel einfachere Werthe annehmen. Aus gleichem Grunde-will ich 
auch fiir einen ,,Theil“ der ersten Polare von r—=r,’ =(g,h), =—(g,}),, 
nimlich fiir (y, h), = (ah) aa b,3, wo h,4 = bedeutet, die 
Bezeichnung R einfiihren; es ist dann, wenn ich schon hier von 


der Gleichung (y, }), = = ij (siehe (12)), die ich im Zusammenhang 
mit andern erst im folgenden Paragraphen angeben werde, Gebrauch 
mache: 
(6) R = (7,5), =— 1 — ij(ut). — 

Der Beweis selbst gestaltet sich nun folgendermassen. 


Nach den Bestimmungen iiber Grad und Ordnung der Functionen 
G und & hat die Operation 6 zur Folge, dass sich der Grad der 
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Covariante, an welcher die Operation ausgefiihrt wird, um Eins, die 
Ordnung in den Variablen w,, u,, bez. f,, 4, um zwei, bez. um Eins 
erhéht. Ferner kann bekanntlich jede Covariante mit den beiden Reihen 
Verinderlichen u,, «#, und ¢,,¢,, welche in den ersten von der Ord- 
nung m, in den zweiten von der Ordnung » ist, auf die Form 
DO = Ds Pntn a (ut) DD; On+n—2 + (ut)? Ds-* DPin4n—4 4- mts 

gebracht werden, in der ®,4n,~-2, eine Covariante von gleichem Grade 
wie ® und von der (m + nm — 24)ten Ordnung in den Variablen u,, u, 
ist, und wo D,"~* die Bildung der (n —A)ten Polare unter Einfiihrung 
von ¢,, ¢, bedeutet. Die Covarianten ®,,;,-22 selbst lassen sich wieder 
durch die Formen des vollstiindigen Formensystems (wozu hier bei 
dieser Entwicklung die in obiger Tabelle stehenden ausreichen,) rational 
und ganz ausdriicken, Bei Beriicksichtigung dieser Umstiinde erkennt 
man, dass diese Operation bei den Covarianten (ut), g,$,i,... ein 
Gleichungssystem von der folgenden Form liefert: 


d (ut) = C,, D?g, 
6g =(ut) C,DPH + (ut) C4, 
8 H =C,, Dit + (ut) Cy Deig + (ut)? Cy, Dig + (ut) C43, 


a i = C;, Dig + (ut) Cy J) 
4 t =D; {Cy ig’ + C,,H*} + (ut) C,,Déag 


+ (ut)? DP {Cyjg + CytH} + (wt)® Cy, Dem 
+ (ut)* {Cy,h + Cyst?}, 


Bq = DELO jg + Cui} + (ut) Cys Dem (wt)? {0,,h+ 0,67}, 


oo = Cy, Dim + (ut) {Cyoh + Cy3t?}, 
am = DP {Chg + C,i?9 + Cj H} 
+ (ut) Di {C,,1q + Car} + (ut)? {Cg Ag + Cz ij}, 
6 ho = Di {Cy tg + Cyr} + (ut) {C3 Ag + Cy, ij}, 
oe = D.{ Cy, €g + Cyim + Cy 5g} 
+ (ut) {Cyyag + Cyth + Cygt® + Cy, j? + C,, 4H}, 
wo die C,, numerische Constanten sind. In dem Ausdrucke fir 6 & 


kommen noch die Covarianten ¢ und @ vor; diese lassen sich aber durch 
die beiden Syzyganten*) 


*) Vergl. Stroh, Ueber eine fundamentale Eigenschaft..., Math. Annalen, 
Bad, 33, S. 105. 
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ég —im— jqg=0, 
ag + 2ih+2i—j2?4+AH=0 


entfernen. Sodann kann man die rechten Seiten dieser Gleichungen 
noch dadurch umformen, dass man an Stelle der Polaren ,,Theile“ 
derselben einfiihrt. In Folge davon iindert sich die Form der Glei- 
chungen nicht, nur die Constanten C,, nehmen andere Werthe an, 
denn ein ,,Theil einer Polare unterscheidet sich von der Polare nur 
um additive Glieder, die Potenzen von (wt) als Factoren haben, Ins- 
besondere kann man also D?H durch §, D/ ¢ durch t, D? ig durch 
ig, u. s. w. ersetzen, und auf diese Weise die rechten Seiten der 
Gleichungen in Functionen der Covarianten g, §, i, t, ... um- 
wandeln; 


8 (ut) = Cog, 


(7) 


84 = Ci § (ut) + Cri(ut), 

3 5 = Cat + Crrig(ut) + Cisq (ut)? + Cor j(ut), 

st = Csiq + Cre j{(ut), 

Ot = {Chig? + CoO} + Cisag (ut) + {Cirig + CisiS} (ue? 
+ Cism (wt) + {Cir + Casi?} (we), 

2a {Céi 1g + Cori} + Cosm(wt) + {Coah + Cyst?) (ut)?, 

oi = Com + {Cool + Cesi?} (wt), 

om = {Cahg + Cai?g + Cai DH} + {Cuig + Cok} (ut) 


+ {Cieij +. Cr a} (u t)’, 
Oh = {Criq+ CaR} + {Cyij + CW} (us), 


vu 


FU = {Chim + Ciojg} + {Cisih + Gui? +Cysj?+ C4} (wt), 


wobei die C,, wiederum numerische Constanten sind. 
In den Ausdriicken fiir 6 m, 6 ) und 6 & finden sich noch die 
o=u =u 


=u 

Covarianten R und AH. Diese lassen sich hieraus auch nicht mittels 

Covariantenrelationen entfernen, entsprechend dem Umstande, dass 

diese Formen selbst nicht zu den durch die Operation 0 gekenn- 
vou 


zeichneten Covarianten gehéren. Aber wo diese Formen m, }, 2% in 

einer Covariante der besonderen Art vorkommen, miissen sie immer 

(vergl. die Ausfiihrung, die sich an die Aussprache des zu beweisenden 

Satzes im vorhergehenden Paragraphen anschliesst,) mit Potenzen von 
16* 
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(wt) und g multiplicirt auftreten, und zwar muss es mdéglich sein, die- 
selben immer so mit Factoren (wt) und g zusammenzufassen, dass sie 
nur in den Verbindungen 
m(wt), mg, 
(8) H(wt)?, Hg(we), bg, 
A(we)>, Wg (we), Wgr(ez), 


erscheinen, denn wenn dies nicht méglich wire, so wiirde in der be- 
treffenden Covariante der Grad die Ordnung in ¢,, ¢, um mehr als 
zwei tibersteigen, was gegen die Voraussetzung ist. Fihrt man nun 
an einer Covariante ® der besondern Art, welche man auf die Form 
gebracht hat, dass die Covarianten m, }, 2% in der Weise (8) mit 
(wt) und g multiplicirt sind, die Operation @ aus, indem man be- 
achtet, dass — 


8 o = fey 8 ut) + So gt Se St- 


so erkennt man, dass in dem Ausdrucke von @ ® stets é im . = h, 


6 2% nur in den Verbindungen 


(ut) dm + m O (wt) = 6 m (ut), 


goOm+mdg =d mg, 
bez. 
(ui 6 J + h é (wi? = B. but’, 
$55 +594 = 255, 
bez. 


(ut) | é he + ol é (ue) = 0 A(ut), 
yout way = 0 Ag? 


auftreten. Substituirt man also fiir il (ut), @ 3B 0 S, ... die Aus- 
driicke aus dem letzten Ghishemaein, so wid die Darstellung, die 


man fiir d ® erhalt, eine ganze Function der Fundamentalcovarianten 
o=u 


(5) in § 1 und der Covarianten R und AH sein, aber diese letzteren 
werden, und zwar R entweder mit dem Factor (wt)? oder dem Factor g, 
AH entweder mit dem Factor (ut)? oder dem Factor g? versehen sein. 
In Folge davon lassen sich dieselben mittels der in einem spiteren 
Paragraphen zu entwickelnden Syzyganten 








a Sr 


ng cat 





52 igaR A cea RRR ah 
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(ut)? R= {— mg + it— 9} + |— bo +4 Hil wo, 


gR = {jt — mO} + {—> tig + | 59} (we) 
+ Jy imt + ja} wey, 
bez. 
(ut)? AH = {2U%g + 2i?H — 4ijg + 49°} — 4im(ue), 
gy AH = {—3AHg—4i' H°4 8ijg H-8q?H}+ {8imGH —2At} (ue) 
+ {— iH + 2i2jg — Vig?} (we)? + 2i2m we) 


eliminiren, so dass man einen Ausdruck fiir 6 ® bekommt, der nur 
vu 


aus den Fundamentalcovarianten (5) in § 1 gebildet ist. Da ausser- 
dem durch die Operation 0d der Grad und die Ordnung in ¢,, ¢, je 


um Eins erhéht wird, so ist in d ® der Grad auch nicht mehr als 


um zwei hoher als die Ordnung in t,, t,, wenn dies vor der Operation 
& bei ® der Fall war. Damit wire denn der Beweis des oben aus- 


gesprochenen Satzes vollkommen gefiihrt. — 

Im folgenden muss ich nun die Syzyganten, die ich eben ge- 
braucht habe, auch wirklich entwickeln. Und sodann will ich die 
numerischen Constanten C,, im letzten Gleichungssystem: fiir die vier 
Falle bestimmen, dass G = H,? H,‘(xt),- bez. H, H,5(vt), bez. 


iz?(xv)*(at), und T—a,?a,a, ist, da sich hieraus dann das Er- 
gebniss jeder andern Operation @ leicht ableiten lasst. 
§ 3. 


Ehe ich zur Aufstellung der Syzyganten und zur thatsiichlichen 
Ausfiihrung der Operation 6 iibergehe, will ich noch eine Anzahl von 
o=u 


Formeln entwickeln, die ich bei den spiiteren Rechnungen gebrauchen 
werde. 

Als bekannt aus bisherigen Arbeiten*) tiber Formen fiinfter Ord- 
nung will ich dabei die folgenden Darstellungen einer Anzahl Ueber- 
schiebungen durch die Covarianten des vollstandigen Formensystems 
voraussetzen : 


g,H,.=—+i9, 9G, Ds=74 GHy= <5, (9H); =9, 


*) Vergl. Stroh, Entwicklung der Grundsyzyganten der biniiren Form fiinfter 
Ordnung, Math. Annalen Bd. 34, 8, 355 u. f. 
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° ° S. x ° a 
(¢, H), =m, (i, H), = —h—- i, (H, H), = ig— id, 


(j, H), =r, (j, H),=—-= 


pe 1 
(9, hb), = = ij, (9, h)s = &, Gh) = ze 


Hieraus ergeben sich zuniichst neve Ausdriicke fiir g,j,m und}. Da 


(vergl. (2) in § 2) 
ma 
1= Gb G+ = J(ut) 
ist, so kann man jetzt 


1= 10.D.(g, H)s + | (9, H), (ut) 


= (aH) (4a,aH,+6a,2H,2 H) + + (aH)! a, HA (ut) 


schreiben, oder wenn man die Identitat 


(1) (aH) (ut) = a,H, — a, H, 
benutzt: 
(2) (=> (aH) (3a,.a,H,! + 5a,?H,? H,). 
In ahnlicher Weise findet man 
\ P 5 ‘ 
(3) j= — + (aH) a,H.2, 
(4) m= > (iA) (HS + ip Ht H) — + i® (ut), 
(5) ) = (if) H+ = i 
(6) R= +(jH) Gj He H, — juieH). 


Dazu kommt noch, wie aus 
ig = Dig + = (ut) Dili, 9) + se (is go (ut)? 
oder 


ig = Dfig — - qu’ q:(ut) — sz i(ut)? 
hervorgeht: 


(7) ig = @H){Ta.a2H,! + 104,24, H, — 54,3 He H?}. 


Alsdann haben wir fiir a, ¢ und r neben der Definition auf Seite 232 
je noch einen zweiten Ausdruck erhalten, so dass 
(8) eae (i, D2 =— 29, 5), 
(9) itecaes (i, Ds a (9, h)s, 
(10) r=—(j,H),=— (9,5). 


5 ij, (9; Ds 9 0, 
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Ausserdem bestehen noch, wie theils unmittelbar schon oben an- 
gefiihrt ist, theils wie durch die Substitution von — j fiirj, von — } 


fir h (vergl. (1) in § 2) erhalten wird, die folgenden Beziehungen: 


(11) (H, H), = —+jg—+ in, 
i (j, H,=— Frit GO =F tb 
m™ (9, ); = 0, (9, i)s = 0. 


Diese Formel (2), (3), ..., (13) werde ich in der Folge Ofters be- 
nutzen. — 

Zunichst wende ich mich jetzt zu der Umwandlung von Aus- 
driicken von der Form 9,"-'q:y (wo 9," = eine Covariante be- 
deutet,) da dieselbe in der spiiteren Rechnung hiiufig nothwendig wird. 
Vorerst folgt nun aus der Identitiit 


(14) (aq) (wt) = aug: — Ue Pu, 
dass 
(15) Pu" Viv = PY + (Y, YP), (Ut), 


und damit ist die Umformung von ,"—'g,y auf die Bestimmung von 
(y, »), zuriickgefiihrt. Diese Bestimmung will ich nun so weit, d. h. 
fiir solche Covarianten g ausfiihren, wie ich sie in den weitern Ent- 
wicklungen brauche. 

Wenn @ die Form i, bez. j oder f) bedeutet, so ist gemiiss den 
Definitionen (5) in § 1 und (6) in § 2 die Ueberschiebung (y, 9), 
gleich q, bez. m oder R. 

Hat man unter @ die Covarianten q oder m oder R zu verstehen, 
so benutzt man die Formel*) 


(16) 2((fis fas fs)s = Geng (Lv fade fs + (fr fade fe — (for fda 


wo ”, und , die Ordnungen von /, und f, angeben. Wenn nun 
erstens p die Covariante q = (y, i), darstellt, so hat man 


(7, 9) =(% 1 = (% (71 ds), = (Cb Md 7)» 
und dafiir giebt diese ormel den Ausdruck 





1», 1 : 
(4 9:= Fi Ve¥— FM Voi 


Nun ist einerseits (y, y), =, und andererseits ist, wenn j = j,” 
gesetzt wird, foe 
(i, Yo = (ai)? Oy? a = ju? le» 
und also nach (15) 
a (i, Yo ¥ = ju? fey = ig + m(we). 
*) Vergl. Gordan, Vorlesungen iiber Invariantentheorie, 2. Theil, 8. 57. 
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Demgemiiss ist 

(a) (9: = ig — yi Ht Z mut). 
Ebenso erhilt man durch die Formel (16) 


‘ os 1 P 
(ym) = (i, 77: => Ge Pav — Z(H Moi 
Da nun 


(is Ye = Dilgs 2 — + Gs iss 


d. i. (wenn ich die Bezeichnung },' fiir } = (g, j), einfiihre und (13) 
beriicksichtige) : 

(i, Y)2 = b.! He, 
so hat man (vergl. (6) in § 2 und (15)) 


(i, Y%)2¥= 59 + Rub). 
Folglich a? 


2 i 
(b) (v7, m), => 5g3— FiO +> R(ut). 
Ist endlich m = R, so liefert die Formel (16) 
1 t 
(v, 8) = (6.71.7), = = O27 — = (M% Vo B. 
Hierin ist 
(§, v2 = Dig, b)2 — = (9, b)s (ut), 
also nach (9) und (12) 


Sos 
O,v2=Deiitse 
Otis os Tr 2 
= 5p {2i. igi + 3ij.? it -{- y é(ut). 
Demnach ist mit Hilfe von (15) 
. i ons 2 
(v7 = = tis + fap Bim + 2a) + | er} (we). 


Und indem man diesen Ausdruck oben substituirt und § fir (y, 7), 
setzt, gelangt man zu der Gleichung 


(©) (% R= {ay tig — FOO} + fap Bim + a) + F ert (ut). — 


Auf die gefundenen Resultate zum Theil zuriickfiihren kann 
man die Bestimmung von (y, »),, wenn fiir m die Covariante 


(17) 5(@aH) a/?a,H,3 H, = x = x,), 
und von yg, wenn fiir m die Covariante 


(18) 5(aH)' a,a,H,? H, =A= 4,3 
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genommen wird. Nach (7) mit Zuhilfenahme der Identitat (1) ist 
namlich 
x= ig+ — (aH) (1a.a,H,? + 5a,2H,2H,) (ut), 
also bei Benutzung von (2), (3) und (13): 
(19) x= ig t > aut) + > i(uo?. 


Indem man nun unter Einfiihrung der Bezeichnung von q mit q, in 
die erste Polare von x, d.i. in 


S,-, : 1 2 
yt, = Bp lwleg + : a, a? a2i + To q(xt) + . qu® Ga (ut) 
; 1 so; 
+ y i@t) (wt) + > tie(wey’, 


b,, bez. — 6, an Stelle von x, bez. x, setzt und die Gleichung mit 
b.3b, multiplicirt, erhilt man 


(y, *), = 2 19 45 (ba) aZa?bsbi — ar 4g + - (7, 4), (wt) 
fe a ig(wet) + = m(ut)?, 


oder wenn man den eben gefundenen Ausdruck (a) von (y, q), benutzt 
und ausserdem noch beachtet, dass 


(bat) a2 a? by by = + (ab) au? abu? Deu be— ayy) 
- > (ab)? a,” a,b,? but) = > H(u t) 
ist: 
(@)  %#) = 3h B+ {— Gist ao iG} (oH + F musty 


Ferner findet man durch die analoge Betrachtung, wie ich sie 
eben angestellt habe, um zu dem Ausdruck (19) von x zu gelangen, dass 


(20) Am + ude + jut ie(ut). 
Demgemiiss ist nach (15) 
dy =F (ag t+ 9) (ut)) + ZF (is + (is (WO) (we), 
und hieraus folgt mit Hilfe der Gleichung (a): 
(e) Ay => ag+ lig — Tit (wt) + musty 


Ich will sogleich hier bemerken, dass sich durch diese beiden 
Functionen (y, x), und Ay auch die Ueberschiebung (#6) H,' H; §,° 
ausdriicken liisst. Setzt man niimlich in die Gordan’sche Formel, die 
ich im ersten Theil unter der Bezeichnung (B) angefiihrt und dort 
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vielfach benutzt habe, 7, = y, = y, 7,— HH, und nimmt 
@,=0, a, =—2, a,=—1 an, so ergiebt sich 


((y, Y)o» rs)y = ((r, 13)o, ”) + 2 (y; 13)s Y> 
oder da (vergl. (17) und (18)) 


1 1 
(y, 13). = 5 * (7; ;)5 = +;z4 
ist: 
1 \ 3 
(f) (H$) A, H, 9,3 besa 3S (7; %), oe Ay. -—— 
Die Formel (16) kann man auch gebrauchen, um (g, €), zu be- 
stimmen. Da ¢ = (i, j),, 80 ist 


“= ae - r : a ; 
GA=—(Hi I= FG eI tS Gs Mri— Fl ei 
oder 
1 ? 3 2s 
G@i=—Zegtyzib— zi? 
Insbesondere folgt noch hieraus, da bei der Bezeichnung von ¢ mit «,° 


| tag = ey + (ut) (9, @) 
ist, dass 


(g) atag = ey + {iag+ + ih — + 52 (ut). — 
Anders, d. h. ohne Benutzung der Identitat (16), verfahre ich um 
yaH)atsHH? und y(aH)* a2H,2 A, 
umzuformen. Gemiiss der Relation (ab) (ut) = a,b, — a,b, ist 
y(aH)a,' H,3 H? = g(aH)a,)a,H,3 H? + (ab)(aH)a,3b,' H,3 H? (ut). 
Der Ausdruck fiir den ersten Term wurde schon in § 2 (siehe (5)) 


angegeben ; der zweite Term ist, da a und b gleichbedeutende Symbole 
sind, gleich 


(ab) (aH) a3, H,' H? = = ((aH)b.—(bH)a,) (ad) a. b,2 He He, 
oder in Folge der Identitiit 
(21) (aH) b, + (Hb) a, + (ba) H, =0 
gleich 
(ab) (@H) a,'b.! HH? = > H-H,' He, 

d. i. nach (4) in § 2: 

(ab) (aH) a,3b,4H,) H? = + H( + + i(ut)?). 
Demnach ist 
(h) y(aH) ay! H.? H? = g[t — pig(ut) + 754 (ut) 


+ H[>9 +i i (ut)? | (we). 
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Zu der Darstellung von y(aH)* a,? H,3 H, gelangt man, indem 
man zuerst einerseits in (7) durch Polarenbildung einmal u,, u, an 
Stelle von ¢,, ¢, einfiihrt: 


iy = 5(aH)*a,? a,H,/, 
und andererseits die erste Polare von ig = 5(aH)?a,3H,/ bildet: 
Zivig + Siy = 5(aH)*(3a,2 4,0, + 40,33 A). 


Aus diesen beiden Gleichungen geht niimlich hervor, dass 


(aH) a, H,' H, —_ aT (iy + iw 9), 


und hieraus folgt, da y? = gg —+ Hut) und yivieig + q (ut) ist: 


(i) y(aH)*a,>H, i, as 9 [+ ig +. = q (ut) | —_ $0 iH(ut). _ 


Um die Ausdriicke fiir eine weitere Anzahl Ueberschiebungen, 
nimlich fiir (q, i),, (g, m)., (i, ),, (j, 6), und (aq)*a,3q.?, zu finden, 
werde ich von der schon oben benutzten Gordan’schen Formel (B) aus 
dem ersten Theile Gebrauch machen. Dieselbe liefert fiir r, = i, 
r, =i, 7,=—y und a, —1, a, —1, a, —1 die Gleichung 


(9, tp = — F (ti) ivjuie, 
oder da 
(if)injuie = Deli, Di + | (i, ie (et) ete + +-ae(wt) 
ist: 
(k) (a, 2 =— 7 eee — Fa (we). — 


Sodann nehme ich 7, —=j, %—=yY, 7% =g und a, =0, a, = 2, 
a«, = 1 an. Dadurch resultirt 


(i, V1» 9)s + 3 (i, Y)a» 9) + + (is Y)39 = (i, 92s ”)s > + (is 9)s¥: 


Hierin ist (j, 9); = 0 zu Folge von (13), und aus gleichem Grunde 
verschwindet auch (j, vy); = D;(j, g)3- Ausserdem ist 


(in Ye = Delis Do ++ Cir gs (ut) = Huh. 
Mithin ist 


(9, m)2 = = (Hubber 9): — (Os Ma» 
(b> bes 9): = (5,7): — Os go(ut) 


(9, m), = (9, r1 —,9)2(ue), 


oder da 


ist: 
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also, wenn man (6) in § 2 und (12) in § 3 beriicksichtigt 
1 Ss 

(1) (9g, m), =—= R — = ij(ut). — 


Ferner bekommt man fiir r,; = y, 1, —_ r, =i und a, =0, 
= 2, a, = 1 die Relation 


(7, Y)o» is _ ((y, ide, ”)s ’ 


oder, da 
(y, (7, i)e)s = (75 ju? je, = (@j) Gu? ae ju je = Dey, j), 
+ = (ut) Dig, ide — sy Gs ids (ut)? 
ist: 
(m) (i, $) = mam, + FH. Hue). — 


Eine weitere Gleichung ergiebt sich fir r,; = y, r, = y, r, =j 
und a, = 0, a, =—2, a, = 1: 


((y, Y)a» i), = ((y, ies ”)s + ; (7) Ds?- 


In derselben ist, wie schon oben bei Aufstellung der Gleichung (k) 
ausgefiihrt wurde, (y, j),; = 0 und (y, j). = §.°h:. Demgemiiss 

(i, D), = (ah) a3 a, h.7h:. 
Nun ist, wenn R-<=(y,h), mit R,® bezeichnet wird, 


(ah) atauth = Ra Re + > (ut) Dg, 92 — F (ut)? G, Ds. 
Folglich hat man bei Beriicksichtigung von (12) und (9) die Identitiit 
(a) Gy Hy = BFR + Ge (Biju je + Qiniej} (ws) + F e(us, — 


Um jetzt noch die letzte der Ueberschiebungen, “die Covariante 
(aq)? a,5q., welche drei Reihen von Variablen enthalt, in passender 
Weise umzuformen, nehme ich in der Gordan’schen Formel r, = a,‘a;, 
r, = i,’, r,; = a,"a,° und a, = 0, a, = 2, a, = 1 an, und betrachte 
v,, v, als diejenigen Variablen, beziiglich derer die Ueberschiebungen 
gemacht werden: 


(22) (aq)? au? qe? = > (Aj) Au? Ap joje + (ad)? (Di) a3 dp Dein. 
Fir das erste Glied bekommt man mit Hilfe von (aj)(vt)=<ayj:— ajo, 


u. s. w, wenn man die Polarenbildung unter Einfiihrung »,, v, fiir 
u,, %, mit D, bezeichnet: 
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4 (aj) aa aries = 4[D2 (9 i + © (ut) DEG, is — 4 (04) DalQ, 
g (4}) au? Qvjoie = | De? (r, i)s + (ut) De? G, ie — | (vt) De(Y ie 


+ (wv) (wt) Dog, i)s +2(uv) (vf) (9, is], 

d. i., da nach (13) (g, j), = 0, 
¥ (AGP aojoje = mdm? — 35 bu? bo(vt) + bh? (ut). 
Zur Umformung des zweiten Gliedes will ich y,? als momentane Ab- 
kiirzung fiir (ab)*a,°b,*b, einfiihren: 
(ab)? a5 b,? by = y,?. 

Dieser Ausdruck verwandelt sich unter Benutzung der Identitat 
(ab) (uv) = dyby — aoby 


in 
v,” = H,' H,H? — — > tw 2 (uv) (vt) + — 2 inin(wv) (we). 
Wenn man nun in der maine pene 
vv, = HH, A, +a — 3 i? (au) (vt) — — iu? (uv) (xt) 


se a iviy (wu) (wt) + oy inte (wv) (wt) 


i, — iy’ an Stelle von x,, 2, setzt, die beiden Seiten mit i, multiplirt 
und den resultirenden Ausdruck noch mittels 


. ” J ? 1 ‘ . weg . . 1 
(i, )ini, = ¥ A(uv),  iwivini, = i,7i,? — ¥ A(uv)*, 


ip(ut) + i,(tv) + (vu) =O 


reducirt, so erhilt man 
(ab)? (bi)a,3b, bie —— ilickiots H, H, +- — a. > te 2 Li (vt) 
ie = i? in? (ut) += 7. A(uv)?(ut). 


Um das erste Glied auf der rechten Seite noch weiter auszuwerthen, 
bilde ich gewisse Polaren der Gleichungen (4) und (5), die ich zugleich 
mittels der eben angewandten Identitiiten vereinfache: 


(23) (iH)[2i,H,3H,H, + 5i,HeH, + 3i,H2H2H,| = 10m3m,? 
+2 i? ivio(vt) + 2 in? 62 (wt) — + (wo)? (ut) A, 
(24) «(AY HSH, = 52h — 3 iicis, 


(25) ((H)? H,? H,? = by? bh. — aa i? i? + = A(uv)?. 
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Auf Grund der ersten dieser Gleichungen geht (i H)i,H,°H,H, in: 
(iH) ip H.? Hy Hy = mdm? + Se in? ivio(vt) + sy in? is?(ut) 
Ppt (ut) + 4 (iH) HP H,(vt) 
— — >. (iH)? H o H,? (ut) 
iiber und verwandelt sich in Folge der beiden andern noch in 
((H)i, HoH, H—=m me + + bubbe - — $e bude? (wt) — = iin is(vt) 
+> ai i? is? (ut) — — 5; A(uv)*( ut). 
Folglich ist 
(ab)? (bi) a,3b,b:ip = — m,? m,? — = = bu’ he (v t)+— h,.? he? (ut) 
ihasiaeecdasinnlabeiiiie 
Substituirt man nun die gewonnenen Ausdriicke fiir (aj)a,*a,j,i, und 
(ab)*(bi) a,°b,b,i, in die obige Gleichung (22), so ergiebt sich 
(0) (aq)? a,3 q.2 = — > m,? m,? — a hu? Hh. (vt) + o Hu? hy? (wt) 


+s y iu? inte (vt) — zie i? (ut) + > A (uv)? (ut) 


als die definitive Darstellung. 


§ 4. 
Die Gleichungen zwischen den Covarianten, welche ich, wie oben 


in § 2 ausgefiihrt, nothwendig habe, um aus den Aggregaten, die bei 


der Operation ¢ auftreten, die Formen a, ¢, R und AA zu eliminiren, 
o=u 


will ich direct entwickeln, ohne auf die schon aufgestellten Syzyganten 


zuriickzugehen. Es wird dies zum gréssten Theil mit Hilfe der be- 
kannten Identitat 


(1) h(fohh thot tFhlhs hth) =9 
geschehen. — 

1) Von den beiden Syzyganten, welche zur Entfernung von « 
und ¢ dienen, ist die erste unmittelbar die schon in § 2 angefiihrte 
Syzygante, welche bei der hier gebriiuchlichen Bezeichnung die Form 


(a) ag=2ih —Li+j?— AH 
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annimmt. Die andere entsteht einfach aus der Identitit (1), indem 
man 7, i, j fiir f,, f,, f setat: 


7 i) +iG. y) +i1% 9, = 9, 


d. i., wenn man fiir (i, j),, (j, vy), und (y, i), ihre Bezeichnungen «, 
— m und q einfiihrt: 


(8) ey = im — jq. — 

2) Aus dieser Identitit (1) folgen auch die beiden Gleichungen, 
die man gebraucht, um R zum Verschwinden zu bringen. Wenn man 
nimlich /, = y, f, =i, f, = § werden lisst, so resultirt 


7(i, Hs +i, v7) + HY d= 9. 


Da aber (, vy); = — t, (y, i), = 4 und mit Hilfe der Relationen (m), 
(15) und (b) im vorhergehenden Paragraphen 


v(i, 9), =? [ ma! my + 3 Hu? He (ue t)| 
= [mg + (», m), (wt)] + = [9 + Cy, 6), (wey) (ut) 
=mg+ {hg — +i} (we) + Rut? 
ist, so ergiebt sich 
(7,1) R(we? ={— mg +it—9$}+{—5+ 519} (we. 


Zur zweiten dieser Gleichungen gelangt man dadurch, dass wiederum 
in (1) y, bez. j und § fiir f,, bez. f, und f, annimmt: 


7(i, 1 +iG, 7) + O(% iI = 9. 


Hierin ist ($, y), = — t, sodann (y, j),; =m, und ferner zu Folge von 
(n), (15) und (c) in §3 und der obigen Syzygante ({) 


(i, 9), — y (RoR, + — {Bijurje+ inte } (wt) +- + e(ut)?| 
= Rg +(y, R) (wt) +5 tig(ue) + {gy Bim+-2a)-+ Fer} (uh? 
=Rgt {5 iis— ZH} t+ Bim+ 29) +2 ep} (wtp 
—Rgt {5 iis— 559} w+ {5 im —$ ja} (wt), 
Folglich ist 
(7,2) Ry— fit —mH} + {—Ftig + +59} (wt) 
+ {—S im + 5 ia} (wey. 


3) Es bleiben jetzt noch die beiden Gleichungen zu ‘entwickeln 
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iibrig, mittels deren man AH eliminiren kann. Als Ausgangspunkt 
fiir die eine dient die Identitat*) 


hhh, fie + 2(fi» feds (fa fi) + (fi, faofshs . fi fs (fas fa) 
ites 2 (fis fi fs fads +". (fi> fadefshe = 0, 


in der ich i an Stelle von /, und f,, y an Stelle von f, und f, sub- 
stituire. Ich bekomme 


Y*(i, De + 2(y, Ys (LD + (7) Yat? — 2iv(i, 7). + 2(y, i)? = 0, 
oder da 
y=gg—> Hut, (,i,—A, (4 71=9, (Y= 9, 


” (i, Yo = Yiu ie = ig + mus), (7, i), =9 
18t: 


(9,1) AH(ut)? = {2% + 2H — 4ijg + 4q?} — 4im(ut). — 

Um die zweite Gleichung herzustellen, gehe ich wieder von der Identitit 

(1) aus, in der ich g, bez. y und g fir /,, bez. f, und f, einfiihre: 
9% $1 + 79,91 +99; 7) = 9. 

Nun ist auf Grund der Formel (ab) (wt) = a,b, — a,b,, wie unmittelbar 

klar, (7, 9); = 5 O(ué) (g, 9: = — HH, (wt) und (g, => H (ut). 


Demnach ist 
gH = 2yH,' H; — 9. 


Diese Gleichung multiplicire ich mit Ag, verwandele 9 H,° H, in: 
gH.) HH, = yH,' H? — (aH )a,' HH? (ut) + (aH )*a,3 A, A, (ut), 
und ersetze y? durch gg — + Hut), HH? durch § ++ i(ut)? und 


die beiden iibrigen Terme durch ihre Ausdriicke (h) und (i) in § 3. 
Es ergiebt sich dadurch 


vA = A[gH —2t(ut) +ig(ut)?] —AH(ut)? [25 + = i (wt)? |. 
Hieraus eliminire ich mittels der eben gefundenen Relation (0, 1)*den 
den Ausdruck AH (ut)? und erhalte dadurch 
(8,2) gpAH = {—3UAHg —4?H? + 8ijgH—89'H} + {8imhH 
— 2Ut} (ut) + {— PH+2i?jg— qi} (we)? + 27? m(we)? 
als die endgiiltige Form der Gleichung. 


*) Vergl. Stroh, Ueber eine fundamentale Eigenschaft ou. s. w., Math, Ann. 


Bd. 33, 8. 97. 
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§ 5. 
Ich gehe jetzt dazu iiber, die Operation @ fiir die vier Fille, auf 
welche sich die allgemeinste dieser Operationen reduciren lisst, that- 


siichlich durchzufiihren, Dabei werde ich dasselbe Verfahren ein- 
schlagen wie im ersten Theil. — 

Dies soll zuerst fiir den Fall geschehen, dass bei dem Aronhold’- 
schen Process nach den Coefficienten von g differentiirt und die 
Covariante H,’H,'(at) benutzt wird. Dem 0d fiige ich, um dies zu 
markiren, den Index 1 an. Wenn daher die Function, die durch den 


Aronhold’schen Process aus g = a,° entsteht, mit @,° bezeichnet wird, 
so ist also hier 


(1) 8,9 = 4,° = HAH,(ut). — 


1) Da (wt) die Coefficienten von g tiberhaupt nicht enthilt, so 
ist unmittelbar einleuchtend , dass 


Ia. 6, (ut) = 0. — 


2) Indem man sodann in (1) zweimal durch Polarenbildung ¢,, ¢, 
an Stelle von u,, u, einfiihrt: 


03a? = = H?2 HH? (ut), 
und dann vom Aronhold’schen Process zu der Operation ¢@ iibergeht, 


o=u 


indem man u,, u, fiir v,, v, setzt, so findet man 


3, 9 =~ H,'H; (ut), 


oder nach (4) in § 2: 
IIa. 8, 9 = SH(ut) +Si(us. — 

3) Da ferner nach Formel (A’) im ersten Theil 

0,i = 0, [((ab)*a,,by] = 2(ab)' a,b, 
ist, so erhilt man, wenn man in die vierte Polare von (1), d. i. in 
G,a.! = = HH? H, (wt) + > HH. (ut) 
b,, bez. —b, fiir a,, bez. x, substituirt und die Gleichung mit b, 
multiplicirt : 
di=— § (0H) ),bH2H, + > (bH)'b, A (ut). 


Um die rechte Seite durch Polaren von q und j darzustellen, nehme 
ich die Formel (2) in §3 zu Hilfe und mache zugleich von den 
Mathematische Annalen. XXXVII. i7 
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Identitiiten (bH)(ut) = b,H, — b,H, und (bH) (vt) = b,H, — b,H, 
Gebrauch: 


i= — < q2qe — 2 (0H)*(140, HH, — 11d, H.?) (ut) 
++. (bH)*(5),H,? + 34d, H, H,) (vt), 


und benutze sodann die Relationen (3) und (13) in § 3. Ich bekomme 





. 4 % . ae: ‘ er 
(2) di=—— a qu? qe? — oS ju? jo (vt) — we juje? (ut). 





Und hieraus folgt, indem ich v,, v, in u,, u, tibergehen lasse: 


IITa. 0, im —Sq— & jut). — 


ou 


4) Setze ich 0,i = i,2, so ist ebenfalls nach der’ Formel (A) im 
ersten Theil 


8,4 = 9, [(ai)aP arin] 
= (ai) G,3 driy + (a i) a,* at a 
Die beiden letzten Glieder nehmen auf Grund der Gleichungen 
G2%,0, = + H,? HH, (at) +> H2 HH, H, (ut), 
Lb — — + wate — heed — Lp cat 
ute = — gy Wu Ve’ le — Ze hube?(l) — Ge fe? je (ul) 
OS a s% 
— Zp Iuioje (eZ), 
welche durch Polarenbildung aus (1) und (2) entstehen, die Form an: 
dq = [+ ivieHeH? H — 3 (iH) i, HHH, (ut)| 
+ [—4(a 1) Qu? equ de? + ae a3 a? jujo? — x (aj) a, az jo? (ut) 
6, Lied 
—- (aj) a3 ay juio(ot) | ; 
Mithin ist 
8, ¢—|t ii HOM, — 2 iW) HA H(ut)| 
E 5 tule ty t 5 t lu tu t ) 


4 1 _ 27 : . 
+[—F @aadarqu? + go aat jad — F (aj) au! ar ju2 (ut). 
Die erste Klammer hierin ist, wie man mit Hilfe der Identitit 
(iA) (ut) =i. A, — iH, 
erkennt, gleich 


2 


i? Ht? — = (i H)(in Ha H+ iH) (ut) — 2 (iP HA (ut), 


1 
5 
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oder, wie sich bei Beriicksichtigung von (4) in § 2 und (4) und (5) in 
§ 3 ergiebt: 


Fif —Fm(us) + {—- so +a} (ue 
Die — — -" da (aq) a3 a q.° = (y, q), mach (a) in §3 
gleich + is-—-> + if +4 — m(wt) und (aj) a. a, j.? = (y, j), = m ist, 
den Werth 
Je if — > m(wt). 


Demgemiiss hat man fiir 0, q den Ausdruck 


IVa. a — _ if — emu) + {-Fo+ G0 (wt)? 


itis: — 
5) Bei der Form j resultirt aus 


0,j = 4, [(ai)*a,9] 
= (ai)?a,3 + (ai)*a,3, 
wenn ich die Gleichung (2) und die Polare von (1), d. i. 
G3 G2? = > HH, H, (at) + 2 H2H?H, (ut) 
beriicksichtige, der Ausdruck 
; 8 as: 
(3) 6j—(—2¢MiAsAe + 2 ia He HA (us)| 
S is ' pu we 
+ [-< Se (aa) adqe? + se (aj) a aeje? — S> (aj)2ad jo (vt)|. 


Die erste Klammer wandele ich auf dieselbe Weise unter Benutzung 
von (23), (24) und (25) in § 3 um, wie es an der eben citirten Stelle 
mit der Function (iH)i,H,3H,H, geschah. Es ist 


(4) —F GH) HOH? + 3 VHP HEH (ul) 





x 2 sm? — a i? — se i ini, (ot) + +E A (uv)? (ut) | 
+3 8 i H) H, ee += a*anine (vt) 
== “— Mm? me? + > ee +4 oa > 2 he? (wt) — te in? ty te (vd) 


—- = hw i, 2(we) += = A(uv)? (wf). 


Bei der zweiten Klammer ist der Ausdruck fiir (aq)? a@,°q,? schon oben, 
(siehe (0) in § 3) bestimmt; sodann ist 


17* 
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(5) (aj)a.arje? = De? (, iy — & Do(g, Da(vt) + & DG, j)s (wt) ‘ 
+ i (wv) (wt)Do(g, is — = (wo) (v#) (9, i)s 
= mains? — F huibo(ot) + 5 bu2he? (ut) 
und 
(6) (aj)*a, jp = Do(9, 2 + | ( i)s (U0) = GuPbe- 
Folglich hat die zweite Klammer in (3) den Werth 








(7) x My? Me? — = hu? ho (vt) — 35 Hu? He? (ut) — 3 iu? inia(0#) 
8 sen 2 
+e ta" i? (ut) ~~ A(uv)?(ut). 


Indem man nun diese Darstellungen (4) und (7) der beiden Klammern 
oben in (3) einfiihrt, erhalt man 





, 6 114 84 
(8) jj —— EF msme — Mt 59 5,(0) + 2 H.25,2(us) 
ee D. ome 
— = iwinis (vt) — = in? ip? (wet). 


Hieraus folgt speciell, wenn ich zu dem Process 0, iibergehe: 


=u 


Va. dj = —sm — > {h + i} (us). — 


6) Wenn ich ferner 6,j mit j,3 bezeichne, so ist 
0, m = 0, [(@j) a3 ar ju?) 
= (4j) G30, j? + (@ jada j.’, 
und hiervon nimmt die linke Seite auf Grund der aus (1) und (8) 
durch Polarenbildung entstehenden Gleiéhungen 
(9) a°%,@, = > HH, H,(xt) +22 HH, H, (ut), 


. 6 28 114 
ju? po 25 Ma? My? MMe + 125 Hu? he? (xt) 125 hy? bob (v t) 


56 . Ld . ee 

+ 125 ube? be (ut) allt = in? t,? (w#) wes xs i? ipiz (vt) 
rer 1 

— oR twieis? (ut) — — A(eu)(uv)(v2), 


wenn ich zugleich noch v,, v, gleich u,, uw, setze, die folgende 
Form an: 








Eine Covarianten bildende Operation. III. 253 


Om [5 ite HH, — 5 i H)je HAH, (ut) | 





6 28 58 
tb [- ny (a m) Ay? At m,4 — 35 an? a? haut _ Tap (4 h) A,? a h.8 (u t) 
1 2 os 1 P eal 
+ 4,2 a7 i.2i? — T (ai) dy? ay in tn?(u t)| , 


In derselben miissen noch die Glieder j,? j, H.° H,, (j H) j.? Hu! Hh, 
(am)a,Fa;m,' und (ah) a,*a;h,° umgeformt werden. Man hat 


ju? je Ha Hy = ju Hut He — > ({H) (8 ju? Hat He — juje Hu) (wt) 
++ (A) ju Hut (ut), 
({H) ju? Hut He = = (j A) ju? Hut Hy — jujeHu®) — 4 HY jn HaA)(ut), 
also bei Beachtung von (4) in § 2 und (6) und (12) in §3: 
ju? Hw H, = 59 — R(ut) + | ij(uty, 
(H)j?H.' H, = R + Z, ij(ut). 


Die beiden iibrigen sind schon oben, vergl. (b) in § 3 und (6) in § 2, 
bestimmt worden: 


(am)aFarm! = (y,m), = 3g — iS + | Rw), 
(ab) auFarhu? = (y, )), = R. 
Durch Substitution dieser Ausdriicke bekommt man 
. s a ¥ 
Via. o, m= {— a5 99 + a5 Pa + ae iO} 
, . «s 
+{—3 RF ial (ut) +75 tuo. — 
7) Ganz entsprechend verfahre ich, um 0, ) zu bestimmen. In- 


dem ich die aus (1) und (8) abgeleiteten Gleichungen 


aG.? = + HH, H,(xt) + + H?H,H.*(ut), 


. 5 6 4 114 

ju ja? = — ZH Ma My? mM,” + te Hu be? Ha (@t) — Foe Hu Doha’ (vd) 
+ SE Hethe? (wt) — Ze ivieie®(wt) — Ze ivinis? (vt) 

— + in? ie?(ut) + oz A(wu)(w0) (vt) 


benutze, finde ich, dass 
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9, = 8 [lai aw je] 

= [(G)) G3 ju + (9)? an? julome 
=(-FGA)iniH’ +2 £GBP Ho) 
+ & a (am)? a,?m,? — 


ar (a h) a, > ay bh. —_ = (al)*a,5h,,2(ut) 





2 ’ ‘ . ov o aa 2° a 
+ xp (ai)ad aint? — = (@i)Pau >i? (we) + + Aay®(ut) |, " 
oder 


4 bl ay GA) Oi HAH, — jai He + a Te (A)? jut (ut) 
+|-£@, ),— 5 (7, 9): — soe (Gs Wa (ut) 
+2 Mmidi-—+£G, driut) + + agua], 


und hieraus folgt, wenn ich die Gleichungen (6), (12) und (1) in §3 
zu Hilfe nehme, der nachstehende Ausdruck: 


. m « : 
Vila. 9, 8 = {55 iq— sA+{—-F iit; = (ut). — 
8) Sodann, da 2 das Product Ag bedeutet, hat man 
Am A 8 9 +9 9, A. 


Fiir 4, g ergiebt sich unmittelbar aus (1) 

- 0, 9 = H(ut). 
Ferner ist si 2 
6,A =, [(it)*)] = 200i), 
also nach (2) 

8; A — 35 (ai) au? ae (bi) eu? — $5 (Ed)*in (A). 


Da hierin das erste Glied auf der rechten Seite (qi)?4,? = (q, i), nach 
(k) in §3 den Werth 


— 4 Ey? & — ~ a (ut) 
hat, und 


(10) (ij)ieiu? = Dili, ids — | (is ia (ue) 


= &,2s, — = a (ut) 
ist, so resultirt 


8 32 
9, Am oe ee! a= a @(ut). 
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Demgemiss ist der Ausdruck von 0, % selbst 


a A — = é2&g + {AH a 9} (ut). 


In eased ersetze ich «¢,? 8g mittels der Gleichung (g) in §3 
durch ey: 


4 ta Sey + [AH Sag ¢ Sib i xs it (us), 


und climinire hierauf, um zu der definitiven Gleichung zu gelangen, 
die Formen @ und ¢ mittels der Syzyganten (#) und (8): 


Villa. 8 = {Sim —F jah 
‘ 6 +9 
+{—4i + Si — Si + = = 5 AH} (ut).— 
9) Den Ausdruck fiir 6, § will ich nicht direct bestimmen, sondern 
vielmehr zuerst denjenigen von 0, $,°$, aufstellen und hieraus dann 


den ersteren ableiten, indem ich x, = 4, 7, =, werden lasse, denn 

wie es sich spiter zeigen wird, brauche ich die fiir v, — u,, v, =u, 

ausgerechnete Polare von 0,5, d. i. 0, 5 5,, um 0, t zu bilden. 
vu =u 


Aus 
0; HF Dx = 0; [(a b)? Ay? b, bbz] 


= (ab)*a,? Arby bibs + (ab) a,” a bb: De 

folgt unter Benutzung der aus (1) hervorgehenden Gleichungen 

a,°0,4, = — HHH, H, (yt) + = Hy He H,H,(ut), 

Gui: Gedy? = > H, HHH, Hy (yt) + — Hy Hy HH; (zt) 
+> He HH, Hy? (ut), 
dass 
8, 9B. = [—2 (aH) aaa, H.' A, + 2 (GH) aud, H,? H,(ut) | 
+ [—$ @A)a2a? He HH, + = (aH) aq H,) H, (xt) 
++ (@H)'a2a,H.2 H, He (ut), 


oder wenn man die Identititen 


(aH) (ut) = a, H, — a Hy 


(aH) (xt) =a, H, — a, H, 
zur Umformung gebraucht: 


und 
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12,929 [— 
+[— = @H)a2aa,HeH? + > (aH)a2a,HPH,(2t) 

4- = (aH)*a,2 a, H,? H,A.(u t)|, 


or) 0 


(aH )a,2a,a,H,H?+ ‘ (aH) a,aaz H,3 H,(ut)| 


d. i. 


0; $3 S2—= -- { (a@H)a,2 aa, HH? + + (aH)%a,2a, 3H, (at) 


en 


+ (F (aH) ayaa, H,! H, ++ (aH)? 4,20, H,2 HH.) (ul). 


Fiihrt man jetzt mit Hilfe von (17) und (18) in § 3 die Bezeichnungen 
x und A ein, so bekommt man als die gesuchte Darstellung 


(11) 6, §92—=— = (aH)aZaa,H He + > x(ct) 
1 2 
a ry Hy! %_ (ut) + ry A(xu) (wt). 
Der Ausdruck fiir 6, § selbst ergiebt sich hieraus, indem man w,, u, 


v=u 


an Stelle von 2,, 2, substituirt: 
6,$5=—- : (aH) a,'a, H,3H? + +e x(ut), 


oder wenn man die beiden Glieder auf der rechten Seite durch ihre 
Ausdriicke (5) in § 2 und (19) in § 3 ersetzt: 


bo 


IXa 0, § =—<t+ 


B 
=u ° 


ig(ut) + se a(ue? + 55 ius). — 
10) Endlich ist 
d;t = 9, [(@H) aFarH.5] 
= (49) 4,34. 9,° + (@$) a,2a,§,’, 
wo mit §,' die Function 6, bezeichnet ist, mithin 
91 t = [(@H) aa Hu Jomu + (aH) aay’. 
Das erste Glied ist auf Grund der Gleichung (9) gleich 


[(a ) 4.3 a: Du |o—u = ; HH 9,3 H, + : (H) AA H,.,3 (we) > 
also wenn man beriicksichtigt, dass 
A,’ A. §.8 9: = Hut A? Ou! + (HO) H' Heh. (ut) 


und dass die Reduction von (HH) H,‘H,§,° schon oben (vergl. (f) in 
§ 3) ausgefiihrt ist: 


(4H) 4G Gunn = 5 Hut HED + | 35 1 — sag 47} (wt) 
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Bei dem zweiten Glied muss erst die Ueberschiebung ausgefiihrt werden, 
ehe man v,, ¥, in u,, u, verwandelt. Aber man kommt offenbar zu 
demselben Resultat, wenn man die erste Polare von §, d. i. §,° Hz, 
dem Aronhold’schen Process unterwirft, darauf v,, v, gleich u,, u, 
werden lisst und jetzt von dem so entstandenen Ausdruck, d. i. 
8 §.° Hz, durch die Substitution — b,, bez. b, fiir 2,, bez. 2 und 


die Multiplication mit 6,,°b, zur Ueberschiebung tibergeht. Auf diese 
Weise erhilt man unter Benutzung der Gleichung (11) 


[(2) ada, Jou = — = (ba) (aH) ay? ab, b, Hy? H? — % b,3 0? x 
+ (bx)buPbe Hu! (ut) — J dat by Aut), 


oder, da 
(b a) (aH) a,” a, b,°b,A,3 H? 
= : (ab) a,?a,b,2b,H, AH? (0H) yu —_ (aH) b,) 
iad . (ab)? Ay? A b,? b,H,! H? = s HH, H? 
ist: 


[(a@$) a, a: Bu Jou = . HAH? — $e x y+ \e (y, %),;— shy} (wt). 


Demnach ist 


0, {=- > H,' H? H = op *#9+ te (y, %), kes + ay (ut), 


und hieraus resultirt (siehe (4) in § 2, (19), (d) und (e) in § 3) die 
folgende Darstellung: 


Xa dt = {sist 504 — se ag(u) + | gist Zid} (wo? 
+ 5 m(ut)s, — 


Die gewonnenen Resultate will ich zur bessern Uebersicht hier 
am Ende des Paragraphen zusammenstellen. Es besteht also das 
nachstehende Gleichungssystem: 


8, (ut) = 0, 


89 =F Hult) + + i(uay’, 


o=u 





A , 2 2 4 37 a3 
0, 9 =—<t+¢ ig (ut) + se a(uty? + =e iu)’, 
. 4 28 
ii =—yI- wi, 
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fat —{- gist $94 — Fagus 
+ f-Ljgt tio} wort £ mus, 

84 = a5 i — Hamu) + {-FH+ | it (wt)?, 

Oi mae mt fH 5 bY uO, 

A) dm—{—-F bgt ag iot gidft [Zin — | Rm 
vi inancs 

85 =f ia -—F B+ | Fit ge wo), 

ou = i im— = sit 
+{-4ipn -Bis— Sj24+ 7 sgt (us), 


wenn bei dem Aronhold’schen Process die Covariante H,? H,‘ (xt) 
gebraucht wird. 





§ 6. 
Der zweite Fall, fiir den ich die Ausdriicke, welche durch die 
Operation @ entstehen, wirklich ausrechnen will, sei dadurch charak- 


terisirt, dass der Aronhold’sche Process mit der Covariante H,H,(vt) 
bei Differentiation nach den Coefficienten von g ausgefiihrt werden 
soll. Dabei werde ich, um diese Operation von derjenigen im vorher- 
gehenden Paragraphen zu unterscheiden, das Operationszeichen 6 mit 
dem Index 2 versehen. Es ist demnach 


0,9(u) = H, H,* (vt). 


Die Rechnung ist hier genau so, wie in § 5, nur sind die numerischen 
Coefficienten andere, und zwar einfachere. Ich will daher ausser dem 
Resultate nur die wichtigsten Zwischenglieder der Rechnung, welche 
den Gleichungen (2), (8) und (11) in § 5 entsprechen, hier mit- 


theilen. Dieselben sind 


: 8 . 9; 
0, i —— = iu? jo(vt), 


aj =| 2535.— pions (vt), 


82 Du! Gem = xy! te (wt) + 5 A(xu) (ut), 
und das eidindeeies selbst hat die Form: 
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( 8, (ut) = 0, 

815 = Slut) + F i(uey, 

2H = Figs + | aul? + Fimo’, 

di = —Filut), 

Ot = ay 1g(ut) + [ay is + ap EO} OH? + FE mua, 
. bq = mut) + J- Fd tay Pf (wey, 

oi ={-F5- a Pf ud, 

Op m = {_ <0 iq— . R (ut) — — ij (ut), 

45 =|-ss tits WY Hd, 

|, = |— Sin + sis—S jr4 2 Ag} (wd). 


§ 7. 

Dies Gleichungssystem muss ich jetzt noch fiir den Fall aufstellen, 
dass der Aronhold’sche Process mit der Function i,?(#v)?(xt) aus- 
gefihrt wird, weil, wie Ende § 1 dargethan, die allgemeinste Co- 
variante, welche man zu dem Aronhold’schen Process, in dem nach 
den Coefficienten von g differentiirt wird, tiberhaupt gebrauchen kann, 
linear aus H,? H,‘ (wt), H, H,' (vt) und i,?(av)*(at) zusammen- 
gesetzt ist. 

Zur Unterscheidung will ich hier dem 0 den Index 3 geben, und 
zur Abkiirzung wihrend der Rechnung, die sich nicht wesentlich von 
derjenigen in § 5 unterscheidet, den Ausdruck von 0,g(u) mit a,° 
bezeichnen, so dass 


(1) 0,9(u) = a,° = i,?(wv)* (wt). — 
1) Selbstverstindlich ist wiederum 
Ib. 0, (ut) = 0. — 


2) Sodann folgt aus (1), wenn ich die zweite Polare unter Ein- 
fiihrung von ¢,, ¢, bilde und v,, v, gleich u,, wu, setze: 


Pe. 
IIb. 23,9 =F tut). — 
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3) Da ferner, wie aus (1) hervorgeht: 
Gig'd,, = = ivi (xv)*(wt) + = is(wv) (wv) (wt) + tis? (wo)? (ud), 
so ist 
05,1 = 2(ab)*a,b,, 





ae + (ib) by, b,? bei, + < (ib)*b, bode (uv) + 2 (ib)? b,.b,? (ut), 
also bei Beriicksichtigung des Umstandes, dass 


(1B) bu Be? Brig = — qu2qe? + 4 jnfoje(v) 
ist 
. Ss oe ss ee 
Oi = — Fu’ de? + = jujoie(wv) + > jujo?(wd), 
oder wenn man die Identitat 


je(uv) + ju(vt) + jo(tu) = 0 


benutzt: 
. ’ 4 S «<i pe 
(2) Osi = — F Que? — & ju’ jo(ot) + | juie? (ut). 


Speciell folgt noch hieraus, indem ich die Variablen v,, v, gleich u,, u, 
werden lasse: 





4) Bei der nll von vt mit i,? ist 
0,9 = (Zi) G3 Gin + (ai) aya in, 
und dafiir erhalt man, da sich aus (1) und (2) die folgenden Polaren 
(3) GGG, = — a ee ++ — > inie(uv)? (wt) 
+ > inie(wv) (wt) (wv) — & ivie (wo) (we) (vt) 


—T0 > tu? (w#)(v#)(w0) ak | = iu?(uv) (vt) (xt), 


4 a2» Daas 
ly te = — F Gude’ de + | juje?(wt) — | jujoje (vt) 
4 ons 
+ = iv’ jx (ut) 
ergeben, den Ausdruck 
=[-+ ee % i? 7" (ut)?| 


+ [—< J (aq)awFrarqu® — = Gy? ay? ju® — 2 (aj) @u* ae ju? (ut)|, 
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d. h. wenn ich die Gleichung (a) in § 3 zur Umformung benutze: 
, e, 3 Bis 
IVb, a= \—ig ++ ig} — F m(ut) — = i2r(udy. — 
5) Ferner ist 
d3j = (Zi)? a> + (gi)? a’. 
Die rechte Seite verwandelt sich auf Grund von (2) und der aus (1) 
abgeleiteten Gleichung 
(4) GuSdin? = < in®(wv)*(ut) + + i? (we) (av) (wt) 
+ - in te(wv)? (wt) + = inte(uv) (ut) (av) 


+ an iz? (uv)? (ut) 


Byi = [A itis ® (wt) + > into’ ie (wo) + + (ii) ini (Wo)? 
+ (ii’) vis (wo) (wt) -+ (i)? wo}? (wt) | 
+ | —£ (aq)? au? ge? — S (aj) au? ae jo? — £ (aj)? au? jo(vt) |, 
d. i, wenn man (0) in § 3, (5) und (6) in § 5 beriicksichtigt: 
b5j =[—+ itive (ot) +> inti 2(ut) + 2 AC)? (ue) | 
+ [— - m2 my? ++ * Yu? he (vt) — a Hu? He? (ut) 
— = intiv'ie (vt) + 2 tie 2(ut) — = A(uo)?(ud) | 
oder 
8, = — F mdm? + FS hudho(vt) — FZ Gu be®(ut) — + iativ’ie’ (vt) 
+ > itis’? (ut). 
Und hieraus geht insbesondere hervor: 


: 6 6 3, 
" die—semt{[—-F5+ Go Pf (us), 
und ausserdem, wenn dj = j.° gesetzt wird: 
(5) jw? je = — : Ma? Mite? Mts +E bs Hu? Ho 2(vt) — = Ou? be? (at) 
44 ‘ 8 ase S so: 
— FE Dube? he (ut) —  in?ie’ ie’ (vt) + Gp in?ie’? (at) 


+ = iviziy ? (ut) + + A(uv) (ux) (vt), 
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(6) je j= — bs My My” Mz? + = > ha bob.” (vt) — = hube? he (xt) 


— 2 he? hx? (ut) —— ae > ivivie’ 2(v t) +3 _ ix iz i,’ ? (xt) 
+= jo wie (ut) + = 1 A (ux) (vx) (vt). —- 
6) Sodann iets man in 
0; n= [(@j) a, Gt $s Toasts -t- [(a j) a,° at i. 
einerseits fiir den ersten Term auf der rechten Seite nach (3) den 
Werth 
ee 
— Fp tilt); 
andererseits wird der aus (5) resultirende Ausdruck fiir den zweiten 
Term, wenn ich ay Er wie in § 5 verfahre, gleich 
2 
{2 68— Ga -i2g4+- y > i gt —= = Rut), 

so dass 
VIb. 4 m= {= “-a 3 ity +r > ig} — > + R(ut) — 53 ij(ut)?. — 


7) In ebenso einfacher Weise, indem man die Gleichungen (1) 
and (12) in § 3 benutzt, gelangt man mit Hilfe von (6) ganz analog 


wie in § 5 zu der Darstellung 
Vib. 85 — j— + iq t2Rht {= ij + tat qs). — 


8) Da ferner (vergl. (1)) 
6,g9=9, 


=u 


und nach (2) 
= [2¢ii)Jmu = — = (ia)? au? — S (ij) icin’ — FS (ij? in (ut) 
oder (siehe (k) in § 3) ) 
6,A=>— = &,7 & 


re o=u 5 
ist, so hat man 


d,U—=g d,A+ Ad; 9 
— = Eu? 849, 
oder wenn ich «¢,?¢ mittels der Relation (g) unter Benutzung der 


Syzyganten («) und (@) eliminire: 
VIII». 8, A= |— im + = jal 


= 


+{-2ib+ FP 4+ 574+ 5 4H}-— 





& 
mi 











Sa F(T ical 
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9) Um 4, §.3 5, zu bestimmen, ist die Polare a, @,a,4a,? noth- 


wendig. Die Form derselben, wie sie sich unmittelbar bei ihrer 
Bildung aus (1) ergiebt: 


Uy te Ge Gy? = ivie (wv)(yo) (yt) + Ze ivie(wt)(yo)? 
— + ivie(yv)(yt)(vt) — <> iviy(w0) (yt) (v4) 
— sh ivip(we) (yr) (vt) + Z> tie (yr)? (oF) 
+ + ivip(wo) (yo) (vt) — $e ieip(yv) (vt)? 
— = if (wv)(vt)?, 


will ich noch vereinfachen, ehe ich sie anwende. Zuerst entferne ich 
i, und iz auf Grund der Identitaiten 


ie(yo) + ip(vt) + io(ty) = 0 
ic(y) + iy(v) + is(wy)— 0, 


und 


so dass 


Gy Gy Te Gy? = ein? (wv) (yb)? + Te to? (WE) (yo) (ye) + Zio? (ey) (yt) (v4) 
bis er 
— +h ivip(wv)(yt)(vt) — > ivip(wt) (yo) (vt) 
= $< 
+ +> ivip(wy) (vt)? — F i,2(w0) (vf), 
und ziehe sodann die rechte Seite mittels der Relation 


(xv) (yt) + (xy) (tv) + (wt) (vy) = 0 
in 
Gy dy yy? —= > ie?(wv)(yt)* — 5 ivip(wt) (yr) (vt) — 5 ig? (wo) (vt)? 
zusammen. 
Mit Hilfe dieser Gleichung und derjenigen, die durch Speciali- 
sirung hieraus hervorgeht: 


Gy? Gy Ay? = — é toiy(yv) (v#)?, 
folgt aus 


é, H.3 Hz = (a by? a,” at b, b; be + (a b) a,,2 aA b,, b, b- ? 
dass 


d, §.°5. = [2 (ai) Gy? A Oxi, (U f)?| 
+ Ee Ay,” a?’ iw? (x u) + : (a i) a,,? 7 fins (a t) (u t) 


—_ = (a i)? Ay,” Me (a u) (u t)?| > 
d, i. 
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3 S80 2 1 323 2 
85 Gb De = [F hte (UE)? + Fy hehe @u) (we? 
1 2.243%? : 1 32: 2 
+ [= Ay? aPi,? (ZU) + = q(wt)(Ut) — + ju? je(wu) (we) |, 


oder wenn man noch j,(xw), bez. a,(au) durch j, (at) — j,(wt), bez. 
a,(at) — a,(ut) ersetzt: 


(7) 95 Du! De =i ig(at) — <> ay? a? az i (ut) “4 % i(rt)(ut) 
nice a Shika Sinuwe 


Fir 2,—u,, 2, =u, entsteht aus dieser Gleichung speciell der Aus- 
druck fiir 0, 5 selbst: 


ou 


IX b. 9s S=F q(ut)?, — 


10) Bezeichne ich jetzt wiederum hc. Dui De mit §,° §,, so liefert 
die naar 


= [(@H) G3 G Hu®Jomu + (4H) a.? a 5,3 
bei ve: a von (3) und (7) die folgende Darstellung 
ast = [— ay i? Dut(uty] 
Sse i 24.2} 3h, } l 392 
Bb pe — fy a? ig — =p (04) au az b,3b, i(ut) — Zz dub a? 4 (ut) 
— ~ (aq)a,! A: Gu> (wt)? + — Sy Auda? j (wt)? 
+ (aj) au? ae ju? (ue? |, 

oder (siehe (a) in § 3) 


¥ , 
Xb. é,t—— Pm ig? — £ ag(ut) + is ig — + igt (ut)? 
+ = m(ut)?. -—- 


Wenn ich also die Ergebnisse der Entwicklungen dieses Para- 
graphen zusammenfasse, so werden die Ausdriicke, die durch die 
Operation @, entstehen, sobald zu dem Aronhold’schen Process die 


o=u 
Covariante i,’(#v)? (zt) genommen wird, durch das Gleichungs- 
system 
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ds (ut) = 0, 








839 =F ius, 
29 =F aluey, 
Osi = Zatz ied, 
ot = ~ a0 ig? — Lag (ut) t+ {rig — + ig} (we? 
+ . m (uét)§, 
C 
4590 =l-ig + Fis} —Fmen—Z ire, 
~— : m ++ \— b+ 5 < a) (ut), 
dm ={Fh3—sH ts + Zid} —F Rut) — iu, 
38: 15 —{—Sig+2r}+ {2 its a} (wt), 
aa {Bing tig 
- , Pes Pre 
+{-2H+ FU + FR + 5 AA} (wl) 
ausgedriickt. 


8. 


Ks bleibt jetzt noch die Operation 6 beziiglich des anderen Factors 
von f(x), d.i. ” 
ty %, — ty Xp, 
auszufiihren iibrig. Wie in § 1 (vergl. (4)) dargethan, nimmt. die- 
selbe die Form einer Ueberschiebung: 


din 


ot,’ 


e = ~ 

Ry th — 3s 
mit der Covariante 

Usa, + T,2,=— 
an, welche sich (siehe (9) in § 1) von 

Ay? A? Ae 
nur um eine multiplicative Constante unterscheidet. Fiir den Fall, 
dass unmittelbar 
T= aa? az, 


will ich das Gleichungssystem, das durch die Operation & cutsteht, 
thatsichlich aufstellen. Dabei soll dem ¢ der Index 4 gugehen werden. 


Mathematische Annalen. XXX VII. 18 
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Es ist dann 
9 é 7] 
(1) 8, = aPa2(a, 3 — a 3) — 
1) Da i,j, § und & von ¢,, ¢, unabhingig sind, so ist 
Ie. d,i=0, O6,j=—0, 3, h—0, 5,X—O. — 


2) Sodann erkennt man unmittelbar, dass 
Ile. 0, (ut) = 9. — 
3) Ferner ist 0,94 = 0,[0,5b?] = 2(ab)a,?a?b,°b,, wie sich bei 


der directen Ausfiihrung der Operation 0, in der Form (1) ergiebt; 
folglich 


IIle. 0,9 = — H(ue). — 

4) Gleichermassen bekommt man, wenn die Operation 6, wiederum 
gemiiss (1) vollzogen wird, da i,? die Variablen ¢,, ¢, nicht enthiilt: 
0, q= 0, [(b i) b3 brix| 

== (ab) (bi) a,? a7 b,3 ix. 
Die linke Seite wandele ich mit Hilfe der Identitit 
(2) 2(ab) (id) au ig = (ab)? i? + (id)? a,? — (ai)? b,2 
um in 


949 = > (ai)? a,a?b,> — - (bi)*b,3a,%a? — > (ab)? a, a; b,? i,2. 
Hierin ist 
(Gi)? ay a7 D> = jujer du? = ju2 dF 0. +2 (bj) D3 be ju? (ut) + (bj)? b.3 ju (ut)? 


= jg + 2m(ut) + Hut)’, 
und 


(ab)? a,a?b,3 = § + + i(ut)’, 
so dass schliesslich 


Vic. 8 g=—2 i$ + mut) + {5 h—irt (wt)* 


= 
resultirt. — 
5) Ebenso verfahre ich bei der Covariante m: 


0, _ = 0, [(0j) b.3 bi ju") 
_ (a b) (b i) a,? a? b,? in’, 
also, wenn ich eine der obigen Identitiit (2) analoge anwende: 


4, m —_ > (a jay a? ju b,° : > (bj)? b3 judy? a; — + (a b)? Qu ae b,3 jn*, 


_ 4 


ee 





Y= 
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oder da 


(aj)? au ae? jubu® = hg + 2(7,), (wt) + Y, b)2 (wi)? 
= hg + 2R(ut) + + ij(ut) 
ist: 
Ve. 0, it =— tj + R(ut) — = ij(ud)’. -- 
6) Wie oben in § 5 und § 7, und aus dem gleichen Grunde, 
will ich auch hier zuerst 6, §,°. bestimmen und daraus dann den 


Ausdruck fiir 0, § ableiten. Da 


vou 
§= HAH? — + iw? (ut)?, 
so ist 
$92 = HoH? H, — = in?(wt) (ut) — se iwie(ut)?, 
und demgemiiss 
8, G2 G2 = 2(aH)a2a2 Ho HH, — + a atic (wt) 
— ie Ay? a? Az i,” (wt) — + a,? a,? ix iz (ut), 


also wenn ich das erste Glied auf der rechten Seite ebenso wie bei 
der entsprechenden Entwicklung in § 5 umforme: 


(3) 5, Se! §. = 2(aH)a,? 0102 H,? H,? —= = x(at)— = —~ ig (at) 
-- ay G2 a? dei (ut) — — 1 staat 
Hieraus folgt speciell die Darstellung von A § selbst, dadurch dass 


ich x,, 2, gleich w,, uw, werden lasse und fir ‘(aH )aa,H H? und 
* ihre Werthe aus (5) in § 2 und (19) in § 3 einsetze: 


Vie. 8, & = 2t — ig(ut) — + j(ut). — 


7) Es bleibt jetzt noch der Ausdruck von 0,t zu berechnen 


tibrig. Wenn zur augenblicklichen Abkiirzung 0, §,°$. mit §,3 Hz 
bezeichnet wird, ist sar 


8, t= 8 (0H) bbe Guk] 


= (ab) (b$) a2 a? b.? $2 + (0H) b.3 be G2. 


Das erste Glied der rechten Seite geht mit Hilfe der identischen 
Gleichungen 


(DD) au + (Ha) by, + (ab) H. =O und (ab) (ut) = a,b — aby 


18* 
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iiber in 


(ab) (0G) a,2a2,2$,3 
= (ab) 0H) a3 a:b,2b,G.8—[ 3G) au + (aH) de | (AB) ay a, b.2 H.3 (ut) 
— + (ab)'aubu Su! (ut), 
d. i. 
(ab) (6§)a.2a2b. $4 = — > $*— (HG) HA HG. (ut) — | iO (ut) 
oder bei Beriicksichtigung von (f), (d) und (e) in § 3 
(ab) (6G) a.2a?b8G.? = — 5 H+ Fig (wt)? — + iH (wey 
Fiir das zweite Glied erhalt man auf Grund der Relation (3): 
(0 H)b.8b,§. = 2(ba) (aH) a,2a;b,3b, He He + = xg + + ig? 
— Fy ba) a2 a2d,2 bi. (ut) — + Gi) DS ding (ut)? 
= — SHAH? + = 3 + 35 is? — gp iS (uO? 
noth = qg(ut)*, 
also wenn ich fiir H,‘H; und x die Werthe einsetze: 
OH)Ww.H8 = Fig? — HF + | igue)? — iGo 
Demgemiiss ist 
Vile. t= {A igp—S ots fig — igh wa. — 


Wir sind demnach zu dem folgenden Resultate gelangt: Unter 


der Voraussetzung, dass der Aronhold’sche Process in der Form 
qe _@ 7] 
Ry rr —_ t, Oh 
ausgefiihrt wird, wo 
Tx, + Ly Xq = A, ap ae, 


ist das Ergebniss der Operation @ in dem Gleichungssystem 
vu 


(9s (ut) =, 

45 =— (us), 

D 1% =2t— ig(ut)— Z ius, 

ee <*. 

(dt = fr igp—2 ott 1 jg —tigt ay, 


=u 
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¥ 1 oe 
—. © iS + m(ut) + {5 sede i (ut)?, 
Si 9, 
Sie or 
Dj) o%m =—ZiO+ Rut) — | iia, 
6,5 =0, 
6% =—0 
enthalten. 
§ 9. 
Von besonderer Bedeutung ist noch die Operation 0, wenn in 
o=u 
derselben bei dem Aronhold’schen Process 
5 
= 2? .= d= .2 
(1) 2 On oy, th Ge — ©} oe 
die Covarianten 
G == (?) Gx2,*a,5-* = (30 (Aa) Ao Az? a4 —5az°b,* bibs) :36 (xv), 
(2) -x=0 
T =—T,2,+ F2, = (— GABA AS + 5a,3a,az(xt)):36 (xv), 


wo A,° = f(~%) = g(x) (at) = a,*(xt) bezeichnet ist, verwendet 
werden. Denn in dieser Form wird man, wie schon in der Kinleitung 
bemerkt wurde, die Differentiation nach den Parametern in der par- 
tiellen Differentialgleichung fiir die ungeraden Thetafunctionen dar- 
stellen. Diese Differentialgleichung hat, wenn man fiir den speciellen 
Aronhold’schen Process (1) das Operationszeichen 6 mit dem Index 0 
versieht, die Form*) 





2 

’ 1 a? Th 1 

(3) 66,Th+— v,*-*-? o,etF-9 += ATh = 0. 
4 2 ; Og Ouy 2 

In derselben bedeutet Th eine so normirte ungerade Thetafunction, 
dass ihre Reihenentwicklung die folgende ist: 
(4) Th = s(N, +N, +N; +N,+-:::), 
wo s* die Discriminante von g darstellt und unter N24; eine Function 
von der Dimension 24 + 1 in den Argumenten u,, , und zwar eine 
Covariante von g, welche ausserdem noch die Variablen ¢,, ¢, enthilt, 
zu verstehen ist; insbesondere ist 


(5) | N,= (ut), Ny=—+45 


*) Vergl. die Arbeit des Verf. in den Math. Annalen, Bd. 33, 8, 286 u, f. 
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Sodann erhalte ich fiir A, wenn ich den in dem eben erwihnten Auf- 


satze in Form eines Quotienten auftretenden Ausdruck in eine ganze 
Function verwandele: 


N= £ (AA)! [BA2Ay? + TAyAgAy Ay’): 


In jenem Aufsatz habe ich fiir beliebiges @ diese Umwandlung der 
Darstellung von A, sowie derjenigen von K und F, nicht aus- 
gefiihrt, weil die Ausdriicke, zu denen ich hiitte gelangen kénnen, 
mir zu umfangreich und zu wenig iibersichtlich erschienen; ausserdem 
kann man diese Umwandlung, wo sie nothwendig werden sollte, durch 
blosse Rechnung auf Grund der Clebsch-Gordan’schen Reihenentwick- 
lung ausfiihren. 

Wie bei der geraden Thetafunction kann man die obige Differential- 
gleichung benutzen, um eine Recursionsformel fiir die Glieder N,, N;, N,,... 
der Reihenentwicklung der ungeraden Thetafunction abzuleiten. Sub- 
stituirt man namlich die Reihe (4) fiir Th in die Differentialgleichung 
und lasst in derselben v,, v, gleich «,, uw, werden, so liefert der Um- 
stand, dass die Glieder gleich hoher Dimensionen einzeln verschwinden 
miissen, die beiden Gleichungen 


N, +48) N, +4N, 5 % s=0, 


2A(2A-+1) Neai + 24 y Noss + 2Nax-s A+ 24Nir1 5 bo 8 = 0, 
Ao 2,3,.... 

Aus der ersten ergiebt sich, da nach dem Gleichungssystem am Ende 

des Paragraphen Bo Mi <= 9p (ut = wd ist, der Werth von 9 8: 


=u 


0, s = 0. 


Und in Folge davon vereinfacht sich, wenn ich noch beriicksichtige, 
dass fiir v,,v, gleich u,,u, Aden Werth 3(AA’)‘A,?A,/ ?=— $+ i (ut)? 
annimmt, die zweite Gleichung, welche die eigentliche Recursionsformei 
ist, in 

(6) A(QA+1) Nerys + 12 8) Nara — (§ — i(ut)*) Nors = 0, 

Am 2,3,.... 

Durch diese Formel werden die Glieder N,, N;, N,,... der Reihen- 
entwicklung, welche in den Argumenten von der Dimension 5, bez. 
7,9,... sind, im Wesentlichen durch die Operation 0, aus Gliedern 


von niederer Dimension abgeleitet. Da nun die Glieder von der ersten 
und dritten Dimension, d. i. N, = (ut), N, = — + §, sowie die 


einzige, direct in der Differentialgleichung vorkommende Covariante, 
§ — i(wt)?, zu den Covarianten dieser besonderen Art gehéren, wie 





‘Se 


SS 
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ich sie in diesem dritten Theile des Aufsatzes behandelt habe, so 
miissen auch N,, N,,... Covarianten dieser besondern Art sein und 
sich durch die 10 Formen (ut), g, i, ,... rational und ganz dar- 
stellen lassen. Man kann daher den in der Recursionsformel (6) vor- 
kommenden Process 0, auch in der nachstehenden Form schreiben: 











ON, ON, aN, 
9) Naa = “Hub 20 (t t) + — * 90 8 + - . : d, 
by 
4 AE 8 i + Eon by t + oNea—t 804 
ONo,_ . ONg2_ a be 
+a 80 i + i fot ZR 88 
ae. 
—— J, A, 
+ ox Pas. 


und damit wird, sobald die Ausdriicke von 90 (ut), 6 0 %, 80, a 
bestimmt sind, der Process 0, durch eine einfache pertiolie’ Differentiation 


wae 


nach den Covarianten (ut), g, ,... ersetzt, 
Es bleibt also jetzt noch die Bestimmung von 8 (ut), 9 90 3» 


6, ,... tibrig. Dazu ist zuniichst nothwendig, G in eine eae 


Function der Formen H,? H,'(at), H,H,5(vt) und i,*(#v)?(at) umzu- 
wandeln und die Constante zu bestimmen, um welche sich & von 


G,’a,2a, unterscheidet. Beziiglich der Covariante @ bekommt man 
mit Hilfe der folgenden Polare von A,° = b,>(at): 


(7) ABAPAy = 5 bbe by (at) + 2 d,%b.2(yt) + > by? ba? dy (vt) 
aus (2) die Gleichung 
G=— a [2(ba)a,"b, 3b, (at) + a,az'b,*b,? + 3(ba)a,'b,?b,? (vt), 
— az°b,°b,bz] : (av), : 
oder da a; az'b,?b,? — az°b,°b, bz = (ba) az'b,.5bz (at) ist: 
G= as [(b a) ax'b,b.(at) + (ba) az*b,?b,? (vt)] : (wv). 


Indem ich die beiden Glieder in der Klammer je in eine Clebsch- 
Gordan’sche Reihe nach Polaren entwickle, erhalte ich unmittelbar 
die gesuchte Darstellung 


(8) G=— + (15H? H.'(wt) + 10H, H,5(vt) + 2i*(xv)*(at)]. 
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Sodann ergiebt sich der Ausdruck von & aus (2), indem man die 
Polare (7) benutzt: 


Sat a [a,a,a,(at) — a,?a,a,2(vt)] : (xv), 
oder bei Berticksichtigung der Gleichung a,(xt)-+-a,(tv)+a,(vz) =0: 


(9) z = wT a, ae dz. 
Da nun, wenn 
© = ¢,H,? H,' (at) + c, H,H,*(vt) + siz? (av)*(at), 
c= Cy a, a? Oz 
ist, die betreffende Operation @ sich in der Weise: 
Bg 5 as 92 + 93 + 494, 
aus den Operationen 4; zusammensetzt, so ist hier gemiiss der Aus- 


driicke (8) und (9) id 
1 f ’ 9 
a ee oat a 2 
und es ist nun leicht, aus den Gleichungssystemen A, B,C, D das 
folgende zu der Operation 0, gehérende System 


w= Le) 

89 = ag [— 21H (ut) — dius), 

45 = oz [16t — 12ig (wt) — 49 (we)? — 8j(we)'], 

Oi = ay 4a + B25 (uA), 

jt = sr | {3ig?— 12.92} + fojg — + ig (we)? — 3m(wey'], 


a 


a 
I 


09 = ay [{2i9 — GIG} + 58m(wt) + {125 — 2:7} way], 
j= a [6m + {12h + 6i?} (ut), 


m = ay [{4b9 — 719} + {6ig + 40R} (wa), 


7) 
= 


o=u 


|| & 


v—u 


5 = yl[Sk+{ ii— ou} wa], 
8M =a [{128ih — 321° + 6452 — s9.4H} (ut) | 
abzuleiten. 


Halle a/S., im Februar 1890, 














Beitrige zur Analysis situs. 
II. Aufsatz. 


Mannigfaltigkeiten von m Dimensionen. 
Von 


Watruer Dyck in Mtinchen. 


Einleitung. 


In den vorangehenden Untersuchungen zur Analysis situs*) wurde 
die Frage nach absoluten Charakteristiken fiir ein-, zwei- und drei- 
dimensionale Mannigfaltigkeiten zunichst in der geometrischen Her- 
leitung charakteristischer Zahlen behandelt unter Zugrundelegung ge- 
wisser in ganz allgemeiner Form gekennzeichneter Umformungs- 
processe. Die analytische Formulirung derselben, fiir durch Glei- 
chungen und Ungleichungen zwischen reellen Variabeln gegebene 
Mannigfaltigkeiten fiihrte dann, unter Zugrundelegung continuirlicher 
Entstehungs- und Umformungsprocesse zu der Darstellung der er- 
haltenen Zahlen als Kronecker’ scher Charakteristiken gewisser Func- 
tionensysteme**), 

Es handelt sich jetet darum, die analogen Betrachtungen fiir 
Mannigfaltigkeiten beliebiger Dimensionen zu entwickeln. 

Fiir eine schliessliche analytische Formulirung ist dabei in den 
Kronecker’schen Untersuchungen der unmittelbare Weg gewiesen. 
Wesentlich aber erscheint es, auch die allgemeine, in den friheren 
Untersuchungen fiir Mannigfaltigkeiten von ein bis drei Dimensionen 
in rein geometrischer Form gegebene Herleitung der charakteristischen 
Zahlen auch fiir Mannigfaltigkeiten von héheren Dimensionen zu 


*) Beitriige zur Analysis situs, I. Aufsatz: Ein- und zweidimensionale 
Mannigfaltigkeiten. Diese Annalen Bd. 32. p. 457 ff. (In der Folge nur durch 
Band- und Seitenzahl citirt). — Ferner: Beitrige zur Analysis situs I, II, III 
in den Berichten der k, siichs, Ges, d. W., Juli 1885, Februar 1886, Mirz 1887. 

**) Man vergl. beziiglich der dabei zu Grunde gelegten, auch in der Folge 
massgebenden Principien Annalen 32, Einleitung, ebenda auch die auf die 
Kronecker’schen Abhandlungen beziiglichen Literaturangaben. 
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betrachten. Muss dabei selbstverstiindlich von der Anschauung ab- 
strahirt werden und sind gleich von Anfang an Elementarmannigfaltig- 
keiten und Elementaroperationen in analytischer Definition einzufiihren, 
so ist es doch méglich, gewisse Analogien mit den uns geometrisch 
zuganglichen Gebilden und Operationen besonders hervortreten zu 
lassen, die wie ich glaube die Uebersicht iiber jene mehrdimensionalen 
Gebilde erleichtern. In diesem Sinne mag es auch gerechtfertigt er- 
scheinen, wenn geometrische Bezeichnungen auch fiir diese mehr- 
dimensionalen Gebilde nicht ganz unterdriickt sind. 

Der Aufsatz beschiftigt sich zunichst — im I. Abschnitte — in 
allgemeinster Form mit der Definition der Umformungsprocesse, welche 
wir zur Umgestaltung der als Ausgangsformen zu Grunde gelegten 
einfachsten Mannigfaltigkeiten (,,Elementarmannigfaltigkeiten‘‘) ver- 
wenden; mit den Regeln ihrer Abziihlung und der hierans entspringenden 
Definition der charakteristischen Zahlen. Die Abziihlungen werden 
dann an Beispielen durchgefiihrt, nimlich 1) an den im Gebiete von 
m von einander unabhiingigen Variablen durch eine Gleichung 


GP 4+ 2? +++ a? = 1 


gegebenen ,,sphirischen‘‘ Mannigfaltigkeiten. 2) an den ,,projectiven“ 
Mannigfaltigkeiten von » Dimensionen und 3) an gewissen Mannig- 
faltigkeiten vierten Grades, die wir desshalb ausfiihrlich betrachten, 
weil wir auf sie die im folgenden Abschnitt zu behandelnden Fille 
von singuliren Stellen einer Mannigfaltigkeit und ebenso auch die im 
III. Abschnitte zu untersuchenden Mannigfaltigkeiten zweiten Grades 
zuriickfiihren. 

Im II. Abschnitte betrachten wir speciell Mannigfaltigkeiten von 
nm —1, bez. von ~ Dimensionen, die wir in dem Gebiete der reellen, 
von einander unabhingigen Variabeln ,, 2,...%, durch eine Gleichung 
f=0, bez. durch eine Ungleichung f< 0 gegeben voraussetzen. 
Fiir dieselben legen wir, analog wie in den friiheren Aufsiitzen, con- 
tinuirliche Entstehungs- und Umformungsprocesse zu Grunde. Damit 
wird die Abzihlung der fiir diese Mannigfaltigkeiten charakteristischen 
Zahlen auf die Betrachtung der singuldren Stellen jener Umformungs- 
gebilde und die Feststellung des ,,Punktcharakters“ derselben geworfen 
und fiihrt damit wieder direct auf Kronecker’ sche Charakteristiken 
gewisser Functionensysteme. 

Ich beschriinke mich hier auf die einfachst moéglichen continuir- 
lichen Umformungsprocesse. Es lassen sich an ihnen die principiell 
wichtigen Ueberlegungen am iibersichtlichsten entwickeln; andererseits 
bieten die Verallgemeinerungen, wie ich sie bei 1, 2 und 3 Dimen- 
sionen in meinen friiheren Untersuchungen ausgefiihrt habe, auch fiir 
mehr Dimensionen keine neuen Schwierigkeiten. 














—— 
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Die Zuriickfiihrung unserer charakteristischen Zahlen auf Kro- 
necker’sche Charakteristiken liefert uns hier den einzigen Beweis 
fiir die Unabhdngigkeit der von uns definirten Zahlen vom jeweiligen 
Entstehungsprocess der Mannigfaltigkeit. Im Gebiete von ein und zwei 
Dimensionen war es nimlich noch méglich, jenen Beweis auch un- 
mittelbar zu fiihren durch Herleitung kanonischer Formen fiir alle mig- 
lichen, im Sinne der Analysis situs verschiedenen (d. h. nicht umkehrbar 
eindeutig auf einander beziehbaren) Mannigfaltigkeiten, an welchen 
kanonischen Formen die charakteristischen Zahlen sofort abgelesen 
werden konnten. Dieser directe Beweis versagt hier und stésst, da ja 
mit jener einen charakteristischen Zahl die fiir eine véllige Charak- 
teristik nothwendigen Bestimmungen keineswegs erschépft sind*), auf 
Schwierigkeiten, deren Ueberwindung mir zunichst nur noch im Ge- 
biete von drei Dimensionen (auf welches ich in einem weiteren Auf- 
satze niher einzugehen beabsichtige) méglich erscheint. 

In einem JII. Abschnitte gehe ich auf die durch Gleichungen 
zweiten Grades definirten Mannigfaltigkeiten niher ein, fiir welche sich 
die Charakteristik aus den vorhergehenden Betrachtungen auf ein- 
fachste Weise ergiebt. Gerade hier glaube ich erweist sich das Her- 
vortretenlassen der Analogie mit den geometrischen Verhiiltnissen der 
Gebiete von ein, zwei und drei Dimensionen als férderlich fiir die Ent- 
wicklung der ,,Analysis situs‘ jener Gebilde. Es gelingt auf die tiber- 
sichtlichste Weise -die in 


Hy? a2 +++ fat —at, —.--—at—1=0 


durch die verschiedenen Werthe von v unterschiedenen + bez. *f) 
Fille mit Hulfe der Reihe 

B21, 2+ E2—1, E+E +8,2—1,... (bist, bez. “t*) 
von sphdrischen Mannigfaltigkeiten zu charakterisiren. Es ergeben 
sich dabei, wie noch bemerkt sei, die Mannigfaltigkeiten zweiten 
Grades von gerader Dimension als solche ,,mit nicht umkehrbarer 
Indicatrix“, wahrend diejenigen von ungerader Dimension (mit Aus- 
nahme der einen sphirischen 2,? +- 2,?-++---++-++ 2%? =1) simmtlich 
Mannigfaltigkeiten ,,mit umkehrbarer Indicatrix“ sind. 


*) Man vergl. hierzu die Entwicklungen des Aufsatzes III in den Berichten 
d. siichs. Ges. (Miirz 1887). 
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. Verallgemeinerung auf beliebige Mannigfaltigkeiten 
. Beispiele: 1. Die sphirischen Mannigfaltigkeiten S,. 


. Beispiel 3. Fortsetzung: Abziihlung der Charakteristik 


. Beispiel: Die zwei- und drei-dimensionalen M? 
3. Abzihlung der Charakteristik 





Wa rtner Dyck, 


Inhalts- Uebersicht. 


Einleitung 


I, Abschnitt. 


Definition und Herleitung der Charakteristik n-dimensionaler 
Mannigfaltigkeiten .......... 


. Allgemeine Festsetzungen iiber die zu betrachtenden Mannigfaltig- 


keiten M,, 


. Die Entetehungs - und Umformungsprocesse fiir die Mannigfaltigkeiten. 


Fixirung ihrer Abziihlung an Elementarmannigfaltigkeiten .. . . 


ee Se ee 


2. Die linearen projectiven Mannigfaltigkeiten P. 


ee 


. Beispiele (Fortsetzung): 3. Ein Biischel von gewissen Mannigfaltigkeiten 


vierten Grades R 


SE A ee a eae ee ee a 


a ee ee 


I, Abschnitt. 


Zuriickfiihrung der Abzihlungen auf Kronecker’sche Charakte- 

ristiken fiir den Fall von Mannigfaltigkeiten M,_, bez. M,, 
die im Gebiete von » von einander unabhiingigen Variablen 
durch eine Gleichung f= 0, bez. eine Ungleichung f< 0 ge- 
geben sind 


oe Oe 6 OS 6.69 Oe Sd le elie ee) & 6 4) ew of '& ‘aS 


A. Erste Abziihlung mit Hiilfe von singuliiren Stellen im Gebiete f< 0. 
Die singuliren Stellen. Vorbereitung der Abzihlung 


- Gare ©°O “Ole & @ 


. Bestimmung des Punktcharakters der singuliren Stellen durch Zuriick- 


fiihrung auf die Abza’hlungen des § 6 (Abschnitt I) 


. Analytische Formulirung, Summation iiber die Punktcharaktere . . 
. Allgemeine Folgerungen 


i See ae a er oe er a ee a ee ee ee a 


B, Zweite Abzihlung mit Hiilfe von singuliiren Stellen im Gebiete f= 0. 


. Umformung der Charakteristik. Die singuliren Stellen auf f=0. 
. Punktcharaktere der verschiedenen Stellen, Summenformeln 
. Zusammenstellung. Relationen zwischen den singuliiren Punkten. . 
. Schlussbemerkungen 


eo et Bl x0 


ITI. Abschnitt. 
Analysis situs der Mannigfaltigkeiten zweiten Grades 


. Kanonische Formen fiir die Mannigfaltigkeiten zweiten Grades, Unter- 


scheidung derjenigen mit nicht umkehrbarer und derer mit um- 
kehrbarer Indicatrix 


th + 2 & 2 ie oe toh i se be ee we @ @ 


2p tens ee 
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I, Abschnitt. 


Definition und Herleitung der Charakteristik m-dimensionaler 
Mannigfaltigkeiten. 


§ 1. 
Allgemeine Festsetzungen 
iiber die zu betrachtenden Mannigfaltigkeiten Y,. 


Wir gehen aus von der durch m von einander unabhiingige end- 
liche*) reelle Variable 2,, 2,,...2%, gebildeten Mannigfaltigkeit von 
Werthsystemen (,,Punkten“) (7,2, ...%,). Die ,,Umgebung jedes 
Punktes“ (%,, Z, ..- %,) derselben ist durch eine Ungleichung: 


Po (y~—ayr<r 


bezeichnet und soll eine Elementarmannigfaltigkeit n‘* Dimension E, 
heissen. Ebenso bezeichnen wir alle auf eine solche E, umkehrbar 
eindeutig und stetig beziehbaren Werthsysteme (2,) als Elementar- 
mannigfaltigkeiten E,. 


Solche sind z. B. die durch die Ungleichungen 
<a, & <b...m<B, 
in welchen a,b... endliche reelle Zahlen bedeuten, definirten 
Werthsysteme der (;). 
Weiter (wie wir mit Riicksicht auf spiitere Anwendungen her- 
vorheben) die durch die Ungleichungen 


x,? + z,? +---¢@<l, Dirt Bist <li 
gegebenen, in welchen also den Punkten einer Elementarmannig- 
faltigkeit Z, zu einander congruente Mannigfaltigkeiten E,_, so zu- 
geordnet sind, dass den benachbarten Punkten von E, benachbarte 
Mannigfaltigkeiten E,_, eindeutig entsprechen. 


Noch allgemeiner ist in unserem Systeme der (a#,, 2... %n) 
durch die Ungleichungen 


Secu Sacre acs 
wobei alle x je einmal oder in beliebig vielen der Ungleichungen vor- 


kommen, eine E, definirt. 
In einfachster Form geben wir die E, durch die Ungleichung 


(1) Sac. 


*) Wegen gewisser Festsetzungen beziiglich unendlich grosser Werthsysteme 
der x vergl. § 4 (pag. 282). 
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Ihre Begrenzung ist dargestellt durch die Gleichung 


@) S21, 


die wir in dieser speciellen Form als eine ,,sphirische“ Mannigfaltigkeit 
von (» — 1) Dimensionen S,_,, mit dem Mittelpunkt 


1, =f, ++ -=— 7, = 0 


bezeichnen. Die Begrenzung jeder andern E, ist umkehrbar eindeutig 
und stetig auf diese S,_, beziehbar. 


Die Abzihlungen, die wir im Folgenden fiir Mannigfaltigkeiten 
n'** Dimension M,, festsetzen, beziehen sich stets auf reguldre Mannig- 
faltigkeiten, d.h. solche, fiir welche die Umgebung eines inneren 
Punktes stets durch eine FE, dargestellt ist; die Begrenzung (soferne 
es sich um nicht geschlossene Mannigfaltigkeiten handelt) setzen wir 
ebenso als regulire Mannigfaltigkeit M,_, voraus. Dabei aber ist es 
zweckmissig, Mannigfaltigkeiten von niedrigerer Dimension x UV, als 
Grenzfille von Mannigfaltigkeiten M, zu betrachten, insoferne wir 
gerade die Vereinigung bez. Trennung einer Mannigfaltigkeit MV, 
lings den Punkten einer enthaltenen Mannigfaltigkeit M, zur Um- 
gestaltung der urspriinglichen M, verwenden. Die Art nun, wie wir 
eine solche im Innern der M, enthaltene Mannigfaltigkeit M, als 
Mannigfaltigkeit »‘** Dimension aufzufassen haben, ist eine vollig be- 
stimmte und am einfachsten dadurch zu bezeichnen, dass wir eine 
Elementarmannigfaltigkeit E, 


ay? ay? fo ++ $a? — 9g <0 
mit ihrem Mittelpunkt die M, durchlaufen lassen; das dann von der 
E,, bestrichene Gebiet ist die Mannigfaltigkeit mn‘ Dimension, welche 
der M, entspricht; die ,,Enveloppe“ der EZ, — wenn dieser sofort 
analytisch umzusetzende geometrische Ausdruck gestattet ist — die 
Begrenzung jenes Gebietes von » Dimensionen. 


§ 2. 


Die Entstehungs- und Umformungsprocesse fiir die Mannigfaltigkeiten. 
Fixirung ihrer Abzihlung an Elementarmannigfaltigkeiten. 


Wir legen geradezu die Processe des Zerschneidens bee. Vereinigens 
einer Elementarmannigfaltigkeit E, in den Punkten einer E, — die 
dann in dem eben bezeichneten Sinne als ein solches Grenzgebilde 
einer m dimensionalen Mannigfaltigkeit aufzufassen ist — zu Grunde, 
um aus der EZ, Mannigfaltigkeiten M@, entstehen zu lassen. Indem wir 
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fiir diese Processe (und zwar in der sogleich noch zu erérternden 
typischen Form) die Bezeichnung 


+ FE, 


einfiihren, kénnen wir fiir die betreffende Mannigfaltigkeit eine ihre 
Entstehungsweise andeutende symbolische Gleichung 


(1) WM, = E,+ > (FE) 


aufstellen, wo sich die Summation auf alle angewandten Umformungen 
+ E, (wo x die Zahlen 0, 1... m— 1 bedeuten kann) erstreckt. 

Die Mannigfaltigkeit MZ, ist durch die obige Formel keineswegs 
definirt; fiir ein und dieselbe MU, sind iiberdies noch die verschiedensten 
Umformungsprocesse denkbar, welche dieselbe aus einer E, entstehen 
lassen. Weiter kann ein Process +- E, auf verschiedene Mannig- 
faltigkeiten angewandt noch ganz verschiedene Umformungen derselben 
zur Folge haben. Wir legen aber, in Analogie mit den friiheren 
Untersuchungen*) in der nachfolgend priicisirten Form eine ganz be- 
stimmte Abzihlung der Processe -- E, zu Grunde, an der wir fest- 
halten auch wenn die Wirkung jener Umformungen verschieden 
ist von derjenigen, welche die Abzahlung geliefert hat. Der symbo- 
lischen Gleichung (1) lisst sich dann eine Summenformel tiber die 
einzelnen den Processen + EF, zugeordneten Zahlen an die Seite setzen 
und diese ist es, welche wir als Charakteristik der Mannigfaltigkeit 
M,, bezeichnen. Die kanonische Form, in welcher wir — fiir die zu 
treffenden Abzihlungen — das Ausschneiden (bez. Einfiigen) einer 
Mannigfaltigkeit EZ, aus einer Mannigfaltigkeit MZ, stets vornehmen, 
ist nun die, bet welcher die (,,sphirische) Begrenzung S,1 der E, 
ganz der Begrenzung der M, angehort. Fir die Abzihlung der in 
dieser Form durch 

+ E, 
bezeichneten Processe setzen wir (wie friher) fest: 

1. Jeder Elementarmannigfaltigkeit E, kommt die charakteristische 
Zahl +1 eu. 

2. Jede Umformung einer M,, die das Entstehen einer E, hervor- 
ruft, wird entsprechend mit + 1 gezdhlt, wmgekehrt, jedes Verschwinden 
einer E, mit — 1. 

Diese Festsetzungen fiihren uns sofort dazu, jedem Processe -+- E, 
fiir die Umgestaltung einer M, eine ganz bestimmte Zahl zuzuweisen," 
indem wir fiir’s erste unsere Processe -- E, dazu verwenden, eine 
Elementarmannigfaltigkeit Z, in zwei Stiicke E,, zu zerspalten. Dies 
gelingt auf die einfachste Weise: 


*) Vergl. Aunalen 32, pag. 461 ff. 
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Wir zerschneiden zuniichst die Elementarmannigfaltigkeit E,,: 
a2 ayes at <1 
durch die Elementarmannigfaltigkeit E,_.: 
> + a> +--+ <1 a =—0; 
sie zerfallt in die beiden Mannigfaltigkeiten £,,: 


GP par t--- + acl am <0 
und 


2? +2? +---+a<l ZL > 0. 

Wir haben — die Begrenzung der E,_, gehdrt der Begrenzung 
der urspriinglichen EZ, an, es handelt sich also um die kanonische 
Zerschneidung durch die E,.. — die symbolische Gleichung 

E, — E,1 = 2E,, 
und schliessen daraus: Der Process 
=— Iin—i ist mit a 1 
fiir die Ableitung einer Charakteristik einer M, zu zihlen. Umgekehrt 
eahlt: 
-- E,-1 mit —1. 

Die Ausschneidung der E,-; kann nun aber ihrerseits wieder da- 
durch erfolgen, dass wir zunichst die E,_: 

P+ are+---+ 2 ,<0, mie 0, m=O 
ausschneiden, und dann die beiden E,_,: 
%-1>0 « =), 


Wir formuliren den Process analog wie oben durch: 
E, — E,-2 — 2E,1 = 2E, 
und erkennen im Vergleich mit oben, dass 
+ E,-2 mit + 1 
fiir die M, zu zihlen ist. Indem wir die Operation — E,, nun 


wieder analog zerlegen und so fortfahren, gelangen wir allgemein zu 
der symbolischen Formel: 


E, — Ey — 2 Bayi — +++ — 2E,-1 = 24, 
und erhalten fiir die Abzihlung des Ausschneidens bez. Einfiigens 
einer EL, die Regel: Der Process 
+ E, shit mit + (— 1)" 
fiir die Charakteristik einer M,,. 
Indem wir bei dieser Abzihlung fiir die Umgestaltung einer 


d 
Mannigfaltigkeit M, die Fille n — c unterscheiden, ergiebt sich*): 
Maal y ungerade 


*) Vergl. hier und fiir das Folgende die Siitze(1), (2), (3) Annalen 32, pag.475, 476, 

















Beitriige zur Analysis situs II, 981 


Das Ausschneiden einer E, aus emer geraden M, zihlt + 1, 
gerade 

ungerade we 

Das Ausschneiden einer E, aus einer ungeraden M, zihlt +1, 
gerade 

ungerade 

Der umgekehrte Process + E, zihlt im umgekehrten Sinne. 


je nachdem x 


je nachdem x 


§ 3. 
_Verallgemeinerung auf beliebige Mannigfaltigkeiten. 


Einer Mannigfaltigkeit MZ, also, die ihrer Entstehung aus einer 
FE, nach durch die oben angegebene symbolische Form: 


(1) M, = E, + «> (+ F,) 


bezeichnet werden kann, ist nach unserem Princip eine Zahl K, zu- 
zuweisen : 


(2) K,=1+*>' $F (— iy-*. 


Diese Formel kénnen wir noch erweitern. Wir denken uns die ©, 
durch Ausschneiden bez. Kinfiigen beliebiger Mannigfaltigkeiten I, 
umgeformt. Diese letzteren sind ihrerseits wieder aus Mannigfaltig- 
keiten E, durch Umformung mittelst Mannigfaltigkeiten 2; entstanden: 


M, = E, ++ >) (F E)) 


und somit gehéren ihnen Zahlen 
K,= 1465) $(- 1) 


zu. Nehmen wir nun an, dass die Begrenzungsmannigfaltigkeit M,_, 
der M, ganz der Begrenzung der M, angehdrt, und betrachten wir 
wieder die in dieser Form als kanonisch bezeichnete Operation =- M,, 
so sind die auf die M, angewandten kanonischen Zerschneidungen 
+ E; auch kanonische Zerschneidungen fiir die M,, und die Operation 


+ UM, 


+ (— 1)": K, 
zu sdhlen. Gehort aber ein Theil M@,_, der Begrenzung der M, nicht 
auch zur Begrenzung der M, und sei etwa die Operation — M, zu 
vollziehen, so ist zuniichst dieser Theil M,_, zur Begrenzung der YU, 
zu ziehen durch die Operation —M,_,, (welche in analoger Behandlung 
einen bestimmten Beitrag zur Charakteristik K, liefert); nach dieser 
Operation — M,_, erscheint dann — YM, in kanonischer Form u. s, f. 
Mathematische Annalen, XXXVII. 19 


ist fiir die M,, mit 
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Dabei sei noch bemerkt, dass wenn es sich um die Umformung einer 
geschlossenen Mannigfaltigkeit handelt, eine ,,kanonische Zerschneidung“ 
mit der Operation — E, (,,Punktirung“) zu beginnen hat, durch welche 
wir zunachst der Mannigfaltigkeit eine (sphirische) Begrenzung er- 
theilen, von der aus die weitere Zerschneidung erfolgen kann. 


So iibersehen wir, dass wir der symbolischen Entstehungsformel 
einer Mannigfaltigkeit M, 


M, = E, + «> CE M,) 


oder (indem wir unter den M, auch die Ausgangsmannigfaltigkeit E,, 
einbegreifen) kiirzer: 


(3) uM, = >(+ M,) 
die Abzihlungsformel fiir eine Charakteristik K,: 
EK, wt + «> (F (—1)"*. K,) 


beziehungsweise hiirzer : 


(4) K, =>) (F (— 1". K,) 


an die Seite setzen kinnen. 


§ 4. 
Beispiele: 1. Die spharischen Mannigfaltigkeiten S,. 2. Die linearen 
projectiven Mannigfaltigkeiten P,,. 


Das hiermit gewonnene Princip der Abzihlung fihren wir zuniichst 
an verschiedenen Beispielen durch, 

1. Eine sphirische Mannigfaltigkeit S, von » Dimensionen, ist 
im Sinne der Analysis situs aiquivalent mit einer linearen Mannigfaltig- 
keit Z, von n Dimensionen (%,, %,,...2%,), soferne wir die unendlich 
grossen Werthsysteme der 2; zu einem einzigen zusammenfassen.*) 
Fiir sie ergiebt sich sofort, da das Ausschneiden eines Punktes die 
Mannigfaltigkeit in eine EZ, verwandelt, die symbolische Gleichung: 

S, — E, = £,; 

da aber — EF, mit + 1 zu zihlen ist, je nachdem n gerade oder un- 
gerade, so folgt, je nach dieser Unterscheidung von n 


9 
(1) Sn = 0 


*) In der Folge sei stets mit L, die lineare n-dimensionale Mannigfaltigkeit 
mit einem unendlich weiten Punkt bezeichnet, im Gegensatz zu der sogleich zu 
besprechenden linearen ,,projectiven“ Mannigfaltigkeit P,. Fiir die Umformung 
der L,, in eine S, mit Hiilfe der ,,Transformation durch reciproke Radien“ vergl. 
z, B. die auf n—1 Dim, beziiglichen Formeln anf pag. 293. 
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2. Fasst man dagegen die Werthesysteme der » unabhingigen 
Variablen (2, 2, ... 2%) beziiglich ihres Verhaltens fiir unendlich 
grosse Werthe der 2; so auf, dass man diese je nach dem Werthe der Ver- 
hiltnisse dieser Gréssen unterscheidet — die dann ihrerseits ein lineares 
Werthsystem von » — 1 Dimensionen bilden, fiir welches die gleichen 
Festsetzungen getroffen seien — so gelangt man zu folgender Abzahlung. 
Es sei die so definirte VM, als ,,projective Mannigfaltigkeit P, (in aus 
den raumlichen Vorstellungen iibertragenem Sinne) bezeichnet. Das 
Ausschneiden aller unendlichen Werthsysteme der (%;) kann dann als 


Entfernen einer P,,_; bezeichnet werden, durch welches die P, in eine 
E,, verwandelt wird: 


P, — Poi= E£, 


Dies Ausschneiden der P,_; kann nun seinerseits wieder ersetzt werden 
nach der symbolischen Beziehung: 


Ps ere Pr-2 — Ey-1 
und ebenso hat man wieder 


Pr-2 —fa-3 = E,-2, 
P, —P, =&£,, 

J ' P, —_ P, — E, ’ 
und schliesslich : 

P, =€£,. 
Die Addition der simmtlichen Gleichungen fiihrt auf 
P,= Ey, + Bait Ernst+::-+£4,4 £,; 
da nun bei der Abziihlung der E, je zwei Zahlen +-1 sich zerstéren, folgt 


(2) P, = {0 


je nachdem m gerade oder ungerade ist, — 

Die Mannigfaltigkeiten P,, gerader Dimension erweisen sich als 
» Mannigfaltigkeiten mit umkehrbarer Indicatrix“. Dies ist, wenn wir 
die Definition solcher Mannigfaltigkeiten direct aus dem uns geliufigen 
Verhalten der entsprechenden zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten 
(vergl. etwa Annalen 32 pag. 479) iibertragen, dadurch zu erweisen, 
dass wir*) ein ,,Coordinatensystem“ von mn Axen mit bestimmten 


*) Es sei in dieser Entwicklung zur Kiirze eine mehr geometrische Rede- 
weise gestattet. In analytischer Form lisst sich unter zu Grundelegung eines 
ersten Bezugsystemes von Coordinaten §; eine continuirliche Verinderung von 
Coordinatenrichtungen lings eines geschlossenen Weges durch eine lineare Trans- 
formation der &; mit einem Parameter fixiren, Hat dann nach Durchlaufung des 
Weges eine Anzahl von Coordinatenaxen ihre urspriingliche Lage wieder erreicht, 


19* 
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»positiven“ Richtungen in unserer Mannigfaltigkeit annehmen und 
nun einen geschlossenen Weg in derselben angeben, auf welchem nach 
einmaliger Durchlaufung die Richtungen einer ungeraden Anzahl von 
Axen in die entgegengesetzten verwandelt erscheinen. Wir iibersehen 
dies hier am einfachsten aus dem Umstande, dass wir unsere P, 
auch dadurch aus der EF, 


1? 7? + +++ a? <1 
herstellen kénnen, dass wir je einen Punkt: 
X15 Xo) ar | Zn 
der sphirischen Begrenzung von FE, seinem diametral gegeniiber- 
liegenden “ 
— Z,, — %_, +++, — Zn 
zuordnen. Die Begrenzung schliesst sich dann in einer P,_; zusam- 
men. (n—1) im Punkte %,, Z,..., Z, in der Begrenzung fixirten 
Richtungen, die. wir am einfachsten als orthogonales Axensystem der 
tangentialen linearen Mannigfaltigkeit 


Hy %, + My Fy +++ + MX —1—0 

wihlen kénnen, entsprechen nun im Punkte — %,, — %,,-++, — Zp 
gerade die entgegengeseteten Richtungen. Durchlaufen wir also mit 
diesem Axensystem den durch die gerade Verbindungslinie der beiden 
Gegenpunkte bezeichneten geschlossenen Weg [wobei dieser radius 
vector die »'e Coordinatenaxe fiir ein rechtwinkliges Coordinatensystem 
in unserer Mannigfaltigkeit abgiebt], so werden auf demselben » — 1 
Richtungen in die entgegengesetzten verwandelt. Somit sind die pro- 
jectiven Mannigfaltigkeiten P, gerader Dimension solche mit wmkehr- 
barer Indicatrix, wihrend die von ungerader Dimension, bei welchen 
sich auf dem bezeichneten Wege eine gerade Anzahl von Coordinaten- 
richtungen umkehren, und wie direct ersichtlich auch keine anderen 
Wege der verlangten Kigenschaft méglich sind, als solche mit nicht 
umkehrbarer Indicatrix zu bezeichnen sind. 


§ 5. 
Beispiele (Fortsetzung). 3. Ein Biischel von gewissen Mannigfaltig- 
keiten vierten Grades R,_:. 


Wir betrachten als drittes Beispiel ein einfach unendliches Biischel 
von Mannigfaltigkeiten R,,, welche liickenlos und einfach die durch 


so hat ein auf sie beziiglicher Theil der Determinante der linearen Transformation 
wieder seinen Ausgangswerth erlangt und zwar mit dem gleichen bez, entgegen- 
gesetzten Vorzeichen, je nachdem eine gerade bez. ungerade Anzahl dieser Axen 
dabei ihre Richtung in die entgegengesetzte verwandelt haben, 








ne ge ence 
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das System der Variabeln 2,, 7,,...,%, gegebene Ausgangsmannig- 
faltigkeit L, erfiillen, dergestalt, dass jedes Werthsystem Z, ... Z, 
der L, einer und nur einer R,_; angehért. Unter 4 den Parameter 
des Biischels verstanden, seien diese R,_; durch die Gleichung gegeben: 


(1) (Se+ ) — (24 a) Sat =0. 


1 

Fiir 40 und 4=oo ergeben sich die zwei reellen Grenzmannig- 
faltigkeiten des Bischels, nimlich einmal die sphirische Mannigfaltigkeit 
(2a) Sau? —1=0, arr = 0, ty2 = 0, +++, ty = 0 

1 
von v — 1 Dimensionen: S,_;; dann die lineare Mannigfaltigkeit 
(2b) x, =0, w =0,--+,% = 0 
von » — v Dimensionen: Ly_,. 

Kine beliebige der Mannigfaltigkeiten R,_,; bezeichnen wir am 
besten durch die beiden Systeme sphirischer Mannigfaltigkeiten, welche 
dieselbe liickenlos und einfach tiberdecken: 

EKinmal namlich kénnen wir jedem Punkte der eben (2a) genannten 
sphirischen Mannigfaltigkeit S,, eine auf der R,_; gelegene sphiirische 
Mannigfaltigkeit S,_, zuweisen, Man lege niamlich durch einen Punkt A 

Hy Bqy > oy Dy3 41 =O, Ly4ieg=O0-- * Ln = O 
der S,_:, fiir welchen also 


> i= 
1 
ist und durch die ,,Coordinatenaxen“ 7,41, 242, ..+) %n die so be- 
stimmte Dy ~»+41: 
Ly = 1K, Ly HK Tq, oo Ly SPDT; 
dieselbe schneidet unsere S,, in den beiden Punkten A, A’ 
u=% und 4—— Zi; 
und die R,-1 nach zwei in der Gleichung*): 
v n 2 v 
(* a + D>) a? + ) — (24 apr. Sz? =0 
1 v+1 1 


enthaltenen sphiirischen Mannigfaltigkeiten S,_,, welche wir eindeutig 
je diesen beiden Punkten zuweisen. 





*) Der Radius vector r ist als Coordinatenaxe mit den x, 419 Vy yoy very @ 
in der L eingefiihrt. 


n 
n—v 
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Die Ry: erscheint so liickenlos und einfach von einem (n—1)-fach 
unendlichen System von Mannigfaltigkeiten S,_, tiberdeckt. 

Als Innenraum der R,_; sei der Theil der Mannigfaltigkeit L, 
bezeichnet, fiir welchen die linke Seite der Glg. (1) kleiner als Null 
ist. In demselben liegt die Mannigfaltigkeit S,, (2a), von welcher 
jeder Punkt z; das Innengebiet E,,,, der im zugeordneten S,_ 
bezeichnet. Die Gesammtheit aller dieser liings der S,1 angeordneten 
Envi erfiillt den Innenraum unserer R,-1 und auf jene S,_1 zieht 
sich derselbe fiir 4 =O zusammen. 

Die ganz analoge Rolle aber ergiebt sich fiir die im dittniionn 
einer beliebigen unserer R,, gelegene L,_, (2b) und ein ihr zu- 
gehériges auf der R,_, gelegenes System sphirischer Mannigfaltig- 
keiten S,_1. 

Legt man niimlich durch einen Punkt B der L,_,: 


= Lamm: -= 2, = (0, Byer, Beiay - +09 Fn 
und die sphirische Mannigfaltigkeit S, ,: 


v 


> 2 =1, Lrp1 = O0---e, =O 


1 


die dadurch in unserer L, voéllig bestimmte S,, so schneidet dieselbe 
einmal die Z,_, in den 2 Punkten B, BP’: 


Ly Hy s ++ Ly = 0, T4pr, Trpe,-+ +, Tn 
und 
Ty41 Ty 49 Ey 
=r = --- = t=O, _ ar _— >. is ee 
wo 
Se a: 72 72 
r = ert Migt +++ 2, 


und die R,-; nach zwei sphirischen Mannigfaltigkeiten S,_,, welche 
wir eindeutig jenen beiden Punkten zuweisen. So erscheint die Ry_1 
auch einfach und liickenlos tiberdeckt von einem (n— v)-fach wnendlichen 
System von S,-1. 

Der Aussenraum der R,_, enthilt unsere Z,_,; jedem Punkt der- 
selben gehért das (hier sphirisch gestaltete) Elementargebiet E, zu, 
welches auf der oben bestimmten sphirischen Mannigfaltigkeit S, von 
R,-1 ausgeschnitten wird. Die Gesammtheit aller dieser lings L,_, 
angeordneten E, erfiillt den Aussenraum unserer Ry, und auf jene 
Ln-» sieht sich derselbe fiir 4 = co zusammen. 

Es sei, die Anordnung kurz zu veranschaulichen, an die Verhiilt- 
nisse beim Kreisring (n= 3, v = 2) erinnert. Auf demselben liegen 
als die zwei Systeme sphirischer Mannigfaltigkeiten S,_, und S,_; — 
die beiden Kreissysteme. Der Innenraum ist erfiillt von den lings der 
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Mittellinie des Ringes angeordneten Kreisscheiben (E,_,41), der Aussen- 
raum von Kugelabschnitten (EZ,) deren Mittelpunkte sich lings der 
Axe des Ringes (der Z,_,) anordnen. Man vergleiche die nebenstehende 
Figur, die fiir den Ring entworfen ist, in welcher aber die all- 
gemeinen Bezeichnungen eingetragen dind. 


Fig. 1. 











§ 6. 
Beispiel 3, Fortsetzung: Abzahlung der Charakteristik. 


Mit Hiilfe der so geschilderten Zusammensetzung des Innen- und 
Aussengebietes, Ri bez. R& der Ry-1 ergiebt sich nun sofort die Ver- 
wandlung derselben in Elementargebiete und damit die Abziihlung der 
zugehérigen charakteristischen Zahlen. 

Die Mannigfaltigkeit Ri ist, wie eben abgeleitet, constituirt aus 
jenen (v—1)-fach unendlich vielen, lings der S,_, (2a) continuirlich 
angeordneten E,_,4;:. Schalten wir aus der S,_,; einen Punkt (£,) 
aus, so kénnen wir dieselbe umkehrbar eindeutig beziehen auf eine 


E,_1, etwa: 

BP + eet + +h —a< 0 
wihrend wir die, je einem Punkte dieser E,_, zugeordnete FE, _,+1 
durch 

Bri + bet +++ +b —b <0 
darstellen kénnen. Die Ri ist somit nach Ausscheidung der einen 
jenem Punkte E, zugeordneten E,-,4;: in die durch die obigen Un- 
gleichungen (vergl. § 1 pag. 277) gegebene E, verwandelt. Da weiter 
die Ausschneidung jener E,_,,; in der kanonischen Form — die Be- 
grenzung der E,_,4, gehért ganz der Begrenzung der R, an — vor- 











288 Warrtuer Dycx. 


genommen ist, haben wir fiir die Bestimmung der charakteristischen 
Zahl die symbolische Gleichung: Ri — E,-.41 = E,, oder: 


(1) R, = E, + E,—41 . 


Beachten wir andererseits, dass nach Formel (2b) (§ 5 pag. 285) 
die R{ durch Aenderung des Parameters 4 schliesslich tibergeht in die 
ganze Mannigfaltigkeit S, mit Ausschluss der Grenzmannigfaltigkeit 
L,-», so ergiebt sich sofort noch eine zweite Abzdhlung, indem wir 
hiernach die Mannigfaltigkeit Rj uns entstanden denken kénnen aus 
einer L, durch Ausschneiden einer L,_,, oder was dasselbe sagt einer 
S,-», die wiederum (kanonisch) in die Form (E, + E,_,) fiir die Zer- 


schneidung zerlegt sein mag. Darnach ergiebt sich die zweite Be- 
ziehung 


Ri = L,— E,— EE, 
oder, wenn wir beachten, dass L, — E, = E, ist: 
(2) Ri = E, — E,_,. 
Beide symbolischen Gleichungen ergeben nun (nach pag. 281 


Formel (2)) dieselbe charakteristische Zahl K, fiir das Gebiet R, 
und zwar ist mit der Unterscheidung gerader und ungerader Zahlen n 
und v die Zahl K; 


l » gerade oungrante 


(3) m gerade | 
Ky: 





0 2 





n ungerade | 0 2 

Fiir den Aussenraum Ry ergeben sich, mit Beriicksichtigung der p. 286 
dargestellten Beziehungen aus einer ganz analogen Abzihlung die 
beiden symbolischen Gleichungen: 


(4) Ri= £,+ £, 
und 
(5) Ri a E, > Ey-1 


aus welchen, je nachdem m, v gerade oder ungerade ist, die charakte- 
ristische Zahl Ky sich wie folgt ergiebt: 


v gerade ly ungrende 


Referer bina a 


2 0 


(6) m gerade | , 
Ky: 





n ungerade | 


0 2 
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Wir halten fiir die sogleich zu gebende Verwendung unserer 
Mannigfaltigkeiten R; und Ri die in den symbolischen Gleichungen 
(2) und (5) ausgedriickte einfachste Form fest als Mannigfaltigkeiten 
E,, aus welchen eine Elementarmannigfaltigkeit E, ausgeschnitten 
wird. Im Sinne der Analysis situs sind also unsere obigen Definitions- 


gleichungen fquivalent mit der einfachsten Darstellung einer solchen 
Mannigfaltigkeit durch: 


(a? + ay +e +24) Pa fees fa? —1) <0 
in welcher aus der Mannigfaltigkeit 
ay? at + +++ my? —1<0 
a ee ee ee 
tr t+ary+---+4,?—1<0 
ausgeschlossen ist. 


Auf die charakteristische Zahl fiir die Begrenzung einer solchen 
Mannigfaltigkeit gehen wir weiter unten ein (vergl. pag. 297). 


die E, 


Il. Abschnitt. 


Zuriickfiihrung der Abzihlungen auf Kronecker’sche Charakte- 
ristiken fiir den Fall von Mannigfaltigkeiten U,_,, bez. MU,, 
die im Gebiete von » von einander unabhiingigen Variablen 
durch eine Gleichung f = 0, bez. eine Ungleichung f < 0 
gegeben sind, 


A. Erste Abzihlung mit Hilfe von singulairen Stellen im 
Gebiete f< 0. 


§ 1. 
Die singuléren Stellen. Vorbereitung der Abzihlung. 


Wir gehen nunmehr dazu iiber, die Charakteristik aufzustellen fiir 
diejenigen begrenzten Mannigfaltigkeiten von m Dimensionen, die wir in 
unserer zu Grunde gelegten linearen Mannigfaltigkeit der (7,, x, ,.., Xn) 
durch eine Ungleichung 

f (@ 4) Lay 0 + +) Bn) KO 
definiren kénnen und treffen gleichzeitig die Abzahlung fiir die be- 
grenzende Mannigfaltigkeit 

f(a) Xap ++ +) Xn) = 0. 
Dabei setzen wir noch voraus, dass die ersten Ableitungen f,, /,,.--) fn 
von f nach den 4; nur fiir eine endliche Anzahl von Werthsystemen 
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(a) gleichzeitig verschwinden, und dass fiir dieselben nicht auch f= 0 
sein soll.. 

Analog wie in den friiheren Aufsitzen fiir M, und MV, betrachten 
wir die M,_; f = 0 als enthalten in einem einfach unendlichen System 
von Mannigfaltigkeiten M,-1, und wihlen fiir die folgenden Formu- 
lirangen auch hier wieder am zweckmiissigsten das System 

f (Gy) By +++) Hn) = C 

welches liickenlos und einfach die lineare Mannigfaltigkeit L, der x; 
erfiillt*), Setzen wir dabei voraus, dass fiir den ,,unendlich fernen 
Pankt“ die Function f(x,, 7, ..-, %,) positiv sei, so kénnen wir 
ebenso wie friiher annehmen, dass fiir einen gewissen negativen Werth 
der Constanten C = C, einmal die Mannigfaltigkeit f — C, lediglich 
aus einem isolirten Punkte besteht, und das von hier ab, mit wachsen- 
der Constante C die Entstehung des Gebietes f < 0 durch ein con- 
tinuirliches ,,Wachsen des Innenraumes“ verfolgt werden kann; gleich- 
zeitig entsteht dann die Mannigfaltigkeit f—0 durch successive 
Deformation aus f = C. 

Dieser Entstehungsprocess eignet sich nun sofort fiir die Abzihlung 
charakteristischer Zahlen fiir diese M, (f <0) und die M,_, (f=0). 
Eine Aenderung der Zahlen tritt niimlich sprungweise an den singuldren 
Stellen der Mannigfaltigkeiten f = C ein; es sind die Stellen im Innen- 
gebiet von f = 0, fiir welche 


hf£=9,A=—9,..5fh= 
ist (wobei die Indices die Ableitungen von f(#,, 2,..-, %,) nach den 
Variabeln bezeichnen). 

An diesen Stellen entstehen, bez. vereinigen sich Theile der 
Mannigfaltigkeiten fC und sie haben wir daher in ihrem Einfluss 
auf die Charakteristik der M, und M,_,; zu betrachten. In der Um- 
gebung jeder solchen Stelle liisst sich nun (nach unseren friiheren 
Voraussetzungen) das System f = C ersetzen durch ein System von 
Mannigfaltigkeiten zweiten Grades und daher die Bestimmung des 
Punktcharakters einer solchen Stelle sofort an der durch eine reelle lineare 
Transformation erhaltenen canonischen Form: 


2.) 2 ae _ at apt 2 ca’ Ate Gua oS am oe 
GP a2 ++-+ 2; Hii — Bhs x, + é 


*) Wie schon in der Einleitung erwihnt, beschriinken wir uns hier auf die 


einfachsten Entstehungsprocesse. Verallgemeinerungen, wie sie etwa fiir ein 
System 


f(x, Her. ++ Hy C’)=0, 
welches den Parameter in beliebiger Abhiingigkeit enthilt, u. a, zu treffen wiiren, 
lassen sich in Analogie mit den friiheren Untersuchungen (vergl. etwa die in 
Bd, 32, pag. 467ff, pag. 491 ff. gegebenen Formulirungen) entwickeln. 


—EEEEE 





~~ 
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(¢ sei als positive Grésse vorausgesetzt) vornehmen. Wir grenzen 
dabei den singuliren Punkt 


a4=0, «=0 
durch die sphirische Mannigfaltigkeit S,_, 
my? yt fs fy — oe? 


ab, wo @ einen kleinen, festen Werth bezeichnet, so zwar, dass im 
Innern dieser S,_; unsere obigen Mannigfaltigkeiten M,_, mit den 
eben gegebenen Mannigfaltigkeiten zweiten Grades identificirt werden 
kénnen. 

Wir machen noch die nicht weiter beschrinkende Annahme, dass 
in dem Intervalle von —«é bis + ¢ unsere Mannigfaltigkeiten M,_; 
f=C keinen weiteren singuliren Punkt besitzen und betrachten nun 
die Aenderung der charakteristischen Zahlen beim Durchgang von 
— é nach + «, wobei also der singulire Punkt 7 — 0 zuniichst ausser- 
halb, dann innerhalb der begrenzenden Mannigfaltigkeiten M,_, liegt. 

Es sei nun, zur kiirzeren Ausdrucksweise mit M,’, die Mannig- 
faltigkeit M,_, mit singuliirem Punkte bezeichnet, mit M,—, eine un- 
mittelbar vorangehende, mit M;**, eine unmittelbar darauf folgende. 
Ebenso seien die betr. Innengebiete dieser Mannigfaltigkeiten durch 
MM’, M;*, M;** bezeichnet. 

Dann ergeben sich sofort folgende Lagenbeziehungen: 

In dem Aussengebiet 


ery +a? +-+-+2,? > Qe? 


unserer den singuliren Punkt abgrenzenden sphirischen Mannigfaltig- 
keit S,-1 ist der Verlauf der drei Mannigfaltigkeiten M,_,; und ebenso 
der drei M, im Sinne der Analysis situs nicht verschieden. Ebenso 
ist auch der Schnitt jeder der drei Mannigfaltigkeiten M,_, mit der 
S,-1 im Sinne der Analysis situs identisch. Nur die im Innengebiet 
der S,_; liegenden Theile der drei M,_; unterscheiden sich von einan- 
der; wir charakterisiren sie am einfachsten dadurch, dass wir dieselben 
auf die sphirische Mannigfaltigkeit S,-, abbilden. Bezeichnen wir 
nimlich den Schnitt der M,°., mit der S,-, durch 7'.2, und die beiden 


Gebiete, in welche diese T,’, die S,-1 trennt 
ee a 


<0 
‘ aes evn ea 4 
a3 + 23+ :- of 23 — 23, — Bie | 


>0 


beziehungsweise durch 7;-*, und Tt*,, so ergiebt sich sofort (durch 
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Projection vom Mittelpunkt 7; — 0 aus), dass das im Innern der S,_, 
gelegene Gebiet der M,—, umkehrbar eindeutig auf das Gebiet p hey 
und ebenso das analoge Gebiet der MH, auf 7% bezogen werden 
kann, wihrend die 7’. selbst 1 — co'-deutig der singuliren Mannig- 
faltigkeit M,°., entspricht. 

In nebenstehender Figur ist fir n—=3 — 
an dem Uebergang 

x? + £,° — xy? = +8 
von einem zweischaligen (M,-;) zu einem 
einschaligen (M;"°,) Hyperboloid durch den 
Kegel (M,..,) 
a? + 2,7 — x? = 0 

die gemeinte Bezeichnung eingetragen. Das 
zweischalige Hyperboloid wird auf die beiden 
Kugelhauben (7',*,) , das einschalige auf den 
ringférmigen Theil (7,'',) der Kugel ab- 
gebildet. — 

Wir kénnen nun wegen dieser ein- 
deutigen Beziehung die Mannigfaltigkeiten 
Mx; und My*,, ohne sie im Sinne der Analysis situs zu dndern, 
dadurch gestaltlich umformen, dass wir je die in das Innere der S,_1 
ragenden Gebiete derselben ersetzen bez. durch die beiden auf der 
S,—1 liegenden Gebiete 7°, und T7t',. 

Mit Umgehung der singuliren Mannigfaltigkeit M,’, kann dem- 
nach auch der Uebergang von der M,—, zur UM, im Sinne der 
Analysis situs ersetzt werden durch den folgenden: Aus der rie 
wird durch Zerschneidung lings der 7,’, das Gebiet 7", entfernt 


und an dessen Stelle lings eben jener 7,,°, das Gebiet 7,'', eingefiigt. 
In symbolischer Form lasst sich also diese Aenderung darstellen durch 


(1) — To + THA; 





wihrend das Gebiet 7°, welches zuerst ausgeschnitten, dann aber 
wieder zugefiigt wird, fiir die Abzihlung ausser Betracht bleibt. 

Analog gestaltet sich der Uebergang fiir die Mannigfaltigkeiten 
n‘ Dimension, von M,* zu M;**, folgendermassen: 

Es wird eine Elementarmannigfaltigkeit EZ, (der Innenraum der 
S,—1) der M,* zugefiigt und zwar mit derselben lings der in der Be- 
grenzung der M,* enthaltenen 7;,-*, vereinigt. Dabei ist zu beachten, 
dass die Begrenzung der 7,1, die M,2s, vollstiindig in der Begrenzung 
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sowohl der M,°* als der E, gelegen ist. Fir die Abzihlung ergiebt 
sich also hier die symbolische Darstellung der Uminderung durch: 


(2) +Eo+ 24. 


§ 2. 
Bestimmung des Punktcharakters der singuléren Stellen durch Zuriick- 
fiihrung auf die Abzihlungen des § 6 (Abschnitt I). 
Die fir die Abzihlung in Betracht kommenden Mannigfaltigkeiten 


eee T**, und deren Begrenzung T,°. sind uns aber wohlbekannt. 
Verwandeln wir namlich die sphirische Mannigfaltigkeit S,, 


Hy? + 2? + +++ dy? = 9", 
welche die obigen Mannigfaltigkeiten enthilt, in eine lineare Mannig- 


faltigkeit Z,,, durch eine ,,Transformation durch reciproke Radien‘, 
deren Centrum auf der S,_,; liegt, etwa durch: 


a, = 49?-—_, ny = 4q?-—t_,..., 2, + o— 4g? 


PY}, a >t 


1 1 





? 


so gehen die beiden, unsere Mannigfaltigkeit 7,’ definirenden Glei- 
chungen: 


OP + a +> bt? — 84, — the — ee, 
Gr +a?+---+2,? =e? 


iiber in 


B20%( Et +o +B) - (+0 +30) =0 


also (in einer um eins niedrigeren Dimension) genau in eine der in 


§ 5 und 6 betrachteten Mannigfaltigkeiten. Dabei ist der Innen- bez. 
Aussenraum 


n—1 2 
32.0°(6 ++ «++ + 6”) — (+0 +38) es 


> 0 


derselben punktweise auf die Gebiete Z,-", beziehungsweise T+, be- 
zogen. . 

Die Abzahlung der Aenderung der Charakteristik unserer Mannig- 
faltigkeiten M,—; und VM, beim Durchgang durch die singuliire Stelle 
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(in der Richtung von —« nach + «) ergiebt sich also aus den 
Tabellen (6) und (3) auf pag. 288 sofort folgendermassen : 
1. Fir die M,_, ergiebt sich nach der symbolischen Formel (1) 


des vorigen Paragraphen (pag. 292): Der Process — 7‘, zihlt: 


| v gerade | vy ungerade 


m gerade 





0 —2 





| 
nungerade| —2 0 
der zweite Process + Tt, 
v gerade |v ungerade 
0 +2 
+2 
Der Uebergang von Mx, eu Mx, zihlt also: 





n gerade 











nungerade | 0 


v gerade | vy ungerade 





(1) n gerade 0 0 





n ungerade wee 2 | +2 


2. Fiir die gleichzeitige Aenderung der Charakteristik des Innen- 
raumes der M,_; ergeben sich ebenso aus der symbolischen Gleichung 
(2) (pag. 293) die Zahlen: 


| ] 
v gerade | v ungerade 


(2) m gerade + 1 —1 








mungerade| — 1 | - 


Beim Durchlaufen der Mannigfaltigkeiten in der entgegengesetzten 
Richtung — wo also der singulére Punkt zuerst im Innenraum der 
M,-1 gelegen ist und nach der Umformung in den Aussenraum zu 
liegen kommt — tritt die umgekehrte Ziahlung ein. 


§ 3. 
Analytische Formulirung. Summation iiber die Punktcharaktere. 


Beachten wir nun, dass die Unterscheidung von geradem und 


ungeradem y ganz allgemein und ohne die fiir die Herleitung benutzte 
canonische Form fiir jede Stelle 





“ 
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f, = 9, f= 9,...,f4=0 


in unseren Mannigfaltigkeiten f(x, ...2,) = C gegeben wird durch 
das Vorzeichen der Determinante 


fu hie » ++ fin | 
fur fn2* ++ fan 


so lisst sich der Unterschied der Abzaihlung sofort in der Kronecker’- 
schen Form der Punktcharakteristik mit Hiilfe dieser Functionaldeter- 
minante darstellen. Versteht man nimlich unter [A] die Werthe 
+1, —1, je nachdem der Werth von A positiv oder negativ*) ist, 
so ist fiir die von uns betrachteten Punkte der Werth von [A] 
gegeben in der Tabelle: 


v gerade | vy ungerade 





m gerade +1 —1 








mungerade| — 1 +1 


Er stimmt also mit den in Formel (2) der vorigen Seite gegebenen 
Werthen fiir die Aenderung der charakteristischen Zahl der M, beim 
Durchgang durch den singuliren Punkt tiberein, wahrend fiir ungerade 
n der doppelte Werth auch die Aenderung der Charakteristik der be- 
grenzenden M,,_, bezeichnet. 

Bildet man nun die Summe der Werthe, welche [A] fiir simmtliche 
im Innern von f = 0 gelegenen singuliren Punkte, also fiir die Punkte 


f<9, f, =9, fo =0+++fa =O, 
besitzt, so ist direct 


(1) K; = >'14) 


und weiter fiir ungerade n die Charakteristik K,-1 der begrenzenden 
Mannigfaltigkeit M,1 f == 9: 


(2) K,1=2K,= 2A). 


Fiir gerades n dagegen ist die charakteristische Zahl der durch f =0 
gegebenen (,,geschlossenen*) Mannigfaltigkeit M,1 stets Null, weil nach 


den obigen Tabellen jeder Uebergang durch einen singuldren Punkt 
mit O edahit. 


*) Wir schliessen der Einfachheit halber den speciellen Fall A = 0 aus. 
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So erhalten wir die folgende 


Tabelle I 


fiir die Charakteristiken unserer Mannigfaltigkeiten, bei 
der Abzihlung im Gebiet f< 0. 





Fir die Ab- | 





ist der Pwnktcharakter der 
vahlung der} sp rungstellen gegeben 
Mannig- durch: 
faltigkeit 
uM, [4] 
nm gerade | m ungerade | » gerade 
M,-1 0 2[A] Ki =0 
§ 4. 











Daraus folgt die Charakteristik: 


Ki— Dial 


Z tiber (<0, f,=0,...,fe=0 





| ” ungerade 

| 

Kya=2> [0] = 2K: 
| = iiber 

| f<9, f=09, +> fr=0. 


Allgemeine Folgerungen. 


Wir kénnen aus den Formeln noch einige weitere Folgerungen 
ableiten. Betrachten wir gleichzeitig mit der Mannigfaltigkeit Mi, f <0, 
die andere Mz, f>0, so erfiillen beide zusammen mit der geschlossenen 
Mannigfaltigkeit M,.1. f—0 das ganze Gebiet Z, der Variablen 


(2; 


.++%,), was durch die symbolische Gleichung: 


M.+ M+ M1 =L, 


ausgedriickt sei. Setzen wir diese Gleichung in die fiir die zugehérigen 
Charakteristiken um und beachten, dass fiir gerades m das Gebiet L, 
die Charakteristik 2, fiir ungerades m dagegen die Charakteristik 0 
besitzt (vergl. pag. 282), dass ferner fiir gerade m die Charakteristik 


der M,_1 


K,-1 om 0, 


fiir ungerade n 


Kana = 2K; 


ist, so folgt: 
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Fiir gerade n die Relation: 


(1) Ki+ Ki=2, 
fiir ungerade n dagegen 
(2) Ki; — Ki =0. 


Weiter folgt hieraus sofort die Abzihlung der Aenderung der Charakte- 
ristik beim Durchgang durch die oben erwahnten singuliren Punkte 


fiir den ,,Aussenraum“, die wir vorhin fiir den ,,Innenraum“ formulirt 
haben: 


Aendert sich niimlich beim Durchgang durch einen singuléiren Punkt 
die Charakteristik Ki wm +-1, so dindert sich die Charakteristik des 


»Aussenraumes K*% gleichzeitig um —1, bez. +1, je nachdem n gerade 
oder ungerade ist. 


Beispiel. 


Fiir das in § 5 und 6 des I. Abschnittes betrachtete Beispiel der 
Mannigfaltigkeiten 


n 2 y > 0 R 
(S a? + t) —2+42 >a? =0 Ra 
1 1 <0 R; 


ergeben die fiir die Charakteristiken K¢ und K, auf pag. 288 abgeleiteten 
Tabellen sofort (fiir gerades und ungerades ») die Bestiitigung unserer 
obigeu Formeln (1) und (2). 

Weiter folgt jetet direct die Charakteristik K,-. der begrenzenden 
Mannigfaltigkeit Ry. fiir wngerades n 


0 


Ki, = 2K, =|; 


je nachdem v gerade oder ungerade ist. 


Insoferne nun unsere Mannigfaltigkeit R,., (cf. pag. 285) sich 
fiir 4 = 0 auf die sphirische Mannigfaltigkeit — 


¥ 


St > mi —1= 0, 41 = 0,.. 2, te = 0 


1 


zusammenzieht, haben wir hier, wenn wir etwa den Innenraum Ri 
durch den continuirlichen Process des Anwachsens von 4=—0O an 
erzeugt denken, ein Beispiel fiir die Abzihlung eines durch die obigen 
Gleichungen gegebenen singuliiren Vorkommnisses: 

Mathematische Annalen, XXXVIT, 20 
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9? 
je nachdem v gerade oder ungerade ist, also (vergl. § 4 des I. Abschnittes, 
Beispiel 1) im Sinne der Charakteristik K,_1 derselben. 

In analoger Weise wiirden die Abzihlungen anderer — iiber unsere 
in den §§ 1—3 dieses Abschnittes betrachteten singuliiren Punkte 
hinausgehenden — singuliren Vorkommnisse zu treffen sein. Es ist 


dann stets auf die in den §§ 3 und 4 des I. Abschnittes gegebenen 
Regeln zuriickzugreifen. 


; 0 
Das Auftreten jener S,_, zihlt fiir die Charakteristik K;} mit { 


B. Zweite Abzihlung mit Hilfe von singuliren Stellen 
im Gebiete f= 0. 


§ 5. 
Umformung der Charakteristik. Die singuliren Stellen auf f— 0. 


Die von Kronecker gegebene Umformung von [A], wo 


7 
wale Pre 





| fut fas +> fan | 


fuhrt noch zu einer zweiten Methode der Abzihlung fiir geschlossene 
Mannigfaltigkeiten. 


Es ist nimlich: 


> l= - —" 


wo 
f h : vee 
fi fu is 


A’ ='fs all 





| 
Zaeees 
fn he fas ++nifs! 
wenn die erste Summe iiber alle Werthsysteme, fiir welche 
f<0,f,=—0, f,=0,,..,f,=0, 
die zweite tiber alle Werthsysteme, fiir welche 
f=0,f,—0,f,—0,....,f4-1=90, J = 9 








toda pt gy cay 5 


evar WER 
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mit Ausschluss von: fk = 90 
ausgedehnt wird*), 

Danach ist also die Abzihlung der Zahl Ki (bez. fiir gerade n 
auch der Zahl K,~:) an die Charakteristik von Punkten auf der Mannig- 
faltigkeit M,-, f = 0 gekniipft. 

Es soll nun auch diese neue Methode der Abzihlung unserer 
Charakteristik auf die im I. Abschnitt gegebenen allgemeinen Formu- 
lirungen zuriickgefiihrt werden. Wir iibersehen die dabei auftretenden 
Beziehungen am besten, wenn wir noch die lineare Mannigfaltigkeit 
In-1, etwa 

Ln = C 
zu Hiilfe nehmen, und nun folgende Anzahlbestimmungen vornehmen. 
Die ,,endlich*' vorausgesetzte Mannigfaltigkeit M/,_, 
f(%, Day seey In) = 0 

liege zwischen den linearen Mannigfaltigkeiten 

%,=C° und 2, = C* 
als oberer und unterer Grenze. Die Dp»_; 

%=C, wo Ce>C>C 

theilt unsere Mannigfaltigkeit M,—,; in’zwei Gebiete M,_,, bez. M,*, 
und ebenso das Gebiet Mi f < 0 in zwei Gebiete M2, Mv. Endlich 
wird die Ly»; %, = C durch f = 0 in zwei Gebiete getrennt von denen 
das Innengebiet (f < 0) durch Z,, bezeichnet sei. - 

Wir fragen nach den charakteristischen Zahlen dieser Gebiete. 

Bezeichne wie in nebenstehender Figur zur Uebersicht symbolisch 
angedeulel: 


K,-1 die charakter. Zahl fiir das Gebiet M,.. f=—0, 


o oO 


m—1 » ”» ” ” ” ” n—1 f= 0 Ln be C, 
Ket ” ” ” ” ” ” Ane f= 0 Zn < C, 
ferner: 


K;} die charakter. Zahl fiir das Gebiet Mi ff < 0, 


K; ” ” ” ” ” ” Mr; f< 0 Xp, > C, 
Kr ” ” ” ” ” ” M, f< 0 Xn < C, 


*) Wir wihlen in der Folge zur Vereinfachung der Schreibweise stets 
f.. 29, wo dann 


wird, 


20* 
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endlich 
Kj, die charakter. Zahl fiir das Gebiet Mi_1 f<0 a =—C, 
K,-s » ” oe * 2 » Mes» f=9 u4=—C 
Fig: 3. r.-C? 














cw 


=. 
72 





so hat man (vergl. pag. 295) sofort folgende fiir gerades und un- 
gerades m zu unterscheidende Relationen: 
I. Fiir gerades n 
Koei + Kyty— 2 = K,1—0, 
Ko41+ Koi-— a-2 = 0, 
Kyi + Kas — Kina = 0 
und hieraus: 
K,-s = 2 Ky. = 2 Ky = 2K. 
Also: Bildet eine Mannigfaltigkeit gerader Dimension M,_: die volle Begren- 
zung einer Mannigfaltigkeit M,_1, mag diese nun eine ,lineare“ (My), 
oder in einem Raume L, enthalten sein (wie My; bee. My) so ist 
thre Charakteristik stets eine gerade Zahl, die doppelte Charakteristik 
jener Mannigfaltigkeit M,-:. 
Il. Fiir ungerades n folgt: 
Kn-2 = 0, 
Ky a Ee = ax. 
Krit Kiu=2K, 
Kr ++ Ki-1 == 2K; 
Formeln, welche wesentlich das gleiche besagen, wie die eben in I 
gegebenen, und speciell noch den Satz illustriren, dass die Charakte- 
ristik einer Mannigfaltigkeit gerader Dimension (n—1) durch Aus- 
schneiden (oder Einfiigen) einer geschlossenen Mannigfaltigkeit ungerader 
(hier n—2"") Dimension nicht gedindert wird. 
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§ 6. 

Punktcharaktere der verschiedenen Stellen. Summenformeln. 

Analog wie in den friiheren Ausfiihrungen (vgl. z. B. Sachs. Ber. 
Febr. 1886, pag. 62 ff.) lassen wir nun unsere Mannigfaltigkeiten Y,, 
M,-1, My-2 in einem continuirlichen Processe entstehen, indem wir in 

Ln = C 
die Constante von C = C° bis C = C sich iindern lassen und dabei 
jedesmal die in das Gebiet 
Ln >C, bez. a —=—C 


eintretenden Theile der f= 0 u. f < 0 in’s Auge fassen. 
Die Sprungstellen der zugehérigen Charakteristiken sind dann eben 
durch jene Werthsysteme, fiir welche 


f=0, f\=0--+- firt=O (mit Ausschluss von /f,), 


gegeben und nach ihrem ,,Punktcharakter“ sofort aus unseren allge- 
meinen Entwicklungen abzulesen. Wir mégen, wenn diese geometrische 
Bezeichnung gestattet ist, diese neuen singuliren Stellen als die 
, Beriihrungsstellen“ der Mannigfaltigkeiten z,—C mit f—=0 bezeichnen. 
Wir studiren die Punktcharaktere derselben fiir die verschiedenen 
Mannigfaltigkeiten wieder an einer canonischen Form: 


pS (a tagte ta) — bat beat) += 0%), 


wo wir dann 
Ln =C 
setzen und der Constanten C die Werthe +- ¢, 0, — « (é eine positive 
Grésse) ertheilen. 
Was zuniichst die Aenderung der Charakteristik des Gebietes M, 

gp<0, m—e>O 
anlangt, wenn wir nach 

9p<0, m+e>0 
fortschreiten, so kénnen wir direct an die friihere Abzihlung (§ 1 
dieses Abschn.) anknitipfen, indem wir das Gebiet 

9p .(%,— C)<0 

betrachten. Es enthilt einmal das von uns zu betrachtende 


g <0, % —C>O0 
und das andere 





*) Wir setzen x, mit doppeltem Vorzeichen, um bei der Unterscheidung der 
miglichen Fille fiir gm <0 einen Vorzeichenwechsel zu vermeiden, 
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p > 0, Ln — C < 0, 
beide Gebiete getrennt durch: 
go=0 ud 2, — C=0. 
Betrachten wir nun, fiir I als Parameter, die Systeme von Mannig- 
faltigkeiten M,_; 
gp .(%, —C)—r=0, 
so wird die Aenderung der charakteristischen Zahl unseres Gebietes 


M; bestimmt durch die Charakteristik der singuliiren Stellen dieses 
Systems, welche im Bereiche 


9<0; #—C>0 


neu zutreten, bez. verschwinden, wenn wir die Constante C einmal 
gleich + ¢, dann gleich —¢ annehmen. Wir denken uns dabei analog 
wie friiher die Umgebung der _,,Beriihrungsstelle“ abgegrenzt durch 
eine Sp-1 


a? +-++-+a—e’=0, 


wo dann wieder die ausserhalb S,_; gelegenen Gebiete der abzu- 
zihlenden Mannigfaltigkeiten im Sinne der Analysis situs iiberein- 
stimmen. 


Bestimmen wir nun (nach § 3) mit Hiilfe der partiellen Ab- 
leitungen von 


gy. (4, -— C)—T'=0 
die singuliren Punkte dieses Systemes, so ergiebt sich, wenn wir 
zunichst 
g= 2+ 22 +---+ 2, — B.—:: °— B+ he 


voraussetzen, sofort als einzige in Betracht kommende singulire Stelle 
der Punkt 


é 
YH hye Hi =I, t=— Zz 


im Gebiete ; 
9<0, awte>O, (C—=—a), 
fiir welchen Punkt die charakteristische Determinante den Werth 
[A] = (— 1) 
besitzt. Fiir C= -+ ¢ dagegen befinden sich im Gebiete 
gp<0, m—e>O 


keine singuliren Stellen. [A] bezeichnet also gleichzeitig die Aenderung 
der Charakteristik von Mj, beim Durchgang durch unsere ,,Beriihrungs- 
stelle“, wenn wir von C=—--e nach C = — « fortschreiten. 
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Fiir den analogen Uebergang unter Zugrundelegung von 
Ce ed ee 


ergiebi sich keime Aenderung durch singulare Stellen und somit auch 
keine Aenderung der charakteristischen Zahl fiir die M;. 


Nun ist die Darstellung der betreffenden Beriihrungspunkte fiir 
die beliebige Mannigfaltigkeit 


f(x, ... 2%) = 0 

in einer der obigen kanonischen Formen 
Peart +a? — Bites +R_ te 

ausser an das Vorzeichen der Determinante 

| fi fie «++ fines 

eed CS 

| Race ««« Seaiio 
noch an das Vorzeichen von /, gekniipft: Die Punkte, fiir welche 
fn < 0 ist, liefern keinen Beitrag fiir die Aenderung der Charakteristik 


beim Durchgang durch die betr. singulire Stelle, die anderen f, > 0 
aber den dem Vorzeichen von [A’) entsprechenden. 


Also wird die Charakteristik K, unserer M? 
f<90, m—C>0 


Ki =— >’ (41, 
die Summe ausgedehnt iiber alle Punkte 
f=0, f,=—0...f4-:—0, fA >0, ~%—C>09, 
Die Charakteristik der ganzen durch das Innengebiet f <9 gegebenen 
M,, wird entsprechend: 
Ki=— > 141, 


die Summation verstanden iiber: 
f=0, f,=0...fi1=—90, f, >0. 


Nun lisst sich aber die Summation auch in umgekehrter Richtung 
mit wachsenden C vornehmen. Dabei sind dann lediglich die Punkte, 


gegeben durch 


*) Wir fiigen das Minuszeichen zu, um in Analogie mit den Kronecker’schen 
Formeln pag. 298 zu bleiben. 
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fiir welche f, <0, in Betracht zu ziehen, wiahrend die Punkte /, > 0 
keinen Beitrag fiir die Charakteristik liefern. So erhalten wir, wenn 


wir gleich die Charakteristik K; des ganzen Innenraumes M; formu- 


liren, auch 
Ki=— >) (41, 


die Summation ausgedehnt iiber 


f=90, f,=0... fen =O, fn <0 


und daraus folgt schliesslich die schon oben angefiihrte (aus Formel (1) 
pag. 295) durch die Kronecker’sche Umformung erhaltene Formel: 


‘ 1 , 
K,, oe 2 a [4], 
wobei die Summation sich auf alle Punkte 


f=0, f{f=9...fp1=0, fr 20 
erstreckt. 


§ 7. 
Zusammenstellung. Relationen zwischen den singuliren Punkten. 


Analoge Betrachtungen an der kanonischen Form der singuliiren 
Punkte fiihren nun auch zu den Charakteristiken der iibrigen oben 
(pag. 299) bezeichneten Mannigfaltigkeiten von (n — 1) und (m — 2) 
Dimensionen. In der nachfolgenden Tabelle sind einmal die ,,Punkt- 
charaktere“‘ der Sprungstellen dieser Charakteristiken und dann diese 
selbst durch die Summenformeln zusammengestellt. 


Fig. 3. 























ad 
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Tabelle II 


fir die Charakteristiken unserer Mannigfaltigkeiten, bei der 
Abzihlung auf f=0. 








—— ist der Punktcharakter 
, come der Sprungstellen Daraus folgt die Charakteristik: 
r i b : 
\ a | oo 
mM — [a] K=— > [4] 
= iiber: f=0, f; = 9, eee fa-r = 0, fn > 9, 
. Ly = C a> 0. 


M; — [A] Ki=— D(AI=-FD> 1! 











= iiber: f=0, f, = 0,...f.1.=0, A >0. 
2” tiber: f= 0, f, =0,... frac. 
m gerade || » ungerade m gerade | m ungerade 
M1 |-[feS)| —(0] | Kia=— D>) lf-4] | a= 3) 
| ZS tiber: f=—0, f, =—0,... fr = 0, 
| | %_—C>0. 
M1 |-[f)) ~ (8) |Ku=——Dhd1-0| K.—— D1) 


= tiber: f=0, f, =0,... fpr —0. 


ma [fe 4)) [fed] | Ka — Df) | Kae —D id) 
= Ky1 
= tiber: f=0, f, =0,...fi1=0, 
tn —C> 0. 
| Dabei ist: >) [f. - 4] =0, 
| | E tiber: f—0, f,—0, ... fer —0. 











Mes —2fed]) 0 | Kw —2 > A] | K.a=0, 
. =—2Ki, 
= tiber: f=0, f, =0,... fair =90,7 
% —C>O0. ; 
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Es ergeben sich dabei fiir die Anzahl der auf der Mannigfaltigkeit 
M,-:1 f =0 vorhandenen singularen Stellen zwei Relationen: 


1. —-> [A’] = 2K}, 
U.S [f.4]=0 


die Summen iiber diese Stellen: 
f=90, fh, =9, eee fr = 0 

verstanden. 

Die Relation I ergiebt Kj (bez. bei wngeradem n auch K,_:) als 
Kronecker’ sche Charakteristik des speciellen Functionensystems : 

f=—0,f,=—0,...f41.=0, fL=—0, 

Die Relation II ist die bekannte von Kronecker fiir ein solches 
System aufgestellte Beziehung. 

Diese letztere Relation folgt hier direct aus der oben gegebenen 


Bedeutung der 
— Sh. 4) = Kun, 


falls die Summation nur iiber die Punkte 
f=0, f,—0,...f-i1=0, m~—C>0 
erstreckt wird: als der Charakteristik der Mannigfaltigkeit 
Mis: f=0, %=—C. 
Diese entsteht nimlich und verschwindet, wie oben erwahnt, innerhalb 


des Intervalls von 2, = O° bis x, = C™“, in welchem das Gebiet f = 0 
sich erstreckt. 


§ 8. 
Schlussbemerkungen. 


Durch die Zuriickfiihrung unserer Abzihlungen auf die Kro- 
necker’ sche Darstellung ist deren invariante Bedeutung (bei Abiinderung 
der zu Grunde gelegten Entstehungsprocesse, sowie bei Umformungen 
der Mannigfaltigkeiten im Sinne der Analysis situs) erwiesen. Fiir 
die Mannigfaltigkeiten von zwei Dimensionen war es nun mioglich, 
speciell auch auf geometrischem Wege die invariante Bedeutung dieser 
charakteristischen Zahlen (ganz unabhiingig von der Kronecker’schen 
Formulirung) zu erweisen. Es war nimlich, wie schon in der Kin- 
leitung erwihnt, médglich, fiir alle Mannigfaltigkeiten von zwei 
Dimensionen Normalformen herzustellen, an welchen direct die charak- 
teristischen Zahlen abgelesen werden konnten. 

Die gleiche Darstellung fiir Mannigfaltigkeiten beliebiger Dimension 
wiirde auch hier die Aufstellung von Normalformen verlangen, als 
Repriasentanten aller méglichen Mannigfaltigkeiten. Eine solche scheint 
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aber zunichst noch nicht zu bewiltigende Schwierigkeiten zu bieten. 
In der That ist die Frage nach solchen Normalformen eine viel um- 
fassendere. Sie erfordert die Beriicksichtigung aller Charakteristiken, 
welche eine MV, bis auf eindeutige Umformungen (im Sinne der 
Analysis situs) charakterisiren und dazu ist durch die vorliegenden 
Untersuchungen nur erst ein erster Schritt gemacht. So erscheint es 
naturgemiiss, die invariante Bedeutung unserer Zahlen durch ihre 
Zuriickfiihrung auf Kronecker’sche Charakteristiken — welchen als 
solchen diese invariante Bedeutung zukommt — zu bezeichnen. 

Es wird in gleicher Weise die Aufgabe weiterer Untersuchungen 
auf diesem Gebiete sein, auch andere charakteristische Zahlen einer 
M, — ich erwihne die von Riemann (Fragmente aus der Analysis 
situs; Werke, Seite 448 ff.) und Betti (Sopra gli spazi di un numero 
qualunque di dimensioni. Annali di Matematica, Serie II, Bd. 4) 
aufgestellten — mit Hiilfe Kronecker’ scher Charakteristiken analytisch 
darzustellen. 

Die gegenwiirtigen Untersuchungen bediirfen aber noch in einer 
anderen Richtung der Weiterfiihrung. Wir haben uns hier in der 
analytischen Darstellung im Wesentlichen auf die durch eine Gleichung 
bez. eine Ungleichung im Gebiete von » unabhiangigen Verinderlichen 
definirten Mannigfaltigkeiten W,_; bez. M, beschrinkt. In allgemeinster 
Form ist ein beliebiges System von Gleichungen und Ungleichungen fiir 
die Definition einer Mannigfaltigkeit zu Grunde zu legen. Von den 
dadurch nothwendigen Erweiterungen unserer analytischen Formu- 
lirungen, auf die ich bei spiiterer Gelegenheit einzugehen denke, sei 
hier kurz nur auf die eine aufmerksam gemacht, welche wieder die 
Unterscheidung von Mannigfaltigkeiten mit nicht umkehrbarer und 
mit umkehrbarer Indicatrix betrifft: Wenn wir im Gebiete von m Ver- 
iinderlichen eine Mannigfaltigkeit M,-, durch eine Gleichung f = 0 
definiren, und (wie dies in den vorstehenden Untersuchungen geschehen 
ist) die f = 0 als ,,endlich“ voraussetzen, weiter singulire Vorkomm- 
nisse auf f = 0 ausschliessen, so ist die so definirte Mannigfaltigkeit 
stets eine solche mit nicht umkehrbarer Indicatrix*). Dies gilt nicht 
mehr, wenn wir jene allgemeineren Mannigfaltigkeiten in Betracht 
ziehen; hier ist (ebenso wie schon in unseren fritheren Untersuchungen) 
die Frage nach der Classe der betr. Mannigfaltigkeit zu entscheiden. In 
dem in § 4 des I. Abschn. gegebenen Beispiel und bei den im folgenden 
Abschnitt zu betrachtenden Mannigfaltigkeiten zweiten Grades treten 
Mannigfaltigkeiten mit umkehrbarer Indicatrix ohne singulire Stellen 
noch in einer andern Form auf. Indem wir némlich die Mannigfaltigkeit 
der n Variablen x,... 2%, im projectiven Sinne auffassen, erscheinen 


*) Vergl. Annalen 32, pag. 489. 
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durch’s Unendliche gehende Mannigfaltigkeiten M,1, fiir welche die 
durch das Unendliche mit einander vereinigten Gebiete auch noch auf 
einem endlichen Wege zusammenhingen, als Mannigfaltigkeiten mit 
umkehrbarer bez. mit nicht uwmkehrbarer Indicatriz, je nachdem n un- 
gerade oder gerade ist, ein Satz, der sich in analoger Weise wie der 


in §4 pag. 283 fiir die projectiven Mannigfaltigkeiten P, gegebene 
entwickeln lasst. 


TH. Abschnitt. 
Analysis situs der Mannigfaltigkeiten zweiten Grades. 
“ee 
Kanonische Formen fiir die Mannigfaltigkeiten zweiten Grades. Unter- 
scheidung derjenigen mit nicht umkehrbarer und derer mit umkehrbarer 
Indicatrix. 
In den Entwickelungen des § 2 (pag. 293 ff.) haben wir die (n— 1)- 
dimensionale Mannigfaltigkeit M?: 


(1) Wy? + oy? +--+ BY — We +9 nn Son, 

zunachst durch eine Centralprojection auf das ,,sphirische‘‘ Gebiet: 
“> -+2,?-+---+2—1=0, 

(2) ARE OD GaP 


umkehrbar eindeutig abgebildet und dieses sphirische Abbild wieder 
durch die Transformation durch reciproke Radien: 


(3) : ho a Ate 
ye 
1 


7 3 


in die ,,lineare“ Mannigfaltigkeit Rj_, 


Hy 





En — 2, 
n—1 2 
7” | (1+ 5) — 32 + EP. + BY) <0. 
1 
Dabei sind, wenn wir die Mannigfaltigkeit der z,, 7, ... 2%, im 


»projectiven Sinne als P, auffassen, die unendlich fernen Punkte der 
Mannigfaltigkeit (1) abgebildet auf das Begrenzungsgebiet der Mannig- 
faltigkeit (4), die Ry»: 


n—1 2 
(6) (« +38) —S2EP +E +---+ 8%) =0, 
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so zwar, dass je den beiden diametral entgegengesetzten unendlich 
weiten Punkten, deren Lage durch 


6) ai By Lqy Bey oo 09 Be 
—%,, —X_, — By, +++ — Bn 
auf der Kugel (2) fixirt ist und welche dem ,,asymptotischen“ Gebilde 
(7) 0? + 2? + +> + i — ah — ++. — ah a 
gentigen, in (5) zwei Punkte 


g., a é., eee (& = 2), 











, =e 1 , _— , —é4€ Bais , 
(8) 5, a =H ’ b _ ath ees Ent ~ =; (En sail 2) 
> &? > §? > §; 
1 1 1 


entsprechen, 


Fassen wir nun die M;_; als geschlossenes Gebilde auf, indem 
wir je diese in diametraler Richtung unendlich weiten Punkte einander 
zuordnen, so entspricht dem in unserer transformirten Mannigfaltigkeit 
(4) eben die Zuordnung der Punkte &; und &’. Diese Zuordnung stellt 
sich, wie die Formeln (8) sofort erkennen lassen, auf die einfachste 
Weise dar, indem die &; aus den &; hervorgehen durch eine Trans- 
formation durch reciproke Radien an der spharischen Mannigfaltigkeit 


9) BP + Eft. +8, —4=—0 
in Verbindung mit einer Verwandelung je des transformirten Punktes 
in seinen diametralen Gegenpunkt. 

Greifen wir nun noch auf die in §5 Abschn.I gegebene Beschrei- 
bung der Mannigfaltigkeiten zuriick, so lassen sich die verschiedenen im 
Sinne der Analysis situs zu unterscheidenden Formen der Mannigfaltig- 
keiten zweiten Grades M2_, sehr iibersichtlich charakterisiren: 


Man denke sich die stimmtlichen. ,,sphdrischen“ Mannigfaltigkeiten 
S,, S,, 8S, ... Sy1+... der verschiedenen Dimensionen 
(10) Bete +e + err 
als ,,Kernformen“ dadurch zu Mannigfaltigkeiten von (n—1) Dimen- 
sionen umgestaltet, dass man die Punkte derselben — wenn dieser Aus- 
druck gestattet ist — ,,mit nm —1 dimensionaler Masse belegt“* denkt, 
praciser gesprochen, dass man eine Elementarmannigfaltigkeit von (n—1) 
Dimensionen 

Pert +h — er <0 <7) 

mit ihrem Mittelpunkt je die sphirischen Mannigfaltigkeiten S,,S,...Sn—1 
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durchlaufen liisst*), dann entstehen die Gebilde Ri_, von (n—1) Dimen- 
sionen, die punktweise eindeutig auf die Mz_, 

(1) %? + 2? +--+ 2,? — 8, —---— et —1=0 
bezogen werden kinnen. Die Begrenzung derselben entspricht den un- 
endlich weiten Elementen der M? _,, deren paarweise Zuordnung sich 


auf’s einfachste ergiebt, insoferne jeder Radius vector §; = AE; durch 
den Coordinatenanfang (soferne tiberhaupt) in 4 Punkten die Begrenzung 
schneidet. Lage und Zuordnung dieser Punkte erliutert die untenstehende 
Figur, in welcher die schraffirten Theile das ,,Innengebiet bezeichnen. 








Fig. 4. 
B’ A O 
Wir erhalten dabei, wenn wir v die Werthe 1, ... ertheilen 


(von der imaginaren Mannigfaltigkeit fiir » 0 sehen wir natiirlich 
ab) die verschiedenen Fille in je zwei Formen, den Werthen 


y=l, v=n; 


y=2, v=n—Il1 usw. 
entsprechend. 

Die in Figur (4) angedeutete Zuordnung der Punkte der Begrenzung 
durch die Radienvectoren von O aus lisst weiter erkennen, dass von 
Mannigfaltigkeiten M?_, diejenigen ungerader Dimension mit Aus- 
schluss der einen fiir v = 1 (v = n) 


2? — 2? —---— a —1=—0 
’ Mannigfaltigkeiten mit wmkehrbarer Indicatrix sind**). 


Fixiren wir nimlich (analog wie bei Betrachtung der Mannig- 
faltigkeiten P,) in dem Punkte A der Begrenzung in der dort 
tangirenden linearen Mannigfaltigkeit Z, 2 ein rechtwinklicbes Axen- 
system, so werden die m— 2 Axenrichtungen desselben im entsprechenden 
Punkte A’ in die entgegengesetzten verwandelt; aber auch der »— 1', 
auf dieser orthogonalen Richtung des Radius vector, von A aus etwa 
in den Innenraum gezogen (vergl. Fig. 4), entspricht in A’ die ent- 
gegengesetzte, so dass » — 1 Richtungen bei diesem Uebergang sich 
umkehren, Nun gelangen wir aber von A nach A’ auf einem ganz inner- 
halb unseres Gebietes (4) verlaufenden Wege. Wir gehen nimlich z. B. 


*) Vergl. pag. 278. 


**) Mit Zuziehung des auf pag. 307, 308 ausgesprochenen allgemeinen Satzes 
kann diese Eigenschaft selbstverstiindlich auch direct an den Formen (1) unserer 
Mannigfaltigkeiten abgelesen werden. 
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(vergl. Fig. 5) von A auf dem Radius vector AO fort bis zum Schnitt 
P wit der innerhalb (4) gelegenen Grenzmannigfaltigkeit S,_, (10), 





auf dieser zum Punkte Q derselben und von da nach A’. Dieser Weg 
ist durch die Zuordnung von A und A’ ein geschlossener. Die ,,Indi- 
catrix“ unserer Mannigfaltigkeit wird daher auf demselben, wenn wir 
ihn etwa von einem Punkte C an durchlaufen und dabei die oben 
charakterisirte Umkehrung der entsprechenden Richtungen im Punkte 
A, A’ beriicksichtigen, umgekehrt, bez. nicht umgekehrt, je nachdem 
m — 1 ungerade bez. gerade ist. 

Nur der Fall »v = 1 (bez. der gleichwerthige v =m) bildet eine 
Ausnahme. Fiir v = 1 besteht niimlich die sphirische Mannigfaltig- 
keit S,.,—= SS, gerade ‘nur aus den beiden Punkten P und P’, die 
von zwei, die Ri _, bildenden Elementarmannigfaltigkeiten E,_, um- 
geben sind. Die Zuordnung der Begrenzungsmannigfaltigkeit ist zwar 
den allgemeinen Entwickelungen entsprechend, aber je die diametral 
zugeordneten Punkte hiingen nicht mehr durch einen Weg PCQ zu- 
sammen. Fir » =~ ist die Begrenzungsmannigfaltigkeit imaginiir 
geworden*) und die ganze lineare Mannigfaltigkeit Z,,_1 der &,,&,,..-)§n—1 
das Bild der fiir » =” kommenden sphirischen Mannigfaltigkeit 


af mr +s pated, 
ein Typus, der selbstverstiindlich zweckmiissig an die Stelle des fiir 
vy = 1 aus dem Punktepaar entstehenden zu setzen ist. 


§ 2. 
Beispiel: Die zwei- und drei-dimensionalen 2°. 


Wir umfassen alle verschiedenen Fille der M*, wenn wir (in 
Gl. (1) des vorigen Paragraphen) v die Werthe 1 bis : (bez. St") 
ertheilen, 


*) Die Formel (5) (und analog (4)), bei deren Ableitung ausdriicklich der 
Summenindex » <<» —1 vorausgesetzt ist, muss in diesem Fall ersetzt werden 


durch 
n—1 2 
( > §? +4) = 0. 
1 
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So hat man bei zwei Dimensionen (fir n = 3) zuniichst als 
»Kernformen“ (Gl. (10) des vorigen Paragraphen): 


1) die S,, ein Punktepaar §,? — 7, 
2) die S,, eine Kreislinie §,? + &? =r. 


Sie geben, wenn wir eine Kreisscheibe 


E+? —¢ 
mit ihrem Mittelpunkt die S, bez. S, durchlaufen lassen, fiir unsere R,* 
1) Ein Kreispaar, 
2) Eine ebene Ringflaiche, 


deren punktweise Zuordnung der Rinder sofort die Flichen herstellt, 
auf welche sich einmal das Ellipsoid, dann das einschalige Hyperboloid 
punktweise eindeutig beziehen liasst. 

Bei drei Dimensionen (fiir n = 4) beniitze man als ,,Kernformen“ 
ebenfalls 1. das obengenannte Punktepaar S,, 2°. die Kreislinie S,, 
um sie dadurch, dass wir sie ,,dreidimensional“ auffassen, umzu- 
gestalten in: 


1) Ein Paar von Kugeln, 
2°) Einen dreidimensionalen Kreisring. 


Sie repriisentiren, wenn wir wieder die Begrenzungspunkte paarweise 
einander zuordnen, die typischen Formen fiir die dreidimensionalen 
Mannigfaltigkeiten. 
Wir betrachten hier noch kurz als Kernfliiche 
2%) Die S,, die Kugelfliiche §,? + &? + &? — 7’, 

welche wir an Stelle der S, zu Grunde legen kénnen. Indem wir 
dieselbe dreidimensional auffassen, entsteht ein von zwei concentrischen 
Kugelfliichen begrenzter Raum. Die Uebereinstimmung des hier ent- 
stehenden geschlossenen Gebildes mit dem oben betrachteten Kreisring 
2° (Fig. 6») (die Zuordnung der Begrenzung der beiden Gebilde ist in den 
nebenstehenden Figuren 6*, 6° angedeutet) ist leicht zu erweisen: Man 
durchschneide den Raum 2° (Fig.6°) durch eine Ebene durch den Mittel- 
punkt, Die (in Fig. 6°schraffirte) ebeneringférmige Schnittfigur kann dann 
im Sinne der Analysis situs der ringférmigen Begrenzung des Raumes 2* 
(Fig. 6*) entsprechend gesetzt werden. Durchschneidet man ebenso 
den ringférmigen Raum 2* durch eine Ebene durch die Axe des 
Ringes, so erhailt man zwei Kreise (in Fig. 6* schraffirt), welche den 
begrenzenden Kugeln des Raumes 2° (Fig. 6") fquivalent sind. Wir 
erhalten diese Kugelflichen selbst als neue Begrenzungsflichen, wenn 
wir nun die beiden Ringhilften I und II in Fig. 6*, (welche den ent- 
sprechend bezeichneten Gebieten in 6” fiquivalent sind), mit dem 
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ringférmigen Theil ihrer Oberfliiche aneinander schliessen. Es _ ist 
aber dabei zu beachten, dass (sowohl in Fig. 6*, wie in 6») den 
die Indicatrix betreffenden Ausfiihrungen des vorigen Paragraphen zu- 
folge die Zuordnung der Oberflichen (niimlich sowohl der Ringhiilften, 


Fig. 6a. 





wie der Kugelhiilften) eine inverse ist, dass also zuniichst die eine 
Theilfigur in ihre symmetrische zu verwandeln ist, ehe (in unserem 
dreidimensionalen Raum) die Vereinigung der Begrenzungen und damit 
die gemeinte Umformung thatsiichlich ausgefiihrt werden kann. 


§ 3. 
Abzihlung der Charakteristik. 


Um die Charakteristik der M%_, abzuzihlen, miissen wir die Zu- 
ordnung der Punkte der Begrenzungsfliche R,_2: 


(1) (4 + S ) _— 2 > £? = 0 


durch : 


Mathematische Annalen, XXXVII, 21 











314 ’ Watrner Dyck. 


—4é, 


—_— 
Se 
1 
noch etwas niher betrachten. 


Das Gebiet von R,_» fiir welches &, > 0 ist, es sei durch Rt, 


bezeichnet, ist vermége (2) auf das andere &, < 0 (Rj,~2) bezogen. 
Das Gebiet &, = 0: 


(3) (4 +5 w) — 32 S's =0, 


ein der R,-2 analoges Gebilde R,-3, in welchem die Gebiete Ris 


und #,-2 zusammenhiingen, ist auf sich selbst bezogen, so zwar, dass 
wir in ihm wieder durch § > 0, & <0, & =O drei (mit ein- 


ander zusammenhingende) Gebiete Res, Ris, Ras unterscheiden 
kénnen u.s. f. 


Setzen wir schliesslich 
E, = 0, & = 0... &1 = 0, 


so erhalten wir als Schnitt mit unserer R,-2 noch eben ein reelles 
Gebilde 


n—1 2 
(4) (4 rn = r) — 89,2 = 0. 


Dasselbe gerfdllt aber jetzt in zwei vollig getrennte Stiicke §& > 0 
und & < 0, da der Schnitt desselben mit & —0O imaginiir ist. 
So kénnen wir also, von der den Innenraum von (1) bildenden 


Ri_, ausgehend, die paarweise Aneinanderschliessung je der begren- 
zenden Gebiete 


(2) FTN) 


Ris, Ree; Ris, Ro-s ... Biwi, Ry (41) 
in folgende symbolische Formel fiir unsere so entstehende geschlossene, 
der M2, ‘iquivalente Maynigfaltigkeit RZ, zusammenfassen: 


(5) Ro. = Rint Reet Rist +++ Reo. 


Die Einschaltung der Mannigfaltigkeiten Ris, Rts... us.w. ist 
in dem Sinne unserer allgemeinen Entwickelungen in § 3 des ersten 
Abschnittes zu verstehen. Wir kénnen somit dieser Formel sofort 
eine entsprechende fiir die gesuchte Charakteristik der RZ. — welche 
auch die der M2?_, ist — an die Seite stellen: 


(6) Ki, = Ki. — Kee4+ Kots—---+ Koy, 
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wobei die K je die Charakteristiken der entsprechenden R bezeichnen 
und die alternirenden Zeichen sich aus der in pag. 282 gegebenen 
allgemeinen Regel ergeben. 


Die Abzihlung der Kx“, lisst sich aber sehr leicht bewerkstelligen, 
wenn wir wieder auf unsere geschlossenen Gebiete Ry1, Ry-2,... Ra—x 
zuriickgreifen. Wir haben hier 

Rn-2 = Rig + Rae + Bus, 
Ra-s = Ris + Ras + Bas 


u. s. w. bis endlich kommt: 
Ry) = Boy + Bro. 


Diese Formeln setzen sich sofort um in die entsprechenden 
Charakteristikenformeln, bei welchen nur zu beachten ist, dass die 
Charakteristiken je der R+ und R- gleich sind. Also kommt: 


Ka-2 = 2 Kits = Ky-s, 
K,-s = 2K it. — 


n—4 
u. 8s. f.; die letzte Formel lautet: 
Ky — +1) = 2Kx 41 ° 


a) Ist nun x — 1 gerade, so sind-alle Charakteristiken der un- 
geraden geschlossenen Mannigfaltigkeiten (Rn»-2, Res...) gleich 
Null (pag. 295) und es folgt: 

Kis = Ks, 
Ki. = Kits 


u. s. f. Wenn nun v gerade, so heben sich in der obigen symbo- 
lischen Gleichung (6) alle Glieder vom zweiten ab paarweise auf und 
es folgt einfach: 

(6a) Ki.= ca. 


Dieselbe Formel gilt aber auch fiir v ungerade, denn hier bleibt zunichst 
als letztes Glied in (6) Kjt_g41). Dabei ist aber 


Ky wy = 2K o4y = 0, 


wieder als Charakteristik einer geschlossenen Mannigfaltigkeit ungerader 
Dimension. Die Charakteristiken Ki_, — der Gebiete Ri_, — sind uns 


nun nach den Abzihlungen des § 6 Abschn. I wohlbekannt und 
so folgt schliesslich: 


21* 
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Die Charakteristik K2_1 der projectiven Mannigfaltigkeiten zweiten 

Grades Mz, (n — 1 gerade) 

a? + a +--+ a — B+ — 1=0 

ist gleich 0, beziehungsweise gleich 2, je nachdem v gerade oder un- 

gerade ist. 

b) Ist dagegen » — 1 ungerade, so hat man 
Kits = Est, 
Ki; = Kits 

u. s. w., und die Gleichung (6) lisst sich (in analoger Weise wie 

vorhin) sowohl fiir v gerade als auch fiir v wngerade reduciren auf 

(6b) Ko, = Ki, — Kats. 

Hier ist nun nach den friiheren Abzihlungen (§ 6, Abschn. I) 
Ki_.—K,t,=2 | fiir v gerade, 
Ki,—Kit,—0 firyv ungerade. 

Somit ergiebt sich in beiden Fiillen die Charakteristik Kj, unserer 

Mis (n — 1 wngerade) als gleich Null. 

Es steht dieser Satz in Uebereinstimmung mit dem auf pag. 295 

(unten) abgeleiteten, welcher dort nur fiir endliche geschlossene Mannig- 


faltigkeiten M1, ungerader Dimension ausgesprochen ist, die durch eine 
Gleichung f=0O im Gebiete ZL, der Variabeln x, ...2, definirt werden. 


Miinchen, im Mai 1890. 




















Ueber partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit 
gleichen Charakteristiken. 


Von 


Joser Kiirsondx in Budapest. 


1, Herr Julius Valyi hat in seiner Inauguraldissertation*) be- 
wiesen, dass die Differentialgleichung des Problems: 


of [Vip,q)axdy =o 


unter der Voraussetzung: 

eV @V ev. 

a oe — Gpaq) = 9 
erste Integrale im engeren Sinne besitzt und daher nach der Methode 
von Monge lésbar ist. Dies Resultat soll hier ausgedehnt werden 
auf die Differentialgleichung des Problems: 


bf {Vieveva dady=0. 
Es handelt sich also um die Integration der Gleichung: 
r$27F s4 20 
a pt og 
ev, av av av ave 
+ Oaop 7 Oy o"d + oz0p p+ deog 2 oz 
in dem Falle, wo die beiden Wurzeln ihrer charakteristischen Gleichung: 


ev ev 
uw nan 
oe + 2 dpoq © w+ 0g 





t 
(1) 





= () 





einander gleich sind. 
Es kann dann héchstens einer der beiden Differentialquotienten 
ae nd ae verschwinden, sonst wiirde wegen 
(F~) wie SS 
oped op? og 


*) Klausenburg 1880 (Ungarisch). 
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iiberhaupt: 
av av _ av _y 
opt Optq gt 
und daher die Gleichung (1) gar keine Differentialgleichung mehr sein. 
Die Bezeichnung kann immer so gewihlt werden, dass ‘> von 0 
verschieden ist. 
2. Erstes Integral — im engeren Sinne — ist eine Differential- 
gleichung 
u(x, ¥, 2, p,q) = const., 
von der jede Lésung auch die gegebene Differentialgleichung 2. O. 
befriedigt. 
Die ersten Integrale von (1) sind die gemeinsamen Lésungen 
folgenden Systems von partiellen Differentialgleichungen : 


Hu, + u, = 0, 
av 2V 
Sor Met Du)+ ore (yt gu.) — Ury = 0 


(mit der Beschrankung, dass in u die Variable p wirklich enthalten sei.) 
Es ist hier w die einzige Wurzel der charakteristischen Gleichung, 

und zugleich der folgenden zweien: 

av ev av av 

oe" + Gpaq ~% apeg * tag = % 
weiter ist: 

ae Ee Lae a 

aie ox0p + dy Og + % ( P+ dq 2 v), 


endlich sind w,, u, ete. Differentialquotienten von « nach dem Index 
genommen. 

Die Integration von S wird nicht einfacher, aber doch iibersicht- 
licher durch die Kenntniss der allgemeinen Lésung der ersten Gleichung. 
Es sind 2, y und ¢ drei unabhingige Lésungen, und eine vierte von 
p unabhingige Lésung ist z. B. 





o= >) ~ 7, * 
oder, wenn 
a V eo V oe 
op 9 — opoq * = 
dann 


o=px+qy—s. 
Die allgemeine Lésung der ersten Gleichung von S ist eine be- 
liebige Function von x,y, 2 und a. 


Nun sollen statt 2, y, 2, p und g die Variablen x, y, 2, @ und q 
eingefiihrt werden. 








~ 













— 











Partielle Differentialgleichungen 2. O. 


Die Gréssen 


oV OV 
Op’ dq’ p+’ q-vV 


gentigen simmtlich der ersten sie von §, enthalten also nach 
der Transformation q nicht mehr. Daher wird: 


V 
os = (2, y,2, 0); oF =v(2, 2,0); 5 ort ™ ier es 


eV a9 do, #V _ dy do be por gan 28 30 
ap? is: oe" wage do Op? op ? ond Qo Oop’ 


09 bo ov da 0x Qo 
St+tH+S+RS+EHE+ee 
Werden ies Differentialquotienten von « nach den neuen Variablen 
durch horizontale Striche markirt, so ist: 





tly — ig + tig 5, tly = il, + iy Se, t= tis + tie 22, 
tly = ty So, Uy = ily + fie 2 

Und das System S lautet dann: 

%,=0, 

do oe = ox - dp , Ow , Ox4\- 

ap Loe tet Ge ty + Get — (FE + Fy + Ge) te] =O. 


Nunmehr aber ist evident, dass S drei wnabhdngige Lisungen hat, 
nimlich die der ge 


é oy é a a 
(2) se te + 5 tty + 4 us, — jo t+ Get GF) we =0. 


(Die Unterscheidung durch Linien scheint hier tiberflissig.) 

Dies geniigt bekanntlich, um die allgemeine Lésung von (1) durch 
die Methode von Monge gewinnen zu kénnen. 

3. Aus zwei ersten Integralen ergiebt sich das dritte durch Quadratur. 

Die Gleichung (2) besitzt nimlich den Jacobi’schen Multipli- 
cator: 1. 

Aus drei ersten Integralen ergiebt sich die allgemeine Lisung ohne 
Integration. 

Denn sind u, u,, vu, drei unabhingige Lésungen des S Systems, 
so biléen bekanntlich die beiden Gleichungen mit je einer willkiirlichen 
Function 


(3) um =f/\(u), % =f,(u) 
ein Jacobi’sches System. Sie enthaiten aber p und q nur in der 


einen Verbindung @; die Elimination von  wiirde daher die allgemeine 
Lisung z der Gleichung (1) liefern, oder die beiden Gleichungen (3) 


| 
] 
1 
| 
i 
| 
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stellen zusammen selbst schon die endliche allgemeine Integralgleichug 
von (1) dar.*) 

Wir sehen demnach: 

Wenn die partielle Differentialgleichung (1), welche das Problem 


bf {Veyeradzdy—0 


list, eine charakteristische Gleichung mit gleichen Wurzeln hat, so ist 
sie nach der Methode von Monge lisbar, und zwar nach Ermittelung 
zweier ersten Integrale vermdge einer einzigen Quadratur. 

4. Es hat weitere Vereinfachungen zur Folge, wenn in V irgend- 
welche Variable fehlen, nur hat man dann auch @ entsprechend zu 
wihlen. Man kann dies stets erreichen, indem man in @ die Variablen 
xz, y und zg nach Bediirfniss durch Constanten ersetzt. 

Kommt in V (und ) z. B. 2 nicht vor, dann hat die Gleichung 
(2) zwei von g unabhingige Lésungen, niimlich die von 


Ce) ow op , Oy 
Fa tle + Fo tly — (FE + 5%) te = 0. 


Auch von dieser Gleichung kennt man den Multiplicator: 1. Also 
ergiebt sich aus einer Lésung die andere durch Quadratur. 

Ist V ausserdem z. B. auch noch von y unabhiingig, dann kann 
man die erste Lisung unmittelbar angeben, sie ist: g, oder wenn dies 
z nicht enthilt, dann o. 

Enthalt endlich V nur p und q, so braucht man iiberhaupt keine 
Integration. Ein erstes Integral ist @. Zwei andere sind von der Form 
Az+ By+ Cz, 

wo die Coefficienten der einzigen Bedingung unterworfen sind: 


ao aw a2 oe 
Ge A+ Ge B+ 5 Om? — 


*) Vgl. G. Boole, Treatise on differential equations, supplementary volume, 
London 1865, p, 141. 
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Ueber eine Verallgemeinerung der Kreistheilung. 
Von 


L. StickeLBerGer in Freiburg i. Br. 


Unter den merkwiirdigen Beziehungen zwischen Algebra und 
Zahlentheorie, welche Gauss in der siebenten Section der Disquisitiones 
arithmeticae aufgedeckt hat, findet sich schon eine solche zwischen 
einer Aufgabe der Kreistheilung und der Darstellung einer Zahl durch 
eine quadratische Form, In Artikel 358 ist fiir jede Primzahl p—=3n-+1 
die Vertheilung der pten Kinheitswurzeln in drei Perioden, d. h. die 
algebraische Bestimmung dieser Perioden, abhiingig gemacht von der 
Darstellung der Zahl 4p durch die Form @ + 27u*. In der ersten 
Abhandlung tber die biquadratischen Reste hat Gauss einen tihnlichen 
Zusammenhang zwischen der Darstellung einer Primzahl p = 4n + 1 
durch die Form x? + y? und der Vertheilung der pten Einheitswurzeln 
in vier Perioden nachgewiesen, und zugleich die Reste der ungeraden 
unter den darstellenden Zahlen nach den Moduln 4 und p bestimmt. 

Bevor noch die genannte Gauss’sche Abhandlung selbst erschienen 
war, hat Jacobi auf Grund der Gauss’schen Anzeige vom Jahre 1825, 
in welcher auf die Kreistheilung ausdriicklich hingewiesen war, dessen 
Idee erfasst, wie aus der 1827 erschienenen Note: ,,De residuis cubicis 
commentatio numerosa‘‘ hervorgeht. Dieser folgte 1832 die: ,,Observatio 
arithmetica de numero classium divisorum quadraticorum formae 
y? + Az“, in welcher auf die aus der Kreistheilung gewonnene Dar- 
stellung gewisser Primzahlpotenzen durch die’ genannte Form eine 
Vermuthung gegriindet wird, die sich spiter so gliinzend bestitigen 
sollte, und 1837 die Note: ,, Ueber die Kreistheilung und ihre Anwendung 
auf die Zahlentheorie“. 

Inzwischen hatte auch Cauchy sich mit Anwendungen der Kreis- 
theilung auf die Zahlentheorie beschiftigt, namentlich in dem 1830 
der Académie des sciences vorgelegten, aber erst 1840 verdffentlichten: 
Mémoire sur la théorie des nombres‘; besonders ist hervorzuheben, 
dass Cauchy auch beliebig zusammengesetzte Determinanten behandelt. 

Mathematische Annalen, XX XVII. 22 
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Wiahrend es sich bis dahin immer nur um die Darstellung von 
Potenzen der Primzahlen p = mx +1 durch die Hauptform der 
Determinante — m handelte, trat 1848 Kisenstein mit einer Abhand- 
lung hervor: ,,Zur Theorie der quadratischen Zerfillungen der Prim- 
zahlen 8n +- 3, Tn + 2, Tn + 4“, in der mittels, allgemeinerer Prin- 


* cipien, welche einige Aehnlichkeit mit denen der Kreistheilung haben,“ 


ein von Herrn Stern durch Induction gefundener Satz iiber die Prim- 
zahlen 8” +- 3 bewiesen wird und analoge Siatze iiber die beiden andern 
im Titel genannten Arten von Primzahlen gewonnen werden. Im 
Jahre 1852 gab sodann Herr Kummer in einer Abhandlung: ,, Ueber 
die Ergiinzungssiitze zu den allgemeinen Reciprocitiitsgesetzen“ eine 
Verallgemeinerung der Kreistheilung, welche sich auf die von Jacobi 
durch (a) bezeichneten Zahlen bezieht. 

Der vorliegenden Abhandlung, welche durch die fiir 1885 und 
1888 ausgeschriebene Preisfrage der kéniglichen Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Gottingen veranlasst ist, liegt eine Verallgemeinerung der 
Kreistheilungsresolvente zu Grunde, nimlich eine aus mten und pten 
Einheitswurzeln gebildete Zahl, welche ganz iihnliche EHigenschaften 
besitzt wie die gewdhnliche Resolvente; dabei bedeutet p eine Primzahl 
und m eine beliebig zusammengesetzte, aber durch p nicht theilbare 
Zahl. Zu diesen Resolventen stehen die Kummer’schen Zahlen ¥ in 
ihnlicher Beziehung, wie die Jacobischen » zu den gewdhnlichen 
Resolventen. Ferner zerlegen sich unsere Resolventen stets in zwei 
Factoren, deren einer entweder eine gewohuliche Resolvente oder gleich 
— p ist, wihrend der andere nur von den mten Hiuheitswurzeln abhiingt 
und in gleicher Weise gebaut ist wie die besonderen von Eisenstein 
untersuchten Summen, weshalb wir denselben als Lisenstein’sche 
Summe bezeichnen. 

Die Analogie der gewéhnlichen und der verallgemeinerten Re- 
solventen bewihrt sich auch bei der Zerlegung derselben in ihre 
idealen Factoren; wenn p fiir den Modul m zum Exponenten f gehort, 
so verhilt sich die allgemeine Resolvente ahnlich wie ein Product 
von f gewdhnlichen Resolventen. Vollstiindiger wird die Analogie, 
wenn man eine beliebige ,,Gruppe“ von Resten nach dem Modul m 
betrachtet; sobald die Primzahl p dieser Gruppe angehdért, kann 
man ein Product von Resolventen herstellen, dessen ideale Prim- 
factoren von jenem Exponenten f gar nicht explicite abhiiugen, und 
das Gleiche gilt auch von dem Reste dieses Productes nach der nied- 
rigsten Potenz eines idealen Primfactors von p, durch die das Product 
nicht theilbar ist. 

Ist die Zahl m so beschaffen, dass — m eine Fundamentaldeter- 
minante quadratischer Formen ist, und besteht die Restgruppe aus 
denjenigen (ungeraden positiven) Zahlen, fiir die das Jacobi’sche 
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Zeichen (=") den Werth + 1 hat, so werden unsere allgemeineren 


Producte wie die von Jacobi und Cauchy betrachteten zweiwerthig und 
geben daher die Darstellung einer gewissen Potenz von p durch die 
Hauptform jener Determinante; zugleich geniigen die darstellenden 
Zahlen zwei linearen Congruenzen nach dem Modul p, von denen 
jedoch nur eine von der gewihlten Wurzel der Congruenz x* + m=0 
(mod. p) unabhiingig ist. Da der Exponent jener Potenz gleich der 
Classenanzahl der quadratischen Formen ist, so ist die Analogie mit 
den Satzen von Jacobi und Cauchy eine vollstiindige; zur wirklichen 
Herstellung der quadratischen Zerfillungen reichen freilich unsere 
Formeln so wenig aus wie die der genannten Mathematiker, sobald 
die Classewanzahl grésser als Eins ist, 

Diese Resultate babe ich im Jahre 1888 der Gesellschaft der 
Wissenschaften vorgelegt in einer Abhandlung: ,,7heorie der Hisen- 
stein’schen Summen u. s. w., von welcher die gegenwirtige eine 
Umarbeitung ist. In der neuen Fassung treten die Kisenstein’schen 
Summen mehr zuriick als in der friihern, nachdem es mir seither ge- 
lungen ist, die Zerlegung der Resolventen in ihre idealen Primfactoren 
auf neuem Wege, niimlich ohne die Hilfe jener Summen, zu bewerk- 
stelligen. Dieser neue Beweis findet sich in § 6; er umfasst zugleich 
den in § 5 gegebenen; wiewohl also § 5 an sich entbehrlich ist, mochte 
ich ihn nicht beseitigen, da er immerhin das Verstiindniss von § 6 
nicht unwesentlich erleichtern diirfte. Auch sonst ist die Anordnung 
des zweiten Theils wesentlich geiindert und § 4 betriichtlich verkiirzt, 
wihrend in § 1—3 nur untergeordnete redactionelle Aenderungen vor- 
genommen sind. 

Die Theorie der idealen Zahlen ist in derjenigen Form benutazt, 
die ihr Herr Dedekind zuerst in der zweiten Auflage der Dirichlet’- 
schen Vorlesungen iiber Zahlentheorie gegeben hat. Die wenigen 
speciell auf Kreistheilungskérper beziiglichen Siitze, welche hier ge- 
braucht werden, finden sich in der dritten Auflage desselben Werkes 
in der Fussnote zu Seite 587 angegeben. 


§ 1. 
Restsysteme. 


1. Sei Q ein beliebiger endlicher Zahlkérper, » die Gesammtheit 
der ganzen Zahlen in 2, und » ein solches Ideal in 9, welches in der 
rationalen Primzahl p aufgeht; eine itibersichtliche Darstellung aller 
nach dem Modul » incongruenten Zahlen von » erhalten wir dann 
in folgender Weise. Ist , irgend eine durch » nicht theilbare Zahl, 
und durchliuft 2, y ganze rationale nach p incongruente Werthe, so 


22¢ 
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stellt 2,@, p Zahlen dar, die nach » incongruent sind. Ist w, keiner 
von diesen congruent, und durchliuft auch x, ein gewdhnliches 
Restsystem (mod. p), so nimmt 2,@, + 2,@, p*? Werthe an, die nach 
» incongruent sind. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhilt man 
schliesslich f Zahlen @,, @,,..., @¢ von der Art, dass 


(1) @ = L,0, + %,@, + +++ + UO, 

p’ incongruente Zahlen liefert, wenn 2,, 2, ..., 2% die Zahlen 
0,1,...,y — 1 durchlaufen, und dass jede Zahl in 9 einer von diesen 
p’ Zahlen congruent ist nach p. Wir nennen f den Grad des Ideals y. 
Solche f Zahlen kann man namentlich unter den Zahlen jedes Funda- 
mentalsystems von 9 finden; die itibrigen » — f Basiszahlen kann man 
dann um Zahlen der Form (1) so vermehren, dass sie durch » theil- 
bar werden. 

Die einzige Bedingung, der die Zahlen @,, ..., w, zu geniigen 
haben, wenn f als bekannt angesehen wird, ist die, dass sie unab- 
hdngig seien nach dem Modul ». Wir nennen nimlich irgendwelche 
g Zahlen @,, ..., @, unabhingig (mod. ), wenn kein Aggregat der 
Form 2, @, + ----+ x,@, durch » theilbar ist, ohne dass die einzelnen 
Zahlen x,,...,%, durch p theilbar sind. Ein einfaches Kriterium der 
Unabhingigkeit lisst sich fiir den Fall angeben, wo » ein Primideal 
ist, was wir von jetzt an voraussetzen. 

2. Sind niimlich zuniichst @,, ..., @, von einander abhiingig, be- 
steht also eine Congruenz 


%,@, + %,@, + - ++ + %,@, = 0 (mod. p), 


in welcher die ganzen rationalen Zahlen z nicht alle durch p theilbar 
sind, so ergeben sich durch Potenzirung die weiteren Congruenzen 


r,0" + xa!) +---+ 2 a =0, 


2,0) + 2, @@) 4+ --- 4 x, ol) = 0, 


wobei zur Abkiirzung 


(2) @”) = or 
gesetzt ist. Daher muss die Determinante 


@, @, ee yg 
(1) M@) .... @) 
of ol! oo!) 


(3) ae 
pol —I)... he 
| al? ) aly ) oa'9 ) 

durch » theilbar sein. Um nun zu beweisen, dass diese Bedingung 


auch hinreicht, nehmen wir g </f an, da iiberhaupt nicht mehr als f 
unabhiingige Zahlen existiren; wir setzen ferner voraus, dass die analoge 
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Determinante aus den Zahlen ,,..., @,_, durch » nicht theilbar sei, 
da wir andernfalls auf diese die folgenden Schliisse anwenden kénuten. 
Dann sind aber @,,..., @,-1 sicher unabhingig, und die Determinante, 
welche aus (3) hervorgeht, wenn man @, durch eine willkiirliche Zahl 
von 9 ersetzt, ist in Bezug auf @ wirklich vom Grade pe—', Diese 
Determinante wird durch » theilbar einerseits fiir- 

; © = 4,0, + +++ + X11, * 

andrerseits fiir 

o = 95 

da aber der Modul yp als Primideal vorausgesetzt ist, kénnen nicht alle 
diese p?-'-++ 1 Zahlen incongruent sein, vielmehr ist @, congruent 
einer der tibrigen p’—' Zahlen. Wir haben also den Satz gewonnen: 

I. Fiir ein Primideal » als Modul sind g Zahlen @,, @,,.. ., @, 
abhdngig oder unabhiingig, je nachdem die Determinante (3) durch » 
theilbar ist oder nicht. 

Fiir den Fall gf ist diese Bedingung von Herrn Hense!] abgeleitet 
in § 2 der Abhandlung: ,,Untersuchung der ganzen algebraischen Zahlen 
eines Gattungsbereiches u. s. w.“*). Aus dem Obigen folgt auch: 

Sind @,,...,@, unabhiingig, so sind die p* Zahlen x,@,-+-++++ %, ay 
die Wurzeln der Congruenz 


|@ Gy +++ @y 
| gpl) gl)... wl) | 
(4) | i 9 | ==0 (mod. »). 
| ols) gla)... wis | 
1 g 


3. Die p? Zahlen 2,@, + --+-++ 2, @, haben die Kigenschaft, sich 
durch Addition zu reproduciren. Fir g =f reproduciren sie sich 
(mod. ) auch durch Multiplication. Soll fiir einen kleineren Werth 
von g den p’ Zahlen auch diese Eigenschaft zukommen, so miissen 
zufolge bekannter Schliisse die py — 1 Zahlen, die nach Ausscheidung 
der Null iibrig bleiben, Wurzeln der binomischen Congruenz 

a?—1==1 (mod. p) 
sein. Diese Congruenz hat aber dann und nur dann die verlangte 
Anzahl von Wurzeln, wenn p? — | ein Theiler von pf — 1 und mithin 
auch g ein Theiler von f ist. 

II. Hin System von p? Zahlen, welche sich durch Addition und 
Multiplication reproduciren nach dem Modul», besteht aus den Wurzeln 
der Congruenz 
(5) oe” =e (mod. yp), 
in welcher g irgend einen Divisor von f, dem Grade des Primideals », 
bezeichnet. 


*) Journal f. r, u. a. Math, Bd. 101. 
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Ist der Divisor g beliebig gewihlt, und bedeuten g,, @,,... Wurzeln 
der Congruenz (5), so kann man den Begriff der Unabhiingigkeit so 
abiindern, dass man h Zahlen @,, ..., @, abhiingig oder unabhingig 
nennt, je nachdem zwischen ibnen eine Relation der Form 


0:9, + Q.@, +-+-+ Q,@,=0 (mod. p) 

besteht oder nicht. In diesem Sinne unabhingige Zahlen giebt es 
genau f. auch gewinnt man leicht eine Bedingung der Unabhingigkeit, 
welche der friiheren ganz analog ist. 

4, Seien wieder in dem urspriinglichen Sinne @,,..., ay unab- 
hingig (mod. »), sodass die Congruenz 
(6) @ = 2,0, +---+ a, (mod. p) 
fiir eine beliebig gegebene Zahl m von » durch ganze rationale Zahlen 
Z,,-++, % befriedigt wird; diese Zahlen, die Coordinaten von @ in 
Bezug auf den Modul » und die Basis @,,..., wy, sind nach dem 
Modul p bestimmt, sobald @ (mod. ») gegeben ist; da sie rational sind, 
geniigt es aber, sie (mod. }) zu bestimmen. Eine solche Bestimmung 
gewinnt man leicht, wenn man die Congruenz (6) /— 1 Mal auf die 
pte Potenz erhebt; denn dadurch erhilt man f lineare Congruenzen, 
deren Determinante nach Satz I durch » nicht theilbar ist. Daher 
werden «,,..., 2, linearen homogenen Functionen von @, "),... , a(/—) 
congruent (mod. }»), wenn wir uns wieder der Bezeichnung (2) bedienen. 

Allgemeiner kann man, wenn £,,..., 6; beliebige Zahlen von 9 
bedeuten , die lineare Function B,2, +--+ + 6,2; in die Form 
(7) O(a) =a,@ + aa +4+---+ a_,@/—) (mod. p) 
bringen; das Umgekehrte ergiebt sich unmittelbar. Beide Ausdriicke, 
die also von gleicher Allgemeinheit sind, kann man betrachten als 
Darstellungen einer Function ®(@), deren Werthe dem Gebiete » 
angehéren und zugleich mit @ nach dem Modul » bestimmt sind, und 
die ausserdem die Congruenz 
(8) O(a+a') = O(@) + O(@’) (mod. ») 
befriedigt. Denn aus diesen Bedingungen folgt in bekannter Weise 

D (x, @, +++ + ape) == 2, O(a) +--+» 2y(ay) (mod. p). 

Giebt man speciell den Zahlen O(a), ..., ®(@,) ganze rationale 
Werthe, so ist allgemein 

O(@)? = (@) (mod. p); 

stellt man aber ®(@) in der Form (7) dar, so zerfallt diese Congruenz 
in f einzelne: 





= 2 = —- ( 
a, Soh, @ Sat,...,a, =a , (mod. yp), 
und diese ergeben 


—— ap = ar — ppl/—! 
Ot, SO, Oy Oe oy hy_, = a (mod. »), 
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wihrend «, willkiirlich bleibt. Verstehen wir daher, wie in der Folge 
allgemein geschehen soll, unter S(m) irgend eine derjenigen ganzen 
rationalen Zahlen, welche der Summe 
(9) o+or4...4 ov 
congruent sind Modulo », so wird vermége dieser Nebenbedingung 
®(@) == S(a@) (mod. »). 
Ill. Kine Function %(@), deren Werthe ganz und rational und 


(mod. p) bestimmé sind, sobald @ (mod. ») bestimmt ist, und die ferner 
die Congruenz 





ore 


rab 


O(@ + ow) = O(m) + O(a’) (mod, p) 
befriedigt, ist congruent S(aw), wenn S die soeben erkliirte Bedeutung 
hat und « eine willkiirliche aber feste Zahl von 9 bezeichnet. 

Diese Zahl @ ist (mod. ) bestimmt, sobald © gegeben ist, sie 
vertritt die f rationalen Zahlen O(@,), ..., ®(@,). Setazt man der 
Reihe nach ®(@) congruent 2,, x, ..., 2, so erhilt man / specielle 
Werthe von a, die wir durch ,, 9,,..., y¢ bezeichnen. Die Congruenz 


&; = S(qi@) = S (q(x, @, + +++ + xe) (mod. p) 
zerlegt sich in die folgenden: 
S(n @;) = 1 
S(qon) = of (mod. p), 


wobei i, & ungleich vorausgesetzt sind. Vermége der Bedeutung des 
Zeichens S definiren diese Congruenzen die Zahlen y,, 4.,..-+, yf nach 
dem Modul » als Determinantenquotienten. Man kann dieselben auch 
simultan erkliiren durch die Congruenzen 


(10) 


2%, +> s+yy =! 

p see @? = 0 

(11) _ _- eT. ' (mod. yp). 
yor! f+ .- + nar * = 0 


Zu erwihnen ist, dass »,, 4.,.-.) yy gleichfalls unabhiingig sind nach 
dem Modul », und dass die Beziehung zwischen den beiden Systemen 
: ,, @),..-, @y und ,, %,.-., My gegenseitig ist. Diese Beziehung 
entspricht genau derjenigen zwischen den complementiiren Basen des 
Kérpers 2, welche Herr Dedekind in der Abhandlung ,, Ueber die 
Discriminanten endlicher Kérper‘‘*) eingefihrt hat. Diese Analogie 
hat ihren Grund in dem Satze, dass jede Congruenz nach dem Modul 
» mit rationalen Coefficienten, welche durch eine Zahl  befriedigt 
wird, auch w? zur Wurzel hat. 





*) Abhandl, der k. Ges, d. W. zu Gittingen, Bd. 29 (1882). 
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5. Die Function S(m) kann nach Definition nur einer der Zahlen 
0, 1,...,p — 1 congruent sein nach dem Modul p oder »; da sie nach 
dem letzteren einer ganzen Function p/—'ten Grades von @ congruent 
ist, so kann sie denselben Werth héchstens fiir p/—' incongruente 
Werthe von w annehmen. Lisst man daher @ ein volles Restsystem 
nach dem Modul » durchlaufen, so muss S(@) jeden jener p Werthe, 
und jeden p/-* Mal annehmen. 

1V. Durchliéuft @ ein vollstindiges Restsystem nach dem Primideal 
ften Grades » als Modul, so nimmt die Function S(@) jeden der Werthe 
0,1,...,9 — 1 genau pi! Mal an. 

Bringt man die Congruenz 


S() = S(@)? (mod. »), 
auf welcher der letzte Schluss beruht, in die Form 
S(@—@?)=0 (mod. »), 


so ist in gleicher Weise zu schliessen, dass man jede der p/-! Wurzeln 
der Congruenz S(r) = 0 (mod. ») p Mal erhilt, wenn man t = @ — w? 
setzt und @ ein vollstindiges Restsystem durchlaufen lisst. 
Aehnlich wie den Satz IV erhalt man den allgemeineren Satz: 
V. Bezeichnet g einen Divisor von f, und lisst man @ ein volles 
Restsystem nach dem Modul » durchlaufen, so wird der Ausdruck 


@ + oP + o7 4... 4 eel? 
je p!-9 Mal congruent jeder der p? Wurzeln der Congruenz 
o?? =@ (mod. yp). 


Auch diesem Satze steht ein zweiter zur Seite in aihnlicher Weise 
wie dem Satze IV. Die hier angewandten Principien fiihren auch 
leicht zu einem viel allgemeineren Satze, den wir aber iibergehen. 


§ 2. 
Restcharaktere. 


1. Sei, wie in § 1, » ein Primideal ften Grades in dem endlichen 


Kérper 2, und seien m,n zwei complementire Divisoren von p/— 1, 
also 


(1) pi —1—mn. 


Da die Congruenz o”" == 1 (mod. ») mn Wurzeln besitzt, so schliesst 
man in bekannter Weise, dass @", wenn w jene mn Werthe durch- 
liuft, nur m incongruente Werthe annimmt, nimlich die Wurzeln der 
Congruenz 


(2) ™=1 (mod. »), 
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aber jeden dieser Werthe » Mal. Demnach kénnen die Zahlen @ 
classificirt werden nach den Resten von w*; jede der m Classen enthiilt 
nm Zahlen, und eine der Classen, fiir welche nimlich @* = 1 ist, besteht 
aus den mten Potenzresten. 

Enthilt der Kérper Q eine primitive mte Kinheitswurzel 0, so 
sind die Wurzeln von (2) die Potenzen von 9; in der That sind diese 
incongruent, da ihre Differenzen Divisoren von m sind. Wir bezeichnen 
nun durch [@] diejenige Potenz von ©, welche der Potenz w" con- 


gruent ist; die charakteristischen Eigenschaften dieses Symbols sind 
also 


(3) [oj" = 1, 

(4) [o] =o" (mod. yp). 
Demnach ist stets 

(5) 1] =1, 

(6) [9] = 0", 

und ferner, wenn die Primzahl p ungerade ist, 
(7) (— 1) =(— 


Denn unter dieser Voraussetzung ist mindestens eine der Zahlen m, n 
gerade. Fiir p= 2 dagegen ist [—1]—1. Weiter ist 


(8) [o] =[o,] fir @=o, (mod. y), 
und allgemein 
(9) [@,] = [@] [@,]. 


Das Symbol [@] gehért daher zu den ,,Charakteren“ der durch die 
p’— 1 Zahlclassen nach dem Modul » gebildeten Abel’schen Gruppe. 
Die Gesammtzahl dieser Charaktere ist nach Herrn Weber*) gleich 
p’ —1; wir haben es aber hier nur mit den Potenzen eines derselben, 
nimlich mit [@]*, zu thun. Diese m Charaktere bilden eine Unter- 
gruppe und zwar die einzige Untergruppe der Ordnung m, weil die 
ganze Gruppe aus den Potenzen eines einzigen primitiven Charakters 
besteht. Aus dem nimlichen Grunde sind diese Charaktere die ein- 
zigen dem Kérper Q angehérenden, wenn dieser keine héheren als die 
mten Kinheitswurzeln enthiilt. 

Da die Zahl © nach dem Modul » zum Exponenten m gehdrt, so 
kann man nach dem von Gauss**) gelehrten Verfahren eine primitive 
Wurzel der Congruenz 


a’—1==1 (mod. ») 


so bestimmen, dass zugleich @" == 0 ist. Sei y eine solche primitive 
Wurzel, also 


*) Mathem. Ann, Bd, 20, S. 307. 
**) Disq. arithm. art. 71. 
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(10) y" =0 (mod. »), [y] =. 
Setzt man dann 

@ == y™d~ (mod. »), 
so wird 

o* = gp inde = Qindo | 
und folglich 
(11) [a] = Om, 


Da [a] jeden der Werthe 1, 0,...,O"-! m» Mal annimmt, falls 
@ ein Restsystem durchliuft, so ist , 


Dok =n 404 64... 40-04), 
also gleich p/ — 1 oder 0, je nachdem @ durch m theilbar ist oder 
nicht. 


2. Wir untersuchen jetzt speciell die Charaktere derjenigen p? — 1 
Zahlen g, welche die Congruenz 


(12) e”-1=1 (mod. y) 


befriedigen, in welcher wieder g einen ganzen rationalen Theiler 
von f bedeuten soll. Ist 


02 = 00, (mod. p), 
so ist jede der Gleichungen 


le." =e), lel*=1 
eine Folge der andern; daher nimmt [@]* alle tiberhaupt vorkommen- 
den Werthe ebenso oft an wie den speciellen Werth 1. Soll aber 
[e]* = 1 sein, so ist @ eine gemeinsame Wurzel der Congruenzen 
o*" = 1 und (12). Bezeichnet man also durch d den gréssten gemein- 
samen Theiler von an und p? —1, so wird [g]* jeden seiner ver- 
schiedenen Werthe d Mal annehmen, und die 
1 

a aes 
verschiedenen Werthe werden die eten Wurzeln der Einheit sein, weil 
an-e durch p? — 1 theilbar und somit 


(Le]*) = e*""* == 1 (mod. p) 
ist. Bequemer lisst sich das Ergebniss ausdriicken, wenn man den 
Bruch 
(13) an a p—1 _ alitp+---+p"%) 


pe —1 m pe—1 m 








einfiihrt; der wahre Nenner dieses Bruches, d. h. der Nenner des ihm 
gleichen reducirten Bruches, ist niimlich gleich e. 

Ist e der wahre Nenner des Bruches (13), dann sind die Charaktere 
[e]* aller Wurzeln der Congruenz (12) ete Einheitswurzeln, und zwar 
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tritt jede dieser Einheitswurzeln gleich oft auf. Daher ist auch > Col" 


gleich po—1 oder 0, je nachdem an durch p? —1 theilbar ist oder nicht. 
Zu demselben Resultat fiihrt die Gleichung (11). Die Potenz 


pitt tel9 


ist nimlich eine primitive Wurzel der Congruenz (12), und ihr 
Charakter hat den Werth 
4 Q'+e9 +--+ p97 | 


Fiir g = 1 lautet der vorige Satz: 

Durchliiuft 2 die rationalen Zahlen 1, 2,...,p —1, so wird der 
Charakter [z|* nur dann bestiindig gleich 1, wenn an durch p —1, 
d. h. a(l+p+p?+---+p/—) durch m theilbar ist; in diesem Falle 


ist >) tel" =p — 1, in jedem andern Falle hat die Summe den Werth 


Null. 

Sei z B. m=8, p=53 (mod, 8), f—=2, g=1. Dann ist 
—§ = et, also e==2 bei ungeradem, e=1 bei geradem a. 
Dabei ist 


p—l p+ p-1 


[e] 2" * =e" (mod. p) 

d. h. der Charakter [¢] stimmt iiberein mit dem Legendre’schen Zeichen. 

Ist dagegen m = 7, p congruent 2 oder 4 (mod. 7), f= 3, g = 1, 
so ist p—1 prim zu m, und daher » durch p — |! theilbar; somit 
ist hier fiir jeden Werth von a e=1, [2] —1. 
1 Diese beiden Specialfille sind von Kisenstein in § 1 und 7 der zu 
Anfang erwihnten Abhandlung betrachtet. 

Allgemein sei noch erwiihnt, dass e fiir jeden Werth von a gleich 
1 ist, wenn p? — 1 zu m theilerfremd ist. 


§ 3. 
Resolventen und Eisenstein’sche Summen. 


1. Ist p eine Primzahl, m ein Theiler von p— 1, sind 0, & 


respective primitive mte und pte Hinheitswurzeln, dann stellt der 
Ausdruck 
p-1l 


PA Q«Inds és a F(0-, §) 
1 
die sogenannte Kreistheilungsresolvente dar, deren wichtigste Kigen- 
schaften durch Jacobi, Cauchy und namentlich durch Herrn Kummer 
festgestellt worden sind; die hier gewiihlte Schreibweise ist besonders 
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von Kisenstein*) benutzt worden. Wegen der Eigenschaften der 
Indices ist O™4* einer der Charaktere, welche der Gruppe der Zahl- 
classen nach dem Modul p entsprechen, und wir kénnen denselben 
leicht unter die in § 2 behandelten einreihen. In dem K6érper, welcher 
aus © durch die rationalen Operationen entspringt — im Rationalitiits- 
bereiche (9) nach der Terminologie des Herrn Kronecker — zerfiilli 
nach der Kummer’schen Theorie die Primzahl p in m(m) ideale Factoren, 
wobei g(m) die Euler’sche zahlentheoretische Function bedeutet; fiir 


: — ‘ ; 1 
einen und nur fiir einen dieser Factoren ist, wenn po =n gesetzt 


wird, die nte Potenz der primitiven Congruenzwurzel, auf welche sich 
die Indices beziehen, congruent 0, und daher auch allgemein 2" = O/"@*, 
Deshalb bezeichnet auch schon Cauchy zu Anfang seines Mémoire sur 


la theorie des nombres**) 9'™4* durch das Zeichen [=] genauer wire 


die Bezeichnung [=]. Die Eigenschaften des andern Factors §*, welche 


beim Beweise der Haupteigenschaften der Resolvente gebraucht wer- 
den, sind 
gy . &* == Ev," g? =— 1. 


2. Von jetzt ab sei m nicht mehr ein Divisor von p — 1, sondern 
erst von pf — 1, sodass p nach dem Modul m zum Exponenten f ge- 
hort; wir setzen, wie in § 1: 

(1) pi —1l—mn. 


Bezeichnet wiederum © eine primitive mte Wurzel der Kinheit, so 
zerfillt in dem durch © bestimmten Korper die Zahl p (oder das 


Hauptideal op) in am verschiedene Primideale, welche siaimmtlich 


conjugirt und vom Grade f sind. Unter diesen greifen wir irgend eines 
heraus, das wir durch » bezeichnen. Als f unabhiingige Zahlen bieten 
sich zunichst die Potenzen 1, 0, 0?,..., @/—? dar; in speciellen Fallen 
kann es vortheilhaft sein, eine andere Wahl zu treffen. 

Um nun die Kreistheilungsresolvente zu verallgemeinern, ersetzen 
wir den ersten Factor ihres allgemeinen Gliedes durch den in § 2 
definirten Restcharakter [@]*, indem wir zugleich @ ein vollstindiges 
Restsystem mit Ausschluss der Null durchlaufen lassen. Der zweite 
Factor § aber ist zu ersetzen durch eine Function ¥(m), welche un- 
geindert bleibt, wenn durch eine nach » congruente Zahl ersetzt 
wird, und welche ausserdem der Gleichung Y(@)¥(@,) = ¥(@-+@,) 
geniigt. Aus der vorigen Gleichung folgt aber ¥(w)* = Y(em), und 


*) Allgem, Untersuchungen iib, d. F, dritten Grades u. s. w., Journal f, Math. 
Bd. 28, S. 289. 


**) Mémoires de l’acad. d. sc., t. 17 (1840). 
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speciell mit Riicksicht auf die erste Higenschaft ¥(@)P—=1. Wir fihren 
daher eine primitive pte Einheitswurzel € ein und setzen 


¥ (@) = §P; 
dann ist zu fordern, dass ®(@) stets ganz und rational sei, ferner 
bestimmt nach yp, sobald @ nach » als Modul bestimmt ist, und ausser- 
dem, dass 
O(a) + O(@,) = O(@+a,) (mod. p) 
sei. Die allgemeinste derartige Function ist aber nach Satz III, § 1 
Y(w@) = S(a@). 
3. Wir lassen zuniichst @ beliebig und bilden die Summe 


(2) F,(0, &) = >) [o}ee™, 


in welcher @ ein vollstiindiges Restsystem nach dem Modul » mit 
Ausschluss der Null durchliuft; diese Summe bezeichnen wir als 
verallgemeinerte Resolvente, oft auch kurzweg als Resolvente. Sie ist der 


Werth, welchen die Summe > finde E800) fir ¢=— 0% annimmt; da 


aber Q* jede Wuarzel der Gleichung #* = 1 sein kann, so wollen wir 
unter F,(¢,&) den Rest der zuletzt angegebenen Summe nach dem 
Modul ¢# — 1 verstehen, also eine ganze Function vom Grade m — 1, 
deren Coefficienten ganze ganzzahlige Functionen von € sind. Die 
Coefficienten dieser Function sind dann vdllig bestimmt durch die 
Werthe, welche sie fiir ¢=1,0,..., O”—' annimmt; aus diesem 
Grunde ist es auch vortheilhaft, von vornherein keinen Werth von a 
auszuschliessen, wiewohl namentlich der Werth a = 0 vielfach einen 
Ausnahmefall bildet. 
Fiir « = 0 (mod. p) erhilt man 


F,(9*, &) = dor, 
also gleich pf —1 oder 0, je nachdem a durch m theilbar ist oder 


nicht. 

Ist dagegen « durch » nicht theilbar, so durchliuft @, = aa 
zugleich mit @ ein volles Restsystem; da hierbei [@,] = [a] [] ist, 
so ergiebt sich 
(3) F,,(0*, §) = [a]-* F, (0+, &). 

Im Allgemeinen reicht es also aus, die besondere Function F', zu be- 
trachten; wir schreiben deshalb zur Vereinfachung 


(4) F (0+, &) = F,(0*, &) => lo} ES(w) | 


Als besonderer Fall der Gleichung (3) stellt sich die folgende dar, 
in welcher zg eine durch p uicht theilbare ganze rationale Zahl bezeichnet: 
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(5) F (0*, &) = [2]-* F(0*, &); 
nach § 2 folgt hieraus, dass die e’° Potenz von F'(0*, &) von & frei 


¢”  bedeutet. 
p-—tl 


Setzt man weiter w,= ?, so durchliuft wiederum @, zugleich 
mit » ein vollistindiges Restsystem nach »; da 


(o]? = [a], S(@)=S(@,) (mod. p) 


ist, wenn e den wahren Nenner des Bruches 





ist, so wird 
(6) F(+, §) = F(0*, &). 
Weniger einfach gestaltet sich die Beziehung zwischen ’,(0*, &) und 
F,.(0*”, &), wenn « beliebig ist. 
4. Wir gehen zur Untersuchung des Productes 


F(@*, )F@, 8) =>) Dd! (olla, Peet™ 


iiber, und zwar ordnen wir die Glieder der Doppelsumme nach den 
Potenzen von § Die Glieder, fiir welche @ + , durch » theilbar 


ist, liefern den Beitrag 

[-1 > fo}. 
Fiir die iibrigen Glieder setzen wir 

6=a0-+ a, + (mod. »); 
@=6t, w@, =6(l—t) 
den (p/— 1) (p/—2) Werthepaaren , o,, fiir die weder @ noch @, 
noch w+ @, durch » theilbar ist, entsprechen eindeutig die Combi- 
nationen von p/ — 1 Werthen von 6 mit p/— 2 Werthen von t, indem 
t keinen der Werthe 0, 1 annehmen darf. Durch diese Substitution 
wird aber 
[ay [oy PEt — [e]e[1 a]. [opHEr. 

Im Ganzen erhilt man also 


(1) F(@*, 8) FO, &) =(—1}" Slo} + ¥os(0) F (0, 8), 


wenn man zur Abkiirzung 
(8) ¥o(8) = > [r]}*[1— x}? 


setzt. Allgemein soll unter ¥,,,(¢) diejenige ganze Function (m— 1) ten 
Grades von ¢ verstanden werden, welche nach dem Modul ¢“ — 1 der 


Summe 
DM etna + ornac —t) 


congruent ist. Alsdann ist 
Way (*) = War, bk (t) 





—_ 2 
tiie 
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nach # — 1; ferner bleibt Y ungeiindert, wenn man a, b um Viel- 
fache von m ‘ndert. 


Die wichtigeren Fille der Gleichung (7) sind folgende. 

a) Wenn a+ b durch m nicht theilbar ist, so wird 
(7a) F(*, §) F(0’, £) = Yap(0) F(O*, &); 
denn unter dieser Annahme ist 


let? =0. 


b) Wenn a durch m nicht theilbar ist, so ist 
(7b) F (0+, §) F(O-¢, §) = [—1]*p/. 
Denn zunichst ist 


lo! =pf/—1 und F(0°,&) ——1. 


Ausserdem aber geht ¥,,(0), wenn man t = (1 —r)r, setzt, wobei rt, 
ein volles Restsystem mit Ausschluss der Zahlen 0 und — 1 durch- 
liuft, tiber in 


Sak => lok — [— 1 = — [— 1, 


und somit die rechte Seite der Gleichung (7) in [—1]* (p’/—1-+1), 

w. z. b. w. Die Gleichung (7b) kann man zufolge (5) auch in die 

Form setzen 

(7e) F (+, §) F(O-*, &-") = p/, | 

in welcher die beiden Factoren der linken Seite conjugirt imaginiir sind. 
5. Die complexen Zahlen Y,, sind von Herrn Kummer als Verall- 

gemeiuerung der in der Kreistheilung auftretenden ¥(0) eingefiihrt 

und in ihre idealen Primfactoren zerlegt in § 2 der Abhandlung ,, Ueber 

die Ergiinzungssitze zu den allgemeinen Reciprocitiitsgesetzen “*). Man 

kann sie in sechs im Allgemeinen verschiedenen Formen darstellen 


mittelst der Substitutionen t= 1—r1,, t =. Setzt man namlich 
i 


(9) a+b+c=0 (mod. m), 

so erhalt man die Gleichungen 

(10) Yap —_ Woe, 

(11) - [—1]#¥,. = [— 1 ¥e = [—1 Pap, 


von denen im Grunde schon vorhin unter b) Gebrauch gemacht ist. 
Bei Herrn Kummer a. a. O. fehlen die Vorzeichen, weil m und p un- 
gerade sind, sodass gerade und [—1]—-+ 1 ist; das Niimliche 
gilt tibrigens auch fiir p = 2. 


*) Journal f, r. u. a, Mathem, 41, 8. 106—121. 
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Sehr leicht ergeben sich die Gleichungen - 
(12) ¥a,0(0) = Ya,s(O”), 
(13) Vas(O) Ya(O-*) = p’, 
die letztere mit der Beschrinkung, dass keine der Zahlen a, b, a+ b 
durch m theilbar sein darf. Endlich driicken sich genau wie in der 
gewohnlichen Theorie gewisse Potenzen und Producte von Resolventen 
F (+, §) durch die Zahlen Y aus; namentlich ist, wenn durch ca das 
kleinste gemeinsame Vielfache von a und m bezeichnet uud c > 2 an- 
genommen wird, 
(14) F (6%, §)° = [—1]*pYaa Vara +» - Va, (e203 
der Fall e=2 erledigt sich unmittelbar durch die Formel (7b). 


Uebrigens wird in der Folge von den Zahlen ¥ kein weiterer Gebrauch 
gemacht. 


6. Wenn es Exponenten k giebt, fiir welche ap* = — a (mod. m) 
ist, so ist der kleinste g unter diesen Exponenten ein Divisor von /. 
Die Gleichungen (6) und (7b) liefern dann zuniichst 

F (6+, §)? = [—1]*p’. 
Ist nun der Quotient f gerade, so ist 
an = (p? — 1) ae + 1) (1 + p*9 +:-:- 4. pf 29) 
durch p — 1 theilbar; folglich ist [—1]* = + 1 und 


’ $f 
F(04, §) = +p .- 
1 
>f 
Wir werden weiterhin unter der Annahme ap” = — a (mod. m) das 
Vorzeichen in der letzten Gleichung allgemein bestimmen. 


Ist dagegen £ ungerade, so ist jedenfalls auch ap/==— a (mod. m) ; 


da aber p/=1 ist, so muss 2a@ durch m theilbar sein. Sehen wir 
von dem Falle a == 0 (mod. m) ab, so muss m gerade, mithin p un- 


gerade, und ausserdem a = + (mod, m) sein, Dann ist aber a(p+ 1) 


durch m theilbar, also g = 1 und f ungerade; weiter ist 
1 —1 ; 
an =~ mn—*—" (1+ p+---+p/7) 


= p— (mod. (p—1)). 
Somit wird hier 
p-l 
F(—1, §*= (—1)* p/, 
f-1,/ p—t 
F(—1,) =p? V (—1)* p. 











Eine Verallgemeinerung der Kreistheilung. 337 


7. Ist g ein beliebiger Divisor von f, dann kénnen wir die Sum- 
mation nach @ in zwei einfachere zerlegen, indem wir die Zahlen 
nach den Werthen der Verbindung 


(15) a+ a + or44...4 orf %*= 9 
classificiren. Nach Satz V, § 1 umfasst jede Classe p/-7 Zahlen a; 
fiir alle diese hat auch S(@) den nimlichen Werth, da 


(16) S(o)=e+or+.---+ 0% '=T7(0) 
ist; @ aber durchliiuft alle Wurzeln der Congruenz 
(17) 0” =@ (mod. y). 


Ist nun g von Null verschieden, so kénnen wir durch die Substitution 
@ = ot die Congruenz (15) in 

(18) ee de Oe Se oe | 

iiberfiihren. Da in dieser @ nicht mehr vorkommt, so sind einfach 
alle Wurzeln von (17) mit allen von (18) zu multipliciren, Nur fiir 
@ =O muss man auf die urspriingliche Congruenz (15) zurtickgehen, 


von den Wurzeln derselben aber m = 0 weglassen. Bedient man sich 


wieder der durch die Gleichung (2) § 1 definirten Abkiirzung und 
setzt ferner 


M,(*) => ol, (a+ oo) +... @/-9=0, 
(19) MO) = Sie, e+e SN), 
(20) (6, 8) = Seer 


so erhilt man jetzt 
F(0*, §) = M,(0*) + M(0*) G(O-, &). 


Bei dieser Umformung ist nur die Gleichung & = 1 benutzt, sodass 
sie fiir § = 1 giltig bleibt. Daher kann man durch Subtraction die 
Grésse M,(9*) fortschaffen und hat dann 


(21) . F(@*, 8) — F(0*, 1) = M+) (4, &) — G(@*, 1)). 


Die durch G(O*, 1) bezeichnete Summe hat aber nach § 2 den Werth 
p’ — 1 oder Null, je nachdem am durch p? — 1 theilbar ist oder nicht; 
im ersten Falle reducirt sich der zweite Factor rechter Hand in Glei- 
chung (21) auf — p’. Aehnliches gilt von der linken Seite, nur das 
es auf die Theilbarkeit von an durch pf —1, d. h. von a@ durch m, 
ankommt. Sieht man also von dem Falle a ==0 (mod. m) ab, so hat 
man den Satz: 


Mathematische Annalen. KXXVII. 23 
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Je nachdem an durch p? — 1 theilbar ist oder nicht, wird 


(21a) F(8*, ) = — pp M(0*) 
oder 
(21) F(@*, § = M(0*) G(6*, §). 


8. Der Factor G(O*, &) besitzt ganz tihnliche Higenschaften wie 
der Ausdruck F’'(0*, ). In der That tibertragen sich die Beweise in 
3. und 4, dieses Paragraphen ohne Weiteres auf die Summe G, weil 


die Zahlen @ sich durch Addition und Multiplication reproduciren. 
Namentlich ist also 


(22) G(O*, &*) = [e]-* G(O*, &), 
(23) G (0+, &) = G(0, &), 
(24) G(O*, §) G(O-, E-*) = ps; 


bei der letzten Gleichung ist der bereits erledigte Fall 


an =0 (mod. (py — 1)) 
auszunehmen. 


Der andere Factor M(0*) ist als specieller Werth der ganzen 
Function (m—1)ten Grades M(#) =>’ gma (mod. (¢™ — 1)) auf- 
zufassen, wobei + durch die Congruenz (18) beschrinkt ist. Da die 
einfachsten derartigen Summen von Hisenstein untersucht sind (vgl. 
den Schluss von § 2), bezeichnen wir sie allgemein als Hisenstein’sche 
Summen. Die zuniichst sich darbietenden Eigenschaften derselben sind 
folgende: 

(25) a) M(9*) = M(0). 
b) Das Product M(0*) M(9-¢) hat den Werth: 
(26a) p/-*, wenn an durch p? — 1 nicht theilbar ist; 
(26b) p*-*2, wenn an durch p? — 1, aber nicht durch p/ — 1. theil- 
bar ist; 
(26c) p?/9, wenn an durch p/— 1 theilbar ist. 


Die Entwicklungen in 7. und 8. gelten auch dann, wenn man 
statt von der Resolvente F von der Summe G ausgeht; neben der 


Zahl g ist dann noch ein Theiler  derselben einzufiihren. Das Resultat 
lisst sich so aussprechen : , 


Zu jedem Divisor g des Grades f des Ideals » gehirt eine be- 
stimmte ,,Resolvente; wenn g durch h theilbar ist und G,H die zu 
den Zahlen g, h gehirigen Resolventen bezeichnen, so ist auch G durch 
H theilbar und der Quotient eine nur von © abhidingende ,,Eisenstein’sche 
Summe.“ 

Die Modification, die dieser Satz erleidet, wenn an durch p* — 1 
theilbar ist, ist dabei ausser Acht gelassen. 
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9. Den wichtigsten Fall der Hisenstein’schen Summen erhilt man, 


indem man g = 1 nimmt; in diesem Falle wird G(O¢, &) eine gewdhn- 
liche Resolvente. Setzt man also 


(27) G@48)— >) [ere @—1,2,...,.p—0), 
(28) MO) = [rye (ef ee H+» + 4 =I (mod. y)), 


so hat man, von a == 0 (mod. m) abgesehen, 


(29a) F(0*, §) = — p M@*) 

oder 

(29b) F(0*, §) = G(0*, §) M(0*), 

je nachdem an durch py — 1 theilbar ist oder nicht. Entsprechend 
ist auch 

(30a) M(8*) M(O~*) = ph 

oder 

(30b) M(0*) M(0-*) = pf, 


wihrend allgemein die Gleichung (25) gilt. 

Die Congruenz S(@)==0 (mod. p) hat f—1 unabhiingige Lésungen 
@,, +.-, @y-1. Nehmen wir zu diesen eine Lésung w, der Congruenz 
S(@) = 1 hinzu, so kénnen wir alle Lésungen dieser letzteren durch 
@) + 4,@, + +--+ ay_1@,_1 darstellen, wodurch 


M(O*) = >? [0 + m0 P+ + +b ays ya? 
wird. Dabei sind dann @,, @,, . 
bestimmter Beschaffenheit. 

Auf diese Summe kann aber die allgemeinere 

M (6%) = >) [oy + m0 $+ arya 
in welcher @), @,, +. +, @s1 beliebige nach dem Modul » unabhingige 
Zahlen sind, in folgender Weise zuriickgefiihrt werden. Sind yo, y,, «.., 4y—1 
die durch die Congruenzen (11) § 1 definirten complementiiren Zahlen, 
so sind die p/—! Zahlen @ = a, + 2, @, + --+-++ ay_1@,/_-; die Wurzeln 


der Congruenz S(y,@) = 1 (mod. p). Setzt man daher y,@ == +t, so 
erhalt man 


. +, @1 f unabhingige Zahlen von 


M (0*) = [m)-* M64), 
womit die Abhiingigkeit der Summe 2/(0*) von der Wahl der Zahlen 


o,@,, .++ @-1 klar gelegt ist. Die Gleichungen (30) gelten fiir 
Mf unveriindert, wiihrend (25) durch 


(0°) = MO?) [yl 
zu ersetzen ist. 


23* 


—————————— 

















340 L. Sricke.BerGer. 


Die Gleichungen (30) kann man auch nach Eisenstein direct be- 
weisen durch ein Verfahren, welches im Grunde mit dem bei den 
Resolventen benutzten identisch ist; wir verzichten auf die Wieder- 
holung des Beweises und fiigen lieber einige Bemerkungen hinzu tiber 
die Art, wie Kisenstein in den beiden von ihm behandelten Fallen 
die f Zahlen @), @,...@s_, gewahlt hat. Er hat die Wahl so getroffen, 


dass jene Zahlen simmilich fiir gewisse om der primitiven Ein- 





heitswurzeln 9 den naimlichen Werth und somit im Ganzen nur f ver- 
schiedene Werthe annehmen. Kine solche Wahl kann zwar practisch 
bequem sein, ist aber ohne principielle Wichtigkeit und ist auch nicht 
immer méglich. Wir geben nur kurz die Bedingung der Méglichkeit 
an nebst einem Falle, in dem diese Bedingung nicht erfiillt ist. Sie 
lautet: es darf keine niedrigere als die fte Potenz von p ein fter 
Potenzrest sein; sie ist nicht erfillt fir m—15, p=—4. Vgl. Fro- 
benius und Stickelberger ,,Ueber Gruppen von vertauschbaren 
Elementen“ § 3.*) 

10. Wir kénnen jetzt auch den in 6. erwihnten Fall vollstiindig 
erledigen, in dem 

1 
ap? = —a (mod. m) 

ist, ohne dass a durch m theilbar wiire. Setzen wir niimlich 


(31) g= sf, a(po+1)—ml, 
mithin 
an= (p? bia 1) l, 


so ist fiir alle Wurzeln der Congruenz (17) [e]*—1, und folglich 
nach Gleichung (21a) 


F(*, 8) = — p’ M(@%, 
MO) = >’ [c} 


t-+ rt” =1 (mod. y). 


mit der Bedingung 


Setzt man nun 
rel = g, 


so liefert die Bedingung fiir t die Congruenzen 


6r=1—r, t(l+o)=1, 
wahrend 


(32) oP+1=1 (mod. p) 


ist. Es findet daher ein eindeutiges Entsprechen zwischen den Wurzeln 


*) Journal f, Math. 86, 8S, 228. 
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der Congruenzen fiir t und o statt, wobei aber 6 =—1 auszuschliessen 
ist. Zugleich wird 
[x] = x! (7—1) = gf, 
Ist nun h der wahre Nenner des Bruches 
1 a 

+p om? 
so wird o', wihrend 6 alle Wurzeln der Congruenz (32) durchliuft, 
je (1+ p%):h Mal jeder der Aten EHinheitswurzeln congruent; die 
Summe aller dieser Einheitswurzeln ist folglich gleich Null. Wegen 





des oben erwaihnten Ausschlusses von 6 == — 1 wird also 
MO) = > (t= —(- 1), 
1 
af 
(33) F (0+, &) = (— 1)' pp = (— 1)'p’. 


Eine Ausnahme bildet der Fall p = 2, wenn zugleich a ungerade ist. 
In der That sollte vorhin eigentlich diejenige Potenz von 0. aus- 
geschlossen werden, welche = (— 1)' (mod. p) ist; diese ist aber dann 
nicht — 1, sondern + 1, wenn /, m zugleich ungerade sind. Wegen 
Gleichung (31) erfordert dies, dass a@ und p? +- 1 ungerade seien, mit- 


1 
af 
hin p= 2. Ueberhaupt ist fiir p —2 und ap? 41)=0 (mod. m) 


3 
F(0*, §) =-+ p ° 
11. Wir betrachten zum Schlusse zwei einfache Beispiele.. 
Beispiel 1. Fir m=15, p=2, f=—4 hat man die vier- 
gliedrigen Perioden 
7=0+0?+0!+06%, 74, =—O%+ 034 0" +4 Q7 
zu betrachten, welche die Wurzeln der Gleichung 
n —y+4=0 
sind. Fir denjenigen Primfactor » von 2, fiir den 
: ; y =0, 4, =1 (mod. p) 
ist, wird 
(34) e'+0+1=0 (mod. p). 
Setzt man jetzt 
o=2 + 2,90+ 2,0? + 2,0°, (mod. yp), 


S(@) =a+ o@? + a+ w'=-2,, (mod. p). 
Zugleich ist [w] ==. Nimmt man also g = 1, so sind die Zahlen t 
einfach diejenigen Potenzen von 9, in deren mittels (34) auf den 
dritten Grad reducirten Ausdriicken 0° einen ungeraden Coefficienten 
hat. Die Rechnung giebt als Exponenten dieser Potenzen 


so wird 
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3, 6, 7, 9, 11, 12, 13, 14 
und somit fiir g = 1: 


M(t) = (3 + #8 + t9 + £12) + (t7 4 et 4 £13 + 414), 


Die besonderen Werthe sind 


M(0) = MEO) — MO’) = MO") =~ 1, 
M6’) = M(6") = MO") = UO") = — ny, 
M(0’) = — 2, 
M(0') = + 2. 


Beispiel 2. m=—15, p=19, f—2. Wihlt man denjenigen 
Primfactor », fiir den 
0+0>=2, &+O0= 9, 0+O0%=6, OU +O0"%= 3, 
ee + O"=4, Of + O° =—5, o=7, Qe" =—8 
ist, so wird zugleich 
6? — 20+ 7=0; 
diese Congruenz geht fiir 


@—1=—¢ 
fiber in 
é°+6=0. 
Setzt man nun wo = 2-+ yf, so wird einerseits 
a -+- o? =22, 
andererseits 


[a] = wo = (a + yf)’ (w — yf). 
Die Ausfiihrung der Rechnung liefert allgemein 
M(f) = B(t-+ t4) + (e+e) $ ETE E88) FE ey) 4 2084 21) 
+ 2t5 +4 ¢10, 
und im Besondern 
M(0) =2(0 + 6") — 3(6? + 6%) — 2(67 + 9") — (0" + 9"), 
M(0*) = — 1, 
M(0*) = — 2+ 30°. 


§ 4. 
Arithmetische Eigenschaften der Facultiten. 


In den folgenden Paragraphen bediirfen wir einiger Eigenschaften 
der Facultiiten, die wir hier im Zusammenhange entwickeln wollen. 
Wir gehen aus von der Darstellung der ganzen positiven Zahl a in 
dem System, dessen Basis p ist; wir setzen also 


(1) a=a,+ a,p + a.p?+--- 
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mit der Bedingung, dass a,, a,,... Zahlen der Reihe 0,1,...,»—1 
sind. Bekanntlich findet man dieselben durch wiederholte Division ge- © 
miss den Gleichungen 


a =A + PH, 
Qs = 4, + PQ, 
2 
®) Yo = A, + PQs, 


Aus diesen ergiebt sich unmittelbar die bekannte Gleichung 


(3) a— (a+ a,+a,+-+-)=(p—1)\Q+a+°°°), 
auf welcher u. A. die Neunerprobe beruht. 

Von jetzt an sei wieder p eine Primzahl, die zuniichst auch gleich 
Zwei sein darf; wir wollen das Verhalten des Productes 1.2...a=— a! 
zu p untersuchen. Durch p theilbar sind in demselben die Factoren 
Pp, 2p, .+4 Gp, deren Product p%q,! ist. Das Product der iibrigen 
Factoren ist nach p congruent 


(1.2... (p—1))™.1.2...a% 


oder nach dem Wilson’schen Satze congruent (— 1)"a)!. Somit 


haben wir 
a! 


ee er =a,! (mod. p). 
Aus gleichen Griinden ist 
' ; 
a a =a,! (mod. p) 


u.s.w. Durch Multiplication erhalten wir 


@) we Saar ay! ay! a.!... (mod. p). 


Damit ist nicht allein die héchste in a! aufgehende Potenz von p 
bestimmt, welche sich schon bei Legendre findet, sondern zugleich 
der Rest nach der niichst héheren Potenz. 

Die Gleichung (4) gestattet eine Umformung, die auf der Kin- 
fiihrung einer primitiven pten Hinheitswurzel § beruht*). Aus der 


Gleichung 
p = (1 — &) (1 — &?) ... (1 — §? +) 


wird bekanntlich geschlossen, dass der Quotient p:(1— §)?-' eine 
algebraische Kinheit ist, fiir welche man zuniichst den Ausdruck 


1-(1+& (1 +€+ 8) --- (1+ E+--- + Er) 


*) Diese Umformung und der anschliessende Satz sind neu hinzugefiigt. 
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erhilt; nach dem Modul 1 — & ist dieser congruent 1.2...(p— 1), 
und man hat also mit Riicksicht auf den Wilson’schen Satz 
(5) zt =-+1 (mod. (1—8)). 
Dieselbe Congruenz erhiilt man auch, indem man die Gleichung 
& = 1-+(& — 1) auf die pte Potenz erhebt und rechts den binomischen 
Satz anwendet. 

Erhebt man jetzt die Congruenz (5) auf die Potenz g, + q,+--: 
und multiplicirt sie mit (4), so erhilt man 

! 
(6) ey = ay! a,! ees (mod. (1 _ é)) ’ 
wofiir man auch schreiben kann 
@m =F... ¢-F &-i.. 
! 


a! noe a,! 





(mod. (l— E)btatart-) , 


In diesen Congruenzen ist der Satz enthalten, der uns in § 6 wesent- 
liche Dienste leisten wird: 


I, Bedeutet a eine positive ganze rationale Zahl, p eine rationale Prim- 
zahl, & eine primitive pte Einheitswurzel, so ist der Bruch Rien 
gleich einem Bruche, dessen Nenner zu p theilerfremd ist. 

In dieser Form gilt der Satz auch fir a = 0; ist a > 0, so ent- 
halt der Zahler des zweiten Bruches noch die Potenz (1 — &)#tet~, 
also genau die erste, so oft a eine genaue Potenz von p ist. 

Zwischen den Werthen von a!, welche den Werthen a = 0, 1,..., 
p—1 entsprechen, bestehen noch Relationen nach dem Modul p, 
welche an bekannte Eigenschaften von [ (4) erinnern, wenn A das 
Intervall von 0 bis 1 durchliuft. Zunachst ist nach dem Wilson’schen 
Satze 
(8) a! (p—1—a)!=(— 1)" (mod. p), 
eine von Jacobi vielfach benutzte Relation. 

Ist ferner a eine jener p Zahlen und q irgend eine ganze positive 
durch p nicht theilbare Zahl, und setzt man zur Abkiirzung 


has B(), —_ BE(4 t P), oy Mee E(f#=4=2P), 


wobei E(x) die grésste # nicht tibersteigende ganze Zahl bedeutet, 
so sind b),b,,..., 0,-1 ebenfalls Zahlen jener Reihe, und man kann 
den Bruch 


(9) Fa=¢ 


nach dem Modul p vollstindig bestimmen. Ist nimlich a> 1 und k 
diejenige unter den Zahlen 0, 1,..., q—1, fiir die a+ kp durch 
q theilbar, also gleich qb, ist, so hat man 





bo! d,! eee bo 1! 
a! 
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k 1 — 1 k 
E(*+ =P) wt (4=+*P) ‘+ ¥, 
wahrend fiir die iibrigen Zahlen i jener Reihe 


a+ip)_ p(a—'+ip 
E(4?) = E(*—*"*) 
ist. Daher ist 
F b, +k 
Key =: = _ tte =1 (mod. p), 
folglich auch 


F(a)= F(a—1) (mod. p) 
und 


(10) F(a) =F(0) (mod. p). 


Diese Relation liisst sich bequemer und zugleich etwas allgemeiner 
schreiben, wenn man fiir irgend einen reellen positiven Werth von 2 


durch P(x) das Product der ganzen positiven Zahlen bezeichnet, die 
« nicht tibertreffen, also 


(11) P(z) =1.2.3... E(a) 
setzt; fir O< a <1 soll P(w) =O! =—1 sein. Der Ausdruck 


o(S) ($2)... o(E+4=22) 


(Qa) F(x) = ge. ue 





ist dann, so lange 0O<% <p bleibt, nach dem Modul p von x un- 
abhiingig, also 


F() = P(2) PGP)... P(*—9P) (moa. p). 


Hier kann man, wenn q ungerade ist, zufolge der Gleichung 
g (iP 7(S—9P) oy — 


und der Congruenz (8) die Glieder paarweise zusammenfassen, wodurch 
man erhiilt 
14 We (2 


r > & ; ‘ ait 
(12) F(a) = (— 1) . — (7) (i=1,2,--, t="). 
Auf gleiche Weise erhilt man bei geradem q 


F(#) =?>*! (— rt *(7) (i=1, Zyrey 1-2 
(13) ty E (*? 
ay EE (—1) * (7) (i=1,2,---, 4): 

2 
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Ist die Zahl q zusammengesetzt, so liisst sich das zu q gehdrige 
Product F(x) aus den analogen zusammensetzen, welche zu den 
einzelnen Factoren von gq gehéren. Wir wollen daher jetzt q als 
Primzahl voraussetzen. Fiir g = 2 haben wir dann unmittelbar 


(14) gee P(<) p(2t?) = Pia) P(2) (mod. p). 
Bei ungeradem g dagegen bleibt noch der Factor 
(2 


zu bestimmen; derselbe ist aber durch Gauss’ dritten Beweis des 
Reciprocitiatsgesetzes*) bekannt, nimlich gleich dem Restcharakter 


(2), wobei aber der Fall p —2 auszuschliessen ist, der fiir unsere 


Relationen ohne jede Bedeutung ist. Wir haben somit, wenn p, ¢ 
ungerade Primzahlen sind 


(15) g.P(=) p(#tP be p(staqve j=(-1 (2 P). Pie) (mod.p). 


Die Beziehungen dieser Siitze zum quadratischen Reciprocititsgesetze 
werde ich an anderer Stelle erértern. Erwihnen muss ich hier noch, 
dass in Jacobi’s Vorlesungen iiber Zahlentheorie 1836/7, die mir in 
der zweiten Hiilfte der siebziger Jahre durch das Borchardt’sche Heft 
oder eine Abschrift desselben bekannt geworden sind, die Fille be- 
handelt werden, in denen p+ 1 durch q theilbar ist, 


§ 5. 
Zur Theorie der Kreistheilung. 


Um das Verstiindniss der allgemeinen Theorie des folgenden Para- 
graphen zu erleichtern, betrachten wir in dem gegenwirtigen die 
Factorenzerlegung der gewdhnlichen Kreistheilungsresolvente, wie sie 
Herr Kummer ermittelt hat, in grésster Allgemeinheit am Schlusse 
der Abhandlung: ,,Zheorie der idealen Zahlen, welche u.s.w.“ Die 
Methode, die wir anwenden, liefert nicht allein die Kummer’schen 
Resultate in directerer Weise, sondern giebt auch eine Vervoll- 
stindigung derselben und ist ausserdem leichter auf unsere verall- 
gemeinerten Resolventen zu iibertragen. 

Sei p eine ungerade Primzahl, m ein Divisor von p — 1 = mn; 
seien ferner 0, & primitive mte und pte Einheitswurzeln, » ein in p 
aufgehendes Primideal des Kérpers 2, welcher aus der algebraischen 
aehl lan entepringt. endlich [2] diejenige Potenz von 0, welche nach 


*) Werke II, 8. 6, 
**) Abhandl. ‘dee k, pr. Acad, d, W. 1856. 
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p congruent ist der mten Potenz der ganzen rationalen Zahl z. Statt 
der Resolvente 


p—l 
(1) F(6*, §) = >) [eleé" 
1 
betrachten wir zunichst die Function einer Unbestimmten wu: 
p-l 


FO, 1+) = D [ele (1+ uy. 


1 


Vermége der Definition des Zeichens [2] und des binomischen Lehr- 
satzes erhalten wir 


F (0+, 1 -l- w) =>) 2en(1 -f- uw)? 
=D Dee -1)..-@-y +0) (mod. »), 


wo ¢ wie vorher die Werthe 1, 2,...,p—1, y aber die Werthe 
0, 1,....—1 annimmt. Nehmen wir jetzt, was keine wesentliche 
Beschriinkung einschliesst, 

(2) 0O<aSm, 

so ist die ganze Function 2". 2(¢—1)...(@—y-+1) vom Grade 
an--y und enthilt kein von z freies Glied; so lange daher an+y<p—1 
ist, ist aus bekannten Griinden die Summe ihrer Werthe fiir die ge- 
nannten Werthe von ¢g durch p theilbar, wihrend sie congruent — 1 
wird fir an-+-y=p—1. In der Entwicklung von F(0*, 1 + u) 
sind somit die Coefficienten derjenigen Potenzen von u, deren Expo- 
nenten kleiner als p — 1 — an = n(m— a) sind, simmtlich durch 


y theilbar, wibrend der Coefficient der eben bezeichneten Potenz 
— I 


congruent ist er 2 Wir driicken dies durch die Congruenz 
aus: 

p-—l—an 
(3) t (02, 1 -f- w) =— eS ee | 


= (an)! (— u)P-?-4")— (modd. p, w?-**), 
Wollen wir nun 1 + w= & einsetzen, so miissen wir gleichzeitig 


von dem Kérper Q zu demjenigen Kérper Q vom Grade (p—1) p(m) 
iibergehen, welcher aus den Einheitswurzeln 0, § entspringt. Be- 


zeichnet » die Gesammtheit der ganzen Zahlen dieses Kérpers, so ist 
oy = ,; 

wihrend 1 — & nur die erste Potenz des neuen Primideals » enthiilt. 

Vermége dieser Bemerkungen geht die letzte Congruenz iiber in 


(4) F (+, &) = (a n)! (1 _— g)P—t—ae (mod, p?-"), 
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Damit ist nicht allein die héchste in F aufgehende Potenz des Prim- 
ideals }, sondern zugleich der Rest nach der nichst héheren Potenz 
bestimmt. 

Die iibrigen Primfactoren erledigen sich leicht, indem man a 
durch den kleinsten positiven Rest a von ak und gleichzeitig 0 
durch ©* ersetzt, wobei kk’ == 1(mod.m) angenommen wird. Be- 
zeichnet man durch },, }, diejenigen Ideale, in welche durch diese 
Substitution die friiheren », » itibergehen, so erhalt man 
(5)  F(@*,%) =(a®n)! (1— §)P--e™ (mod. p?-””), 

Nimmt man zu diesen Congruenzen die Gleichung 
(6) F(0*, &) F(O-4, §-") =p 
hinzu, so lasst sich die Frage beantworten, wie weit durch diese Be- 
dingungen die Zahl F'(0*, €) bestimmt ist; dabei wird angenommen, 
dass @ eine feste durch m nicht theilbare Zahl sei, indem der Fall 
a =0(mod. m) sich von selbst erledigt, Giebt es neben F(O*, &) 
eine zweite Zahl, welche dieselben Bedingungen befriedigt, so ent- 
halten beide nur die Primideale », und jedes derselben in der gleichen 
Potenz; ihr Quotient ¢ ist daher eine algebraische Einheit, und zwar 
eine solche, welche mit der conjugirt imaginiiren das Product Eins 
giebt; nach einem Kronecker’schen Satze*) ist daher ¢ eine Wurzel 
aus Eins, und zwar, weil rational aus 0, & gebildet, von der Form 
+ OYE; das doppelte Vorzeichen ist dabei iiberfliissig, sobald m 
gerade ist. Zufolge der Congruenz (4) muss aber auch ¢=1 (mod.})), 
d. h. + ©” = 1 (mod. p) sein, was nur méglich ist, wenn -+- OY = 1 
ist. Daher ist durch die Gleichung (6) und die Congruenzen (5) die 
complexe Zahl F'(0*, &) bis auf eine Potenz von § bestimmt. Nimmt 
man die Bedingung hinzu, dass F™ die Grisse — nicht enthiilt, so 
bestimmt sich auch noch diese Potenz von &. 

Setzt man m — a fiir a, so ergiebt sich aus (4) die Congruenz 


(4a) F(e-, £) =(p-—1— an)! (1 iii &)a" (mod. pita) 


welche fir 0a < m gilt. Wenn a zwischen 0 und m liegt, so er- 
halt man durch Multiplication 


F(0*, &) F(O-¢, &) = (an)! (p — 1 — an)! (1 — &)? 
=—(— 1)" (1— 81 (mod. p?). 
Da die linke Seite den Werth (— 1)*"p hat, so folgt hieraus 
p=—(1— 8? (mod. 7”), 


in Uebereinstimmung mit Formel (5) § 4. 


*) Journal f, Mathematik, Bd. 53, S, 176 ff. 
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Unsere Formel (3) ist, von der Bezeichnung abgesehen, in einer 
vollstiindiger enenthalten, die Jacobi in der Note: ,,Ueber die Kreis- 
theilung u. s. w.“*) angiebt; wihrend aber Jacobi die Entwicklung bis 
zu den Gliedern mit u”-! treibt, haben wir uns mit dem ersten durch 
p nicht theilbaren Gliede begniigt und durch die Substitution w—&—1 
die Relation (4) gewonnen, welche unmittelbarer als die Jacobi’sche 
die von diesem ,,lange vergeblich gesuchte“ Analogie zwischen Resol- 
venten und Euler’schen Integralen zweiter Gattung zum Ausdruck 
bringt. Unsere Congruenz liefert denn auch, ohne jede Benutzung 
der Jacobi’schen Zahlen ~, die Beweise der von Jacobi a, a. O. mit- 
getheilten Sitze iiber Producte von Resolventen, wobei die auftretenden 
algebraischen EHinheiten sich in ‘bnlicher Weise wie oben (S. 348) 
bestimmen; namentlich sei auf Jacobi’s ,,allgemeine Formel“ S. 168 
hingewiesen, bei deren Beweis die Formeln (12) und (13) des § 4 
Verwendung finden, 

Die Congruenz (4) fiihrt witli zur Bestimmung des Vorzeichens 
der Gauss’schen Summen fiir den einfachsten Fall. Setzt man niimlich 


m=2, n=? —s mithin p=p, so fallt [¢] mit dem Legendre’schen 


Zeichen (=) zusammen, und jene Congruenz verwandelt sich in 


pl p+ 
F(-1,8)=)> (es? 1-? - (1—&) * T), 


wahrend zugleich 
1 


F(—1, 8 —=(-1)* p 
ist. Denselben Bedingungen geniigt aber auch die Zahl 


(@) = fre a 8 ae GF), 


beziiglich der Congruenz wird dies in gleicher Weise erkannt, wie 
wir die Relation (5) § 4 bewiesen haben. Zuniichst muss also 
F(— 1, &) = + 0(&) sein; das Vorzeichen bestimmt sich dadurch, 
dass der Quotient nach dem Vorhergehenden congruent -+-1 sein 
muss nach dem Modul 1 — —. Man hat also 


Dvn’  a-pa-w...G-e*), 


woraus sich alles andere in bekannter Weise ergiebt. Unser Beweis 
ist dem Wesen nach identisch mit dem von Herrn Kronecker**) 
angegebenen. 4 

*) Journal f. Math. 30, 8. 169. 

**) Journal de math, (2) t. 1; 1856. 
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§ 6. 
Congruenzbedingungen fiir die verallgemeinerten Resolventen. 


Wir gehen jetzt zu der verallgemeinerten Resolvente 


(1) F@*,8)= > [oe 
iiber, wie sie durch Gleichung (4) § 3 definirt ist; zur Abkiirzung ist 
dabei s statt S(@) geschrieben. Bei gegebenem a ist F’'(@*, &) eine 


ganze Zahl desjenigen Kérpers & vom Grade (p—1) p(m), der aus 
den Einheitswurzeln ©, € oder ihrem Producte O§ entspringt, und sie 
enthilt keine anderen Potenzen von Primidealen als solche, die in 
p’ aufgehen. Bezeichnet man auch hier durch » die Gesammtheit der 


ganzen Zahlen in Q, so gilt wie in § 5 die Gleichung 
(2) p= ape 
wihrend 1 — & die erste Potenz des neuen Primideals ) enthiilt. 


1. Was nun den ersten Factor des allgemeinen Gliedes von F 
anlangt, so haben wir 


[o] = wo" (mod. p), 
und daher nach bekannter Schlussweise 
[a]2’ = w*?’ (mod. p/+); 

da aber p/==1 (mod. m) und [@]"—1 ist, so wird auch 
(3) [oa] = ow?! (mod. »p/+), 

Eine Vereinfachung liisst sich hier dadurch erzielen, dass man @ 
selbst passend auswihlt. Setzt man nimlich zunichst 

wo?! = ow, (mod. p/+), 
so ist @, = (mod.)) und daher 
o,?/ = oP! = w, (mod. p/+1). 

Die Congruenz 
(4) a?! = @ (mod. p/+) 
hat daher jedenfalls die p/ Zahlen w, zu Wurzeln. Sie hat aber auch 
keine andern Wurzeln; denn ist @ eine solche, so ist eben nach (4) 
@ einer p/ten Potenz congruent. Daraus folgt: 

I. Wahlt man die Zahlen @ des Restsystems so, dass sie die Con- 
gruenz (4) befriedigen, dann ist 
(5) [a] = @" (mod. »/+). 

Da sich ferner die Zahlen @, von Null abgesehen, durch Muiti- 
plication reproduciren, so erhalt man fiir jede ganze positive durch 
p/ — 1 nicht theilbare Zahl ¢ die Congruenz 


Wr es. oye Le 
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(6) = ao =0 (mod, p+), 
wahrend in dem ausgeschlossenen Falle die Summe congruent p/— 1 ist. 

2. Hine genauere Bestimmung der rationalen ganzen Zahl s=S(@) 
wird geliefert durch den folgenden Hilfssatz. 

II. Bezeichnet » ein solches Primideal eines beliebigen Kérpers Q, 
dessen Norm gleich der ften Potenz der rationalen Primzahl p ist, ferner 
D(%,, %,-+ +X) eime ganze und ganezzahlige cyklische Function von 
f Verdnderlichen, und h eine ganze positive Zahl, dann ist fiir jede 
ganze Zahl @ von Q die Zahl 

O(a", ort... ort) 


einer rationalen Zahl congruent nach dem Modul y+, 
Setzt man nimlich 


(7) D(ay, Xe, . Xp)? = D(a, HyP, . . 0 BH”) + pV (M,, Xo,.- My); 
so ist Y eine Function derselben Art wie ®. Ist daher der Satz fiir 
einen bestimmten Werth von h giltig, so sind fiir 

a,=o0", 2 =o"... 


®, ¥ rationalen Zahlen congruent nach yt, folglich ®? und p¥ 
ebenfalls rationalen Zahlen congruent nach yp"+*; daraus folgt un- 
mittelbar die Richtigkeit unseres Satzes fiir h-+-1. Der Fall h=0 
ist bekannt; der Beweis beruht ebenfalls auf der Gleichung (7). 

Wahlen wir nun die Zahlen w wieder so, dass sie die Congruenz 
(4) befriedigen, so erhalten wir unmittelbar den speciellen Satz: 


lil. Geniigen die Zahlen @ wiederum der Congruens (4), dann 
ist die Summe 


(8) o+ort...+ ar. 6 
einér vationalen Zahl s congruent nach dem Modul »/*'. 


3. Wir wihlen jetzt s iiberdies positiv, und entwickeln &* nach 


Potenzen von (§ — 1) bis zu einer spiiter zu bestimmenden Grenze, 
setzen also 


t 
—1)...(s—k 
pa Sta totto Gy 


= 54” oe — 1)... (6 — B41) (mod. — 1). 


Diese Congruenz bleibt auch giltig fiir den Modul »‘*’, wenn » das 
zu Anfang definirte Primideal bedeutet. Ferner ist nach Satz III. 
$ der Summe 6 congruent nach dem Modul »/+! oder p'/*” '?™, withrend 
(§ — 1): k! nach Satz I. § 4 gleich ist einem Bruche, dessen Nenner 





— 


| 
| 
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zu p theilerfremd ist. Daher kann man in der vorigen Darstellung 


von §* nach dem Modul »‘** geradezu s durch 6 ersetzen, wenn man 
den Exponenten / der Bedingung 


(9) (f+)D@—)>! 
unterwirft. Auf diese Weise erhilt man unter Benutzung bekannter 
Eigenschaften der Binomialcoefficienten 


e => (*) @—1) 
=> ()C)- 


dabei sind 2, 2,,...,%,;-1 Zahlen der Reihe 0,1,..., deren Summe 
kleiner oder gleich / ist. Zu beachten ist hierbei, dass die einzelnen 


pi ore on oo 
(Or ea tte (moa. 5); 


Binomialcoefficienten wie (°) auch Potenzen von p im Nenner ent- 
halten, die aber durch die hinzutretende Potenz von (§ — 1) com- 
pensirt sind. Setzt man nun fiir eine Unbestimmte w: 


w(w—1)...Qw—2+1)=—>'C,yw OZy=z), 


so ist C,o—1, wihrend die folgenden Coefficienten ganze Zahlen 
sind. Fiir €* ergiebt sich also die Darstellung 


ot ot 3 te 
(10) > > Cray y, Cayy, © + « aoe) + nd Pt hed lll 
=< oe 


(mod. »**’) ; 
die Summationsbedingungen ergeben sich unmittelbar aus dem Voran- 
gehenden. 


4. Wir setzen nun die Werthe (5) und (10) fiir [@] und &* in 
die allgemeine Resolvente ein. Nehmen wir noch 


(11) 0<asam 
an und bringen an in die Form 
(12) an=b, + bp +--+ b1p, 


mit der Bedingung, dass by, b,,..., bs_1 Zahlen der Reihe 0,1,...,9—1 


seien, so wird der vollstindige Exponent von in dem allgemeinen 
Glied von F: 


t = (bp +%)—m%) + (+ 2,— 9) D+ es + (Gata —yy-1) pi 
= tipt---+i-ip. 
Die Zahlen ¢; = b; + x; — y; sind wegen der Summationshedinguigen 


und der Annahme (11) nicht negativ und auch nicht siimmtlich gleich 
Null. Fiihren wir nun die Summation nach @ aus, so wird nach (6) 
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z co nur dann nicht durch p/H = yt"? theilbar, wenn ¢ durch 
p’—1 theilbar ist. Wir suchen also die allgemeinste Lésung der 
Congruenz 
(13) b+tiypt---+ttip=0 (mod. (p/—1)), 
aus der sich durch Multiplication mit p, p*, ... noch f — 1 iihnliche 
ergeben. 
Setzen wir demgemiiss 
t thpt---+b-i.pl =(p/—1) 4, 
bat bp + +++ + bs pl = (p/ — 1) uy, 
t§ thpt:--+h pot =(pi— 1) ay, 
so erhalten wir 
ty = PUs-1 — Uy, by) = PUy-g — Uy-a, «oy Epa = Ply — 
als allgemeinste Liésung der Congruenz (13). Sollen die Zahlen ¢ 
nicht negativ und auch nicht simmtlich gleich Null sein, so miissen 
die Zahlen w positiv sein, also jede von ihnen mindestens gleich Kins. 
Dann ist aber 
tote tess bt = (p— JV) (ty Huy + + uy) 
mindestens gleich ./(y—1), und dieser kleinste Werth tritt nur ein fiir 
t =, +++ sty —p— 1. 
Substituiren wir nun wieder ¢; = b; + (a; — y;), so erkennen wir, 


dass = (a; — y:) mindestens den Werth > (p — 1 — 0;) haben 


muss und diesen nur dann haben kann, wenn fiir jeden einzelnen 
Werth von ¢ 


L— Y= p—1—b; 
ist. Verftigen wir also endlich iiber die bisher nur der Ungleichheit 
(9) unterworfene Zahl 1] so, dass wir 


(14) l= >) (p—-1—W =f(p— I) — Sd, 
setzen, so kommt von allen zulissigen Verbindungen der Zahlen «;, y; 
uur die einzige in Betracht, fiir die 
aZ=p—1—b, y= (@ =0,1,...,f—1) 
ist. Die zugehérigen Zahlen C,,, sind dann alle gleich Kins, wiihrend 


a wo! = pl —1==—1 (mod. y'*’) 
ist, da nach (14) sogar 1 < f(p — 1) ist. Wir haben daher 


(5) FO, 8) =— qqapayr FDEP oa. pA) 
(¢(=0, 1,-++,f—1) 


Mathematische Annalen. XX XVII. 24 
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oder auch vermége des Wilson’schen Satzes 

(ba) = F(O*, 2) = (— 19 J J ss a—HFer 
(moa. p4+20-!-9)), 


Ersetzen wir a durch m — a, wobei aber 0 = a < m sein muss, und 
entsprechend 6; durch p — 1 — Bj, so folgt 


. 1 4 J . 
(15b) F(O-*, 8) =(—1)* 2". AH)" (mod. pt"). 
Eine Bestiatigung erhalt man durch Multiplication der letzten beiden 


Congruenzen, wenn man auf (7b) § 3, (5) § 4 und den gleich zu 
entwickelnden Werth von z= b; Riicksicht nimmt. 


5. Die etwas unbequeme Definition der Zahlen 0b; durch die 
Gleichung (12) kénnen wir nach dem Kummer’schen Vorgang durch 
eine andere ersetzen. Sind niimlich fiir ein beliebiges durch m nicht 
theilbares @ ad, 4, -.., G1 die kleinsten positiven Reste von 
a, ap,..., ap/-', zu denen noch a; = a, hinzugefiigt werden mag, 
dann kénnen wir die Gleichung (12) durch folgendes System ersetzen : 

an =b +5)p+---+ hip, 
an = bert bop +---+ b-spt, 


asm=b, +b. p+---+ by pl. 
Aus diesen aber folgt 


n( pai — dep1) = (pf — 1) bir 





oder a 

(16) Sena oe (2%), 

(17a) Db = > E(t) = 2S! Da, 
(17b) > bi San (mod. (p —1)), 


(18) [T«=[] 22), 


wenn wieder P(x) durch die Gleichung (11) § 4 definirt wird. 


IV. Ist a durch m nicht theilbar, und bedeutet a; den kleinsten 
positiven Rest von ap‘ nach m, dann ist die Resolvente F(O-*, €) 
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genau durch die Dy E (2) te Potene des Primideals y theilbar und 
ist nach der niichst hiheren Potenz congruent 


is yr) i (3)  _ y= ( m ) 


6. Der Uebergang zu den conjugirten Idealen geschieht wie in 
§ 5. Man ersetzt a durch ak, © durch O*, wobei die Zahlen k, k 
die Bedingung kk’ = 1 (mod. m) befriedigen. Sind nun af’, ..., af 
die kleinsten positiven Reste von ak, ..., akp/-1, ferner y,, px die 
Ideale der Kérper Q, Q, in welche », » durch jene Verinderung 
iibergehen, so hat die hichste in F'(Q-*,&) aufgehende Potenz von 
yx den Exponenten 


(k) 
(19) zu) an rsd > (i =0,1,..., f—1). 


Da allgemein ); = },, ist, so erhiilt man hieraus den Satz: 





Durchliiuft k p(m) Zahlen, welche incongruent nach m und prim 
zum sind, erhebt man ferner jedes der Primideale }, auf die Potenz 


(k) 

(25-), wobei a) den kleinsten positiven Rest von ak nach m be- 
deutet, so ist das Product dieser Potenzen ein Hauptideal, némlich 
5 F(@~, 8). *) | 

Die Frage, wie weit durch die Gleichung 

F(@*, §) FO, §-") = p/ 

und die in diesem Paragraphen hergeleiteten Congruenzbedingungen 
die Zahl F(O*, &) bei gegebenem a bestimmt ist, beantwortet sich 
iihnlich wie die in § 5 aufgeworfene dahin, dass F'(Q*, &) bis auf 
pte Einheitswurzeln bestimmt ist; aber auch diese bestimmen sich, 
wenn man die Bedingung hinzufiigt, dass J’ die Grosse & nicht ent- 
halt. Die letzte Folgerung gilt nicht fiir p — 2; in diesem Falle liisst 
sich das Vorzeichen von F' auf dem angegebenen Wege nicht be- 
stimmen. 

Wenn > a; durch m oder, was dasselbe heisst, am durch p—1 
theilbar ist, so tritt eine Vereinfachung insofern ein, als dann schon 
F(0*, &) von & frei ist. Entsprechend wird dann auch a b; durch 


p — 1 theilbar, und man kann statt des Ideales ) wieder » einfiihren, 





*) Vgl. Kummer, Journal f. Math, 35, 8, 364—367; 44, S. 121. 
24* 
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1 
Namentlich wird also F(O-*, &) genau durch yaaa theilbar und ist 
nach der nachst héheren Potenz von » congruent 
1 


-(- ". : 


a, 
mp(2*) 
Als leicht zu verfolgende Beispiele seien angefiihrt 
1) m=11, p=3, 4, 5,9 (mod. 11); 
2) m=15, p=2 oder 8 (mod. 15). 
7. Die Betrachtungen, welche wir bisher in Betreff der Resolvente 
F'(@*, &) angestellt haben, iibertragen sich mit geringen Abinderungen 


auf die Resolventen, welche nach § 3,8 den verschiedenen Divisoren 
g von f entsprechen. Sei g ein solcher Divisor und an durch p? — | 


nicht theilbar (andernfalls ist einfach G(@*, §) = — 1) , 80 wird man 
die Zahlen @ so wiahlen, dass sie die Congruenz 
(20) eo” =@ (mod, pt") 
befriedigen; dann wird 
[o] =" (mod. y+"); 

etoer+---+e" =a 
aber wird einer rationalen Zahl s congruent nach demselben Modul. 
Setzt man nun 


(21) an= B,+ Byp+---+ Bip + C,(p2 — 1), 
wo B,, B,, ... Zahlen der Reihe 0,1, ..., p —1 sind, so wird 
vermége der friiheren Schlisse 


@2a) Ge, 8) =(-17 J] Bra —_2=e 
(mod. pitZie-1-s) ) , 
(22b) G(O-¢, é) = (— 1) 2% WEY (1 = £2 


(mod. pit2ai) . 
Die Gleichung (21) lasst sich, da 


a ee fn 
wa m 
ist, auf die Form 
a(itp?+p%4-.--+pi%) Bot Bp+-:-+B, py" 
py m — p? aif + C, 
bringen, in welcher das erste Glied rechter Hand zwischen 0 und 1 
liegt. Bezeichnet man also durch A; den kleinsten positiven Rest von 
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> +5 eH 
nach dem Modul m, so wird 





(23) By — PATA (24, 
(24) Byi!= P ( = ), 


(25) > B=2** DA. 


An die Congruenzen (22) kniipfen sich analoge Betrachtungen wie 
friiher an (15); es scheint iiberfliissig, bei diesen besonders zu verweilen. 


§ 7. 
Anwendung auf die Theorie der quadratischen Formen. 


1. Nachdem die verschiedenen in § 3 definirten Resolventen 
volistandig in ihre idealen Primfactoren zerlegt sind, kann man natiirlich 
dasselbe auch fiir beliebige Producte, bez. Quotienten leisten; ins- 
besondere fiir solche, die von & frei sind; in jedem Falle geben unsre 
Formeln zugleich den Rest nach der niedrigsten in der betreffenden 
Zahl nicht aufgehenden Potenz von » oder p, Beispielsweise sei auf 
Gleichung (7a) § 3 hingewiesen. Wir wollen sogleich zu solchen 
Producten iibergehen, bei denen die verschiedenen Exponenten von 
© aus einem unter ihnen durch Multiplication mit Zahlen einer Rest- 
gruppe entspringen. 

Sei also I eine Gruppe von ¢ Zahlen, die zu m theilerfremd sind 
und sich bis auf Vielfache von m durch Multiplication reproduciren. 
Sobald p dieser Restgruppe angehért, ist ¢ == /fw, und man kann bei 
geeigneter Wahl von k,,..., ky-1 die Gruppe darstellen durch 


1, P,-.» pr, 
(1) ky, hyp, ... kyps, 


Kut, ku—1p, eee ky—1 pf. 
Das Product 
(2)  (—1)-“ F (04,8) F(o%, 8)... F(O*", &) = T(04,8) 
ist eine ganze ganzzahlige Function von ©* und §; es bleibt un- 


geindert, wenn man © durch O* ersetzt, falls k der Gruppe T an- 
gehért. Dabei ist 


(3) T(0*, ) T(O-*, §-") =p. 
Bedeutet ferner a) den kleinsten positiven Rest von ak nach m (den 
Fall a=0 schliessen wir wieder aus), so wird 7'(0*,§) genau durch die 
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(4) ez (2 ~ a”) ~ £— 1 > (on — at) 


té Potenz von }» theilbar und ist nach der niachst héheren Potenz 
congruent 


(5) TT p(2=) f (1 Lf anes 


In der Summe wie in dem Product durchliuft k die ¢ Zablen (1); 
aus diesen Congruenzen ist daher alles verschwunden, was sich auf 
den Exponenten f bezieht, zu dem p nach dem Modul m gehort. Nur 
der Ausdruck (2) von 7’ ist von f abhingig; er enthilt um so weniger 
Factoren, je grésser f ist; im Vergleich mit dem einfachsten Falle 
f = 1 sind in dem allgemeinen je f Factoren durch einen ersetzt. Das 
Vorzeichen (— 1)*-” = (— 1)" ist der Gleichférmigkeit halber zu- 
gefiigt; besser noch wiire es vielleicht, sowohl die gewéhnliche wie 
unsere allgemeine Resolvente mit — 1 zu multipliciren. 


Ist speciell be k durch m theilbar, so kann man in (5) (1—&)—" 
durch — p ersetzen. 





2. Wir betrachten jetzt besonders diejenige Gruppe der Ordnung 
5 (m), welche in der Theorie der quadratischen Formen von nega- 


tiver Determinante eine so wichtige Rolle spielt und welche Cauchy 
in den Noten VII, VIII des friiher angefiihrten Mémoire*) ausfiihrlich 
discutirt hat. Sei nimlich m eine Zahl, die durch keine ungerade 
Quadratzahl ausser 1 theilbar und ausserdem entweder = 3 (mod. 4) 
oder = 4, 8 (mod. 16) ist; die quadratischen Formen «2?+ Bay+yy? 
von der Determinante 8? — 4ay — — m sind dann nicht unter solchen 
von kleinerer Determinante enthalten. Setzt man nun mit Herrn 
Dedekind*™) (— m, p) gleich 0, +1, —1, je nachdem m durch 
die Primzahl p theilbar oder — m quadratischer Rest oder Nichtrest 


von p ist (fiir p = 2 je nachdem — m= 1 oder 5 (mod. 8) ist), und 
ferner 


(— M, Py PoP; +++) =(— M, P;) (— M, Po) «+ 4 
so soll die Gruppe & aus denjenigen + p(m) Zahlen bestehen, fiir die 
(6) (— m,k)=-+ 1 


ist. 

Wir beweisen zuniichst nach Cauchy, dass mit Ausnahme von 
m= 3,4,8 stets die Summe der < g(m) Zahlen & durch m theilbar 
ist. Der Fall, in dem m eine Primzahl > 3 ist, erledigt sich un- 


*) A. a. O., S. 525—588. 
**) Zahlentheorie (3. Aufl.) 8. 608. 
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mittelbar durch die Gruppeneigenschaft der k. Ist ferner g ein ungerader 
Primfactor von m = qm’, und m’ > 2, so giebt es unter den Zahblen 
k je > g(m’), welche einer bestimmten der Zahlen 1, 2,...,¢g —1 


congruent sind nach q; daher ist 
1 ’ 
Dk=t lm’) A424---+g—1)S0 (mod, g). 
Fiir m= 4m’, m' =1 (mod. 4) giebt es ebenso je . g(m’) Zahlen 


k, die bez, congruent 1 oder 3 sind (mod, 4), woraus >>'k == 0 (mod, 4) 


folgt. Aehnliches gilt fiir m— 8m’. 
Wir wihlen jetzt die Zahlen k zwischen 0 und m, und setzen 


(7) > hk = mK. 


Die Erginzungen k = m — k gehéren nicht der Gruppe & an; 
setzen wir 
(8) > k= mK, 
so ist 
"Sane. 
(9) K+ K'=19(m). 


Die Differenz K’ — K lisst sich bekanntlich auch durch Abzihlung 
der zwischen 0 und =m gelegenen Zahlen k und k bestimmen, worauf 


wir hier nicht einzugehen brauchen. Dagegen entlehnen wir aus der 
Dirichlet’schen Theorie das Resultat, dass K’ — K gleich der Classen- 
anzahl der qnadratischen Formen von der Determinante — m, und dass 
also K’ > K ist. 

Weiter ist nach Cauchy 


(10) > oe —> eF =>- m, 2)0* = ~—m. 


Nun sei p eine Primzahl, welche einer der Zahlen & congruent 
ist. Das Product (2) ist jetzt, wenn man wieder die Fille m=3, 4, 8 
ausschliesst, von & unabhiingig und hat nur 2 verschiedene Werthe, 
indem 

T(O)=T(0), T(O")=TO-*) 

ist. Die Verbindungen 
-1 2@)—T7(@-*) 
sind daher auch von © unabhingig, folglich rationale Zahlen. Setzen 
wir demgemiass 





re) ~ 42a 


? 
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so sind wegen der iiber m gemachten Voraussetzungen A, B ganze 
Zahlen; zugleich ist A +- mB = 0 (mod. 2). 
Unsere Relationen (3), (5) geben nun 


+ om) 
q Pim 


4p = A?+ mB’, 


T(0) = (—p)* TP(2£) (moa. p+’), 
k’ — 
7 (O-*) = (—p)* 1 P(2-) (mod. ptt), 
Hiernach ist noch 7'(©) durch p* theilbar. Setzen wir 


(11) T (0) =(— pyr CFR ™ 


> 


so ist der zweite Factor eine ganze algebraische Zahl und geniigt den 
Bedingungen 
(12) Apk—« — C? 4+ mD?, 


(13) £435-= =( (mod. p*’-*), 


. Care . pk \ __ He 1 

14) ———— = TP (=) = (—1)*-* —— =~ (mod. yp), 
aus denen noch 

(15) C=mP(2£) (mod. p) 


folgt. In diesen Producten durchliuft k, bez. k diejenigen Zahlen 
der Reihe 1,2,...,m— 1, welche prim zu m sind und die Glei- 
chungen (— m, k) = +1, (— m, kh’) = — 1 befriedigen; das Func- 
tionszeichen P ist durch die Gleichung (11), § 4 erklart. Die gewonnenen 
Formeln leisten also fiir jede Primzahl p (einschliesslich p = 2), fiir 
die (— m, p) = -+ 1 ist, dasselbe, was die von Jacobi und Cauchy 
gegebenen fiir p = 1 (mod. m), 

In speciellen Fallen kann man den Congruenzen (13), (14) andere 
hinzufiigen, die sich auf die Primfactoren von m als Moduln beziehen. 


Wir behandeln hier nur den Fall, wo m selbst eine Primzahl ist. 
Dann ist 


F(6", §) = F(1, §)=—1 (mod. (1—®)), 
und folglich, wenn zunichst die Gruppe & beliebig ist, 
T(@*, &)=(—1) (mod. (1—-9)), 


in unserem besonderen Falle aber 
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» pm) 
(16) T (8%) = (~1)? (mod. (1—®)) 
oder leas 
(17) (— p)*C = (— 1)? (mod. m) 

§ 8. 


Untersuchung der Eisenstein’schen Summen. 


Wir wenden uns zum Schlusse nochmals zu den EHisenstein’schen 
Summen, welche in § 3 als Quotienten solcher Resolventen auftraten, 
die zu verschiedenen Divisoren des Exponenten f gehdren; fiir den 
einen derselben wiihlen wir hier durchweg f selbst. Wenn also g 
einen Divisor von f bezeichnet, so haben wir wieder 


F(8*, §) = — p M(0*) 


F(0*, §) = G(O«, &) M(0%), 
je nachdem an durch p? — 1 theilbar ist oder nicht; der triviale Fall 
a =O (mod. m) ist dabei ausgeschlossen. 

Nehmen wir zuerst den zweiten Fall, so brauchen wir neben den 
Resten a; von ap’ nach dem Modul m noch die Reste der Summen 
a( pi + pity +... + pt/-9), die wir wie in § 6 durch A; bezeichnen 
wollen. Dabei ist 
(1) Gy + ay + +++ + ay-1 — (Ay +--+ + Ag-1) = mq, 
indem q eine ganze nicht negative Zahl bedeutet. Die héchste in 


M(®*) aufgehende Potenz von } hat nun nach (22a), (25) § 6 den 
Exponenten 


> (e—1— i) — 3) (p—1— B) = (p—1) (t-9-9)- 


Da M(*) von & frei ist, fihren wir an Stelle von }?~! das Ideal p 
ein; mit Riicksicht auf die Formel (5) § 4 ergiebt sich 


(2) M(@*) = (—1)sp/-9-9 - (ae). hs 


oder 


Comes 
m m 

Diese Formel bleibt auch im ersten Falle an =0 (mod. (p? — 1)) 
bestehen, wenn man A,, A,,..., Ajy—1 gleich Null und somit 

(la) dy +a tees fa =m|g 


setzt. Sie gilt sogar fiir a@==0 (mod, m), wenn man sammtliche 
a; = 0 setzt. 





(mod. p/-9-2+), 
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In den drei nachfolgenden Beispielen, von denen namentlich das 
dritte eigenen Werth haben diirfte, ist durchweg g = 1 angenommen. 

Beispiel 1. Sei m= 12, p= 12n-+5, also f= 2; der Buch- 
stabe » hat hier eine andere Bedeutung als in den friiheren Para- 
graphen. Wegen 

e+0=—O=/—1 
ist © + 96° einer rationalen Zahl congruent (mod. »); durch die Wahl 
der Congruenzwurzel ist der Primfactor bestimmt. Wir bestimmen 
M(@*) fiir beliebige Werthe von a,"nicht bloss fiir diejenigen, welche 
prim zu 12 sind. Zuniichst ist 
M(0°) = p. 

Da ferner 6p = 6 (mod. 12) und 6+ 6—1. 12 ist, wird 


M(0) = — 2—*! 2—*!=+ 1 (mod. »); 
weil aber 
M(0') M(@-) = Mo’) = p-* = 1 
ist, wird 
M(0')=+ 1. 
Auf ahnliche Weise findet man 
M(0*) = U(O’) = — 1, 


M(0*) = MO”) = +1. 
Dieselben Werthe erhilt man auch aus Formel (33) § 3. 
Fir a=3 hingegen ist 3p=3, also a, =—a,=—3, A, = 6, 
q = 0, wiahrend fir a = 9, a, =a, =—9, Ay = 6, q = 1 wird. Man 
hat somit 
M(6*) Mo") =p, 
; 3n+1)! (3n+1)! 
M(0') = p CPt A Seth! (mod. p*) 
0 (mod. »), 
—_ (6n-+-2)! 
M (9°) = Guti)l @ntD! (mod. »). 
Es sind also M(0*), M(0°) die beiden conjugirten Primfactoren von 
p nach der Gauss’schen Theorie, und es eriibrigt noch, ihr Verhiilt- 
niss zu den durch die Kreistheilung definirten Primfactoren zu bestim- 
men. Letztere werden gewohnlich bestimmt durch die Relationen 


(A+ BO’) (A+ BO’) =p, 
A+ BO'=0, 





I 





an. 
A+ BO?= =i, = (mod. )). 
4 4 
A=—1 (mod, 4). 
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Durch Vergleichung der beiderseitigen Bedingungen findet sich 
M(9*) = — (A+ BO’). 
Nimmt man endlich a= 1, so wird zunichst (0) = M (05), 
hiingt also nur von der vierten Einheitswurzel 0° ab. Da 
M(O). M(O") =p, 
M(9) =0, 
M(0") = (6n+2)! ¢ (mod. p) 





n! (5-4-2)! 
M(0) = (A+ BO’) 6% 
sein. Um die Einheitswurzel ©°* genauer zu bestimmen, benutzen 
wir die Relation (15) des § 4 fir g—=3, a= ’, und erhalten 


35+! (5n+2)! (9n+3)!=(3n+1)! (mod. p) 
oder auch 


(—3)3"+' mn! (bn-+ 2)! = — (3Bn-+1)!(3n+1)! (mod, p). 
Dadurch wird aber 


M(9"') = (—3)'""' (A+ BO") (mod. ») 


ist, so muss 


oder 
p-l 


@-84 =(—3)* (mod. p). 
Die Potenz von @° = j/— 1, welche der ” a ten Potenz einer Zabl 


congruent ist nach ), ist geradezu der biquadratische Restcharakter 
dieser Zahl; wir bezeichnen ihn durch doppelte Klammern, da er von 
unserm Charakter [w] durchaus verschieden ist, Wir haben also endlich 


a (CS), 
(3) M(@) = ((=*)) (44+ Be). 

Eine Priifung der gewonnenen Resultate und zugleich eine Be- 
stimmung des Restcharakters ((=)) ergiebt sich aus den Congruenzen 
(4) M(0*) + M(O*+) + M(O*t+8)=0 (mod. 3), 

(5) M(o*) + M(O*+) + MO) + MO) =0 (mod. 4), 


die man leicht aus der Ganzzahligkeit der Coefficienten von M(t) 
ableitet. Namentlich liefert die erste derselben fiir a = 3 die Congruenz 


(4+ Boe’) + (= 3) (4+ Be") =0 (mod. 3), 
die durch Multiplication mit A + BO®* iibergeht in 
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((=*)) =(4+Be%* (mod. 3), 


wie es das Reciprocitiitsgesetz der biquadratischen Reste verlangt. 

Beispiel 2. Sei jetzt m= 12, p= 12n+7, f=2, g=1. 
Hier hingt M(0) = M(0*) = M(—69) nur von 6’, also im Grunde 
von dritten Einheitswurzeln ab, und ebenso alle M(9*). Wir fiihren 
daher sogleich denjenigen Primfactor (A + BO") von p ein, welcher 
in der Kreistheilung auftritt und durch die Bedingungen 





A+ Bo'=0 
2p —2 
: ~ Re (mod. p), 
4+ B= - peri weeks 
—" ——" 
A+ BO*‘=—1 (mod. 3) 


bestimmt ist. 
Man hat im gegenwirtigen Falle 


p-! 
“— 2 
92 =()- (—1)" (mod. p), 
pe (3n-+-2) 2 7 
[2] =2 =2 " (mod. y), 


und ferner nach (14), § 4 fiir a =%, bez. - die Congruenzen 


22e+! , nm! (Tn-+- 4)! = (2n-+ 1)! (6n+3)! 
2int? | (2n-+1)! (8n+4)! = (4n+4+ 2)! (6n+3)! 
aus denen noch 
26n+5 . nm! (Tn-+4)! (8n+4)! = (4n+2)! (mod. p) 
folgt. Durch ahnliche Schliisse wie im vorigen Beispiel findet man 
mit Hilfe dieser Relationen 
M0) = —1, 


M(6') = (—1)"" = (=*), 


M(0') = — (A+ B0'), 
M(8*) = [2)}(4+ BO"), M(O") = [2](A+ BO), 
Ue) = (>) (A+ BO'). 
Zur Priifung dienen die Congruenzen (4), (5), welche zugleich eine 


Bestimmung des Restcharakters [2] liefern. Namentlich giebt die 
zweite derselben fiir a = 1 


(A+ BO‘) + [2](A+ Bo’) =0 (mod. 4), 


wofiir man auch 


} (mod, p), 
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[2](A+ BO‘) + [2}?(A+ BO’) =0 (mod. 4) 
schreiben kann. Daraus folgt zuniachst 
[2] =(A+B0*) (mod, 2), 
im Einklang mit dem cubischen Reciprocitiitsgesetze, wenn man die 
abweichende Bedeutung von [2] beriicksichtigt. Ausserdem lehren jene 
Congruenzen, dass [2] (A+ BO*) auf die Form C + D/—3 gebracht 
werden kann, und dass dann C gerade ist; letzteres folgt auch aus 
p=—C?+3D?=3 (mod. 4). 
Beispiel 3, Wir nehmen m= 15, p= lin+4, f=2. Zu- 
nichst erhalten wir in bekannter Weise 
M (0°) = — 1. 
Dagegen ist M(0°) M(O'°) =p, und die Factoren hiingen nur von 
dritten Einheitswurzeln ab. Bedeutet wieder A -+ BO* denjenigen 
Primfactor von p, welcher durch » theilbar und dabei = — 1 (mod. 3) 
ist, so giebt unsre Congruenz (2) in bekannter Weise 
M(0*) = — (A+ BO’). 
Fiir M(Q) und die conjugirten Zahlen aber haben wir die Gleichungen 
(6) M(0) M(0") = M(0*) M(8") = p 
nebst den Congruenzen 


(4 ! 
M(o) = M08) =p Mane D! 


1(5 ! 
M(@?) = M(0’) =p ener aie 


3)— __(7m-+1)! 
M(C') — N(O") = (2m)! (6m 4-1)! 


5 1)! 
M(0")= MO") = yraap yt 





(mod. »*), 








(mod. »). 








Ersetzt man © durch ©?, wodurch » in eines der drei andern Prim- 
ideale tibergeht, durch die p theilbar ist, so ergiebt sich, dass M(Q), 
M(®*) durch dieselben zwei Primideale »(@), (0?) theilbar, mithin 
associirt sind; der Quotient ¢(©) muss wegen (6) eine einfache Ein- 
heit, d. h. eine Potenz von —®, sein und zugleich wegen M(0)—=M(0*) 
die Gleichung ¢(@) = «(O-*) befriedigen; er muss also eine dritte 
oder sechste Kinheitswurzel sein. Die Bestimmung derselben wird 
durch die Congruenz (15), § 4 erméglicht, wenn man in derselben 


q=5,2=— £ setzt; man erhilt auf diese Weise 


Hiatt. ml (4n+1)! (7n+1)! (10n+2)! (138n+-3)! = (5n+1)! 
oder einfacher 


Bint a! (4n+-1)! (7m-4+1)! = (2n)! (5n+1)!(Sn+1)! (mod. p). 
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Daher wird 


p-l1 
M(0? zy 
Mor = tt = 5 > = [5] (mod. ») 


oder vielmehr 





M(0*) = [5] M(0). 
Somit bleibt [5]? (0) ungeiindert, wenn man © durch ©?, 6', O° 
ersetzt und liasst sich durch die Perioden 


6+ 0?+ 6'+ 0, e4%+ e8+ ett + Qe’ 


linear ausdriicken, deren Werthe See ioe SL sind. Da 


die Form 2? + 15y? fiir ungerade Werthe von x und y durch 8 theilbar 
ist, erkennt man leicht, dass 


(5)? M(0) = C+ DY— 15 
sein muss; vollstiindiger hat man 
C+ DY —15 =[57 MO) = [5] M(6) — [5] Mio") =[5] M6), 
C—D/—15 =[5¢ M(6")=[5] MO") = [5° M(O") = [5] MO"), 
Fur die Zahlen C, D erhilt man nun zunichst die Relationen' 
(7) C+ 15D? =p, 
C+Dy—b=0, 
0 DY ~B=[5) (6n+1)! ¢ (mod.p), 


m! (4n-+-1)! 
p—l " , 
1)! 
(8) 20=5° teat (mod. p). 


Weitere Bedingungen folgen aus den Congruenzen 
M(9) + M(0*) + M(O"')=0 (mod. 3), 
M(9) + M(0*) + M(O’) + M(O"’) + M(O') =0 (mod. 5), 


die man auf gleichem Wege wie (4), (5) in Beispiel 1 erschliesst. Die 
erste derselben liefert, da jedenfalls 


1+ [5] + [527=0, ((5|) — (5))/Y— 15=0 (mod. 3) 
ist, nur eine Bedingung . 
(9) =-—1 (mod, 3); 
die zweite aber, welche die Form 
[5] C= — (A+ Bo") (mod. 5) 


annimmt, lisst sich in zwei spalten, indem man sie quadrirt und 
cubirt. Mit Riicksicht auf 


C? =p — 15D? = — 1 (mod. 5) 
(5)? = — (A+ Bo"; 


wird 
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oder 


(10) [5] = — (A+ Bo%? (mod. 5), 


in Uebereinstimmung mit dem cubischen Reciprocitiitsgesetze. Zugleich 
aber muss 


(11) C=(A+ Bo") (mod. 5) 
sein. — Nun ist 

p = (A+ BO) (A+ BO") = (A+ BO*)* =— 1 (mod, 5), 
also A-+ BO* eine der sechs Wurzeln der Congruenz w® = W— 1, 


welche sich in zwei Reihen von je dreien ordnen: 
2, 20°, 20", 
—2, —20°, — 20"; 
wir haben also das Resultat: 


Je nachdem A + BO® einer Zahl der ersten, zweiten oder dritten 
Colonne dieser Tabelle congruent ist (mod. 5), ist der cubische Rest- 
charakter [5| gleich 1, 0, 0°; dagegen ist C congruent — 2 oder 
+ 2 (mod. 5), je nachdem A + BO® einer Zahl der ersten oder zweiten 
Zeile congruent ist nach demselben Modul. 


Freiburg i. Br., 31. Marz 1890. 

















Ueber gewisse Vereinfachungen der Transformationsgleichungen 
in der Theorie der elliptischen Functionen. 


Von 


L. Kierert in Hannover. 


In meiner Abhandlung ,,Ueber die Transformation der elliptischen 
Functionen bei zusammengesetztem Transformationsgrade (Math. Ann., 
Band 32, 8. 1—135) habe ich Parameter von der Form 

§ = L(D,)* L(D,)® L(D;)"... 
eingefiihrt, welche den Vorzug besitzen, dass ihr Charakter eine ver- 
hiltnissmiissig kleine Zahl ist, d. h. man kann die Exponenten 0,, 0,, 
d,,... 80 bestimmen, dass der Grad einer Gleichung zwischen zwei 
solchen Parametern & und y in Bezug auf jeden von ihnen wesentlich 
niedriger wird als z. B. der Grad der Jacobi’schen Modulargleichungen. 

Die Vereinfachung, welche sich daraus fiir die Transformation 
n'” Grades ergiebt, kann noch weiter gefiihrt werden, wenn man bei 
der Wahl der Exponenten 0@,, 0,, 0,,... erst in zweiter Linie darauf 
achtet, dass der Charakter méglichst klein wird, wihrend man es in 
erster Linie zu erreichen sucht, dass zwischen den verschiedenen Wurzeln 
der Parametergleichung Relationen bestehen. Dadurch gelingt es dann, 
die Parametergleichung zwischen § und y durch eine Gleichung zwischen 
az und y zu ersetzen, wobei 2 eine rationale Function von €, und y 
eine rationale Function von y ist. Diese Gleichung zwischen x und y 
ist bedeutend einfacher und kann deshalb auch viel leichter gefunden 
werden. Der tiefere Einblick in den Bau der Parametergleichung, 
welcher sich von selbst daraus ergiebt, férdert auch betriichtlich die 
Anwendungen auf die complexe Multiplication der elliptischen Func- 
tionen. 

Aus dem Gesagten ersieht man schon, dass die hier folgenden 
Untersuchungen eine Fortsetzung der oben citirten Abhandlung sind. 
Um den Anschluss zu erleichtern, empfiehlt es sich daher wohl, fort- 
laufende Nummern der Abschnitte, Paragraphen und Gleichungen zu 
benutzen und beide Abhandlungen am Schlusse durch ein kurz gefasstes 
Inhaltsverzeichniss zu einer zu verschmelzen. 












Pe 








Zur Transformation der elliptischen Functionen. 


Dritter Theil. 
Vereinfachung der Parametergleichungen. 


XII. Abschnitt. 
Beziehungen zwischen den verschiedenen Wurzeln einer 
Parametergleichung. 
§ 54. 


Vereinfachungen bei beliebiger Zusammensetzung des Transformations- 
grades. 


Es sei D’ irgend ein Theiler von », und der Parameter & mit 
dem Charakter ch habe die Eigenschaft, dass er in 


, a 
(517) gat 


iibergeht, wenn man @ mit ana vertauscht. Dass es solche Parameter 


wirklich giebt, wird in den spiiteren Paragraphen gezeigt werden. 
Ferner habe der Parameter 7 mit dem Charakter 26 die Kigenschaft, 
dass er bei dieser Vertauschung unverdndert bleibt, dass also 


(518) y= 


wird. Die Parametergleichung zwischen & und y hat dann die Form 


(519) 2S" (co.ap8% Crap -2BFE P+ + OE + Cro)” = 0, 
v=ch 


oder wenn man durch & dividirt, 





(519 a) S(. 2p 8? + Cy,99—1 GP -* + + Fi +3 n’ = 0. 


Diese Gleichung bleibt richtig, wenn man § mit § und » mit 1 
+ grag weil & und » zu demselben primitiven Periodenpaare 


= , 20’ nie d. h. die Gleichung (519a) bleibt noch richtig, 


wenn man & mit E “ vertauscht. Dies giebt 





- ) al af! , Cy Se Cy, oe 
(520) 2 («, 8g + Cy, 29-1 ro +°-°+ ~~ + n=O. 
v=. e 


Die beiden Gleichungen (519a) und (520) miissen, von einem con- 
stanten Factor C abgesehen, mit einander tibereinstimmen, es muss also 


Mathematische Annalen, XXXVII. 25 
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c 
Cy2p—x ae-* == CO - cy» und — = C+ ¢,23—- 





sein. Daraus folgt durch Multiplication 
(521) C?=<-1, oder C=-+1. 
Die Gleichung (519a) reducirt sich daher auf 


(522) S [a (#44) +ens9- (B14 <=) +4... 


c 
041] = 0. 
Wenn in dieser Gleichung das wntere Vorzeichen zu nehmen wire, so 
kénnte man den Factor — — + absondern. Dadurch wiirde aber der 


Grad der Parametergleichung in Bezug auf — um zwei Hinheiten ver- 
kleinert, und 4 hatte nicht den Charakter 28 sondern 28 — 2. Dies 
widerstreitet der Voraussetzung, folglich gilt das obere Vorzeichen, 
und die Gleichung (522) geht tiber in eine Gleichung zwischen 


eo E+ ; und 4, 
welche in Bezug auf x nur noch den Grad B hat. Setzt man nimlich 
2 3 
(523) t+ =, P+ a=, Bt = My, 
so ist bekanntlich x, eine ganze rationale Function x'" Grades von 2, 


und die Gleichung (522) geht tiber in 


=0 
(522 a) > (n28 Xp oo Cy, 28-10 p—1 +eeet+ Cy, pp & Cy,8) yn” = 0. 
wth 


Es kann auch der Fall vorkommen, dass bei der Vertauschung 


von @ mit + die Parameter € und y bezw. in 


v= F ud f=——y 
iibergehen; dann wird die Gleichung (519a) die Form 


Cy. 1 


s) a® le cy o8° 
(oa) D0) (cure St Onsen Sez bot E+) 0 


erhalten. Daraus folgt 








(—1)%Gy,p-- aP-* — C+ Cony (1) A= C Orapees 
also 
(525) C21, Cam+1, (—1)'G,2¢-0-af*§ = + Gy. 
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Die Gleichung (519a) reducirt sich daher in diesem Falle auf 


(526) z [«, a8? + =") + Cy, 98-1 (ge + cue) $e |y" =0. 


Setzt man jetzt 

2 e 3 ™ 
(627) §—-F=—F, P-Z—k, P-B—H,--- 
und bezeichnet man in dem Folgenden mit F;,,, (u, v) eine ganze rationale 
Function von « und v, welche in Bezug auf « héchstens vom Grade 
4 und in Bezug auf v héchstens vom Grade w ist, so nimmt die Glei- 
chung (526) fiir ch = 2a entweder die Form 


(528) Fra (%, 4?) + Ey Fe-r,a-1(#, 4”) = 0, 
oder 
(528 a) EF -i,a(@, 4”) + nF s,c-1(% 9?) = 0 


an, jenachden das obere oder das untere Vorzeichen gilt. 
Fiir ch = 2a -+ 1 wiirde man erhalten entweder 


(529) Ey Fs-1,a(", 4") + Fra(@, 7°?) = 0, 
oder 
(529 a) 9 Fs,0(%, 4?) + ZF 31, 0(%, 4?) = 0. 


Von besonderem Interesse ist der Fall, wo gleichzeitig auf den 
zweiten Parameter 7 ahnliche Schliisse angewendet werden kénnen wie 
auf §& Dabei mége der Charakter von § eine gerade Zahl sein; es 


sei also 
ch = 2a. 


Ist dann D” gleichfalls ein Theiler von ~, und haben die Para- 
meter § und » bezw. die Higenschaft, dass sie bei der Vertauschung 


von @ mit >a in 
= + und n= = 
iibergehen, so reducirt sich die Gleichung (519) auf eine Gleichung 


zwischen § und y = » +- . a welche in Bezug auf y nur noch den 
Grad « hat. : 

Gehen dagegen bei der Vertauschung von @ mit ra die Parameter 
— und y bezw. in 


” “ b 
g’ = —E£ und at 


iiber, und setzt man 
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h bs b 
o> =s, CFO R. CF SRK: ::: 
(530) 
ee ee: ee ee ee Le 
i iss a 92 4 mY 
’ so reducirt sich die Gleichung (519) entweder auf 


(531) Fis,0 (8, y) + 89 Fp-1,c4(®, y) = 9, 
oder auf 
(531) 9 Fs, a1 (8, y) + § Fea (&%, y) = 0. 
Man hat daher die folgenden vier Fille zu unterscheiden: 
I. =F, vt h=—+6, a = 25 
, , Ud ” b 
Il. v= F, q¥e—y Pets, =F 
, ¢ ”“ ”* b 
Ul. =F, votn hes si 
, a , ” ” b 
IV. o=—7) om % &"” = — &, 2?" 


Im Falle I kann man die Parametergleichung zwischen § und y auf 
die Form 


(532) Fp.a(a, y) =0 
bringen; in den Fallen II, II und IV tritt eine entsprechende Ver- 


einfachung ein, die Form der Gleichung ist aber noch davon abhingig, 
ob « und B gerade oder ungerade sind. Ausserdem bleibt es bei den 


allgemeinen Betrachtungen noch unentschieden, ob fiir & =+ und 
yn = —y% die Gleichung (528) oder die Gleichung (528a) gilt; und 
ebenso bleibt es unentschieden, ob fiir &” — — &, == die Glei- 
chung (531) oder die Gleichung (531a) gilt. Dadurch findet man 

im Falle II 4 médgliche Formen der Gleichung, 

o = mm 4 

. = =e ‘is e ‘ a 
Es wiirde zu weit fiihren, alle diese Formen hier anzugeben; es mége 
nur noch erwahnt werden, dass diese Unentschiedenheit bei den hier 


folgenden Anwendungen von selbst fortfaillt. Es ergeben sich namlich 


aus der Entwickelung von x, y, Z, y nach steigenden Potenzen von 
2 


”? ”? ” ”? ? 


h” noch weitere Reductionen, und zwar verschwinden, wie man schon 
aus dem ersten Gliede dieser Entwickelungen erkennt, so viele Coef- 
ficienten in der Parametergleichung, dass immer nur eine einzige 
passende Gleichungsform itibrig bleibt. 
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§ 55. 
Anwendung auf den Fall n — a’. 


Es sei a eine Primzahl und » = a?, dann wird 


(5?) Ca)” 


(533) & = L(a)s L(n)> = 





Q (@ ‘ warts, 


Der Charakter von § ergiebt sich dabei nach den Angaben in § 10 


aus den Gleichungen 


— a(a — 1)d, — (a? — 1)8, = 24h, 
+ (a—1)6,+ 0 = 24k,, 
+ (a —1) d, + (a? — 1)d, = 24h. 


Setzt man 0, = 0, 0, — x, so wird 


ao Ae 
Qs 0’) 
534 = L(n)* can <angheriente= » 
~~ [a ee 
(535) —(a*—1)x—24k,, O—24k,, (a?—1)x = 24k,. 
. Fir positive Werthe von x hat also § den Charakter 
(536) ch = ky. 
Dies giebt 
fir a = 2, x«=8, ch=1, 
» a=n8, x==3, ch=1, 
(537) 4” a=12v+1, #x=—1, ch=6r?+7, 


» @=12v+5, w=—l, ch=6r?+5ry+1, 
» @=12v+7, x=—1, chh=6r?+T7+2, 
» @=12v+11, «—1, chh=6r?+ 1llv+5. 





Setzt man dagegen 0, = 24, 0, = — A, so erhilt man den Parameter 


fa] 2 
L(a)** ad O(a) 
= ? 
Lin Q(4, a) Qa, a 
— (a— 1)?A=— 24k, 
(539) + 2(a — 124 = 24h, 
— (a—1)%4 = 24k. 








(538) 7= 


Bezeichnet man also den Charakter von y mit 28, so erhalt man 
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fir a = 2, A=24, B=—1, 
» a= 3, A= 6, B—=1, 
(540) | » @=12¥+1, A=il, P—6?r’, 


» @=12v+5, A= 3, P= 18r?+ 12742, 
ie a=l2v+7. A= 2, B= 12r?+ 127+3, 
» @=12y+11, A= 6, B—36r? + 60y + 25. 
Setzt man in dem Folgenden 





2 twin 


(541) =a’, wT’ =—a, h* ae"? ar 


und entwickelt man § und 4 nach steigenden Potenzen von 7, so 
findet man 


(542) E=—r-*+..., H=r-P te... 
Nun gilt ganz allgemein, was auch m sein mag, die Gleichung 
(643) OG, S)=-/m Q@, 0), 


folglich gehen bei der Vertauschung von @ mit = die Parameter 
E— und y in 


- x \x 2 e(+. o)" 
(644) E—_ SEO) © ona j= a 
| ey § Olea? (2, 0’) 


iiber. (Eine solche Vertauschung von @ mit = wurde bereits in § 11 





ss 


angewendet; sie fiihrte zu den complementdren Parametern). Die Glei- 
chung zwischen § und y reducirt sich also in diesem Falle auf eine 


Gleichung zwischen « = & +o und 7, welche in Bezug auf x nur 


noch den Grad £ hat. 


§ 56. 
Beispiele fiir den Fall » = a’. 
Da man den Grad kennt, den die Gleichung zwischen x und y 
besitzt, so kann man sie ohne Weiteres mit unbestimmten Coefficienten 


aufschreiben, die man dann mit leichter Mithe findet, indem man x 


und » nach steigenden Potenzen von r entwickelt und einsetzt. Es 
sei z. B. 


(545) a= 5, n= 25, also £ = L(25), I= chemi, B=m2, 
dann wird 


y =r*(1 + 3r + 97? + 2273+...), 
(546) (a2 = §+4+ 56 =—r(l—r+4r?4+...,), 
Uy = § + 258-2 = 2? — 10 = 481 — 2r — rr? 4 273 + ..-), 
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Die Gleichung zwischen x und 4 muss die Form 
(547) (4; _ + a% + a3) + (b,%, + b,% + b;) = 0 
haben; aus dem ersten Gliede in den Entwickelungen von », x und 
%, nach steigenden Potenzen von r erkennt man aber, dass sie sich auf 
(547 a) 9 — %, + b,@ + db, = 0 
reducirt. Nun ist 

q — ty = Br(1 + Or + Ar? 4 ..), 

also in Uebereinstimmung mit Gleichung (236) 
(548) N= %+5e¢+15, oder y=—2?+5e2+5. 


In dieser Weise findet man leicht die folgende Tabelle: 





I a2, mad, ERLE, ge GO, ome M, 
(549) n= 2 + 32; 

L(g) ‘ 
I. a=3, m9, ERD, 9 SO, omgy 2, 
(550) n= 2+ 9; 

‘ T(5)° 

Ul, a=5, n= 2%, E=— 12%), n= pH, w= b+ 4, 
(551) y=e?+5e+5; 

L 4 
IV. a=1, n=—49, E=— LU), ge PO, cme+t, 
(552) n? — T(% + 5)y — (a3 + Ta? — 49) = 0, 
oder 


(552a) 2n = 71(@ +5) + (2 + 2py4e4 21. 

Diese Beispiele mégen geniigen, um die angegebene Methode 
zunichst auf den leichter verstiindlichen Fall anzuwenden, wo sich 
die Reduction der Parametergleichung nur auf den einen Parameter 
erstreokt. Noch grésser wird der Grad der Vereinfachung, wenn man 
fiir beide Parameter in der angegebenen Weise neue Hiilfsgréssen x 
und y einfiihren kann. Wie dies geschieht, soll in den folgenden 
Paragraphen gezeigt werden. 


§ 57. 
Anwendung auf den Fall » = n'n’. 


Es sei » =’ .”, wobei ”’ und »” zwei von einander verschiedene 
Primzahlen sein mégen. Dann kann man zwei ganze Zahlen v’ und v” 
finden, fiir welche 


(553) vn’ — vn = +1 
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wird. Jetzt setze man 











g — Lot Lot _ ¢(—. a) o(3.0') 

L(n’)* o(2, a’) Qa, 0" 

Na nd 

way yn artnet _ OC» ®) OCG) 
Ln o(2, oy Qe, a 

£ on Lin)" Lin" __ e(> aw)" Q(5"> w’" 
L (n'y e( 2 a) Q@, 0 








und bestimme die Exponenten x, 4, wu so, dass &, 7, € Parameter 
werden. Zu diesem Zweck benutze man die Auseinandersetzungen in 
§ 10, nach denen Z(n’)* L(n’’)* L(n)*® nur dann ein Parameter werden 
kann, wenn in den Gleichungen 
‘((n”—n) 0, + (n’ —n) 6, + (1 —n) 0, = 24k,, 

655) 1 —"")8 + A nV, + w —n")d, = 24h, 

(1 —n') 8, + (n —n') 8, + (w"—n') 8, — 24h, 

(nw —1) 8, + (n"—1) 8, + (m —1) 4, = 24k, 
die Gréssen k,, k,, k,, k, ganze Zahlen sind. 

Um & zu erhalten, setze man daher 0, = + x, 0, = — x, 0, = + x. 

Dadurch gehen die Gleichungen (555) tiber in 
— (n — 1) (n” + 1)x = 24k, — 24k,, 
+ (n’ — 1) (n” + 1)x = 24k, = 24k,. 
Bezeichnet man also mit @ die kleinste ganze Zahl, welche die EKigen- 
schaft hat, dass 24a durch (n' — 1) (n”-+-1) theilbar ist, so findet man 
24 
(556) t= Wow’ ki =k, = => OC, k, as k, = + a. 
Der Charakter von & ist deshalb gleich 2a, 

Um y zu erhalten, setze man 0, =-+ 4, 0,—=+4, 0, =—A 
und bezeichne mit B die kleinste ganze Zahl, welche die Eigenschaft 
besitzt, dass sie durch (m’—1)(n”—1) theilbar ist. Dadurch gehen 
die Gleichungen (555) iiber in 

— (n — 1) (m" — 1)A = 24k, = 24k,, 
+ (wn — 1) (n” —1)A = 24k, = 24k,, 
24 
(557) A= WoT ky =kj=—B, ky =k, =+ 8. 


Der Charakter von 7 ist deshalb gleich 26 
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Um endlich € zu erhalten, setze man 0, = — uw, 0, =-+ pw, 0, —+4 
und bezeichne mit y die kleinste ganze Zahl, welche die Eigenschaft 
besitat, dass 24y durch (n’ + 1) (n” — 1) theilbar ist. Dadurch gehen 
die Gleichungen (555) tiber in 

— (nw + 1) (n” — 1)u = 24k, = 24k,, 
+ (n’ + 1) (n” — 1)p = 24k, = 24k,, 


. 2 
(558) e=@apwop »=h=—7, h=k=+7. 


Der Charakter von € ist deshalb gleich 2y. 


Die Bedingungen, welche soeben fiir ~, 4, w aufgefunden wurden, 
sind nothwendig, wenn &, 9, § Parameter werden sollen; sie sind 
auch ohne Weiteres hinreichend, wenn x, 4, w gerade Zahlen sind, 
denn 2D(D—1) (D—2)0 hat bezw. die Werthe 


[+m (n’ —1)(n' —2) — n(n" —1) (n” —2) + n(Qn—1)(n—2)] x, 
[+ (n’ —1)(n’ —2) + n”(n” — 1) (0 —2) — n(n—1)(n—2)]4, 
[—m' (nw —1) (nw —2) + n"(n” —1)(n"—2) + n(n—1)(n—2)] 0 

und ist in allen drei Fallen durch 24 theilbar, gleichviel ob m gerade 

oder ungerade ist. *) 
Aber auch in dem Falle, wo %, A oder uw wngerade Zahlen sind, 


kann man zeigen, dass &, 7, € unter den angegebenen Bedingungen 
Parameter sind. 


Nach den Angaben in § 4 (vergleiche die Formeln (58) Nr. 5) 


ist naimlich 

R= UG (1w) 
eine T'ransformationsgrésse, wenn sich » in zwei theilerfremde Factoren 
a und b zerlegen lisst, die beide grésser als 2 sind. Dabei durchliuft 


1 alle Werthe, welche zu » theilerfremd und kleiner sind als o Ist 
nm =2m-+ 1 das Product zweier ungeraden Primzahlen n’ = 2m’ + 1 
und n” = 2m” + 1, so wird 


[][°@w) =f [] one) Tecan), 


a=1 asl 


oder nach Gleichung (42) 
(— 1)" Fay? = (— 1)" (mn) Fa’) - B. 


Nun ist m=2m'm” + m' + m”, folglich lisst sich die Transformations- 
grésse R auf die Form 


*) Vergl, die Auseinandersetzungen in § 10. 
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fin} f(n"y> __ mim’, E(w’ P Ln”) 
— La 
bringen. Ferner ist nach den Gleichungen (58) Nr. 2 
f (n’)sm" an Q12m'm" Zt (n’ om" 
gleichfalls eine Transformationsgrésse. Deshalb wird auch R-f(n')*™ 


eine Transformationsgrésse und zwar eine von der nullten Dimension; 
d, h. 





Lin’) Lin’ 
L(n)s 








und ebenso 
Lin’ L(n’)>* 
L(n)® 
sind Parameter. 


Ist » == 2a und a eine ungerade Primzahl, so ist sogar schon 


f(2)* f(a) __ L(2)* L@) 
f(2a) L(2a) 
ein Parameter, wie bereits in Nr. 8 der Gleichungen (58) angegeben 
wurde. Daraus folgt ganz allgemein der Satz: 
yist n= n'.n", und sind n’, n” irgend zwei von einander 
verschiedene Primzahlen, so wird 
— = L(n')* L(n")* L(n)% 
ein Parameter, wenn man die ganzzahligen Ezxponenten 
0,, 9,, 8, so bestimmt, dass in den Gleichungen (555) dic 
Zahlen ky, ky, ky, ks ganze Zahlen werden, dass 0,, 0,, 9; 
entweder alle drei gerade oder alle drei wungerade sind, und dass 
n' (n’—1) (n’—2) 0, +n” (n”—1) (n”—2) 0, +-n(n — 1) (n—2)0, 
durch 24 theilbar ist.“ 

Nach diesem Satze werden auch die Gréssen £, 4, £, welche durch 
die Gleichungen (554) erklirt sind, immer Parameter, wenn man die 
ganzen Zahlen «, 8B, y so wahlt, dass auch 

am 24a am 246 ; a ae 
CF «= (w —1)(m°+1)? _ @—hiw—1)? & ~ Wi w =i) 


ganze Zahlen werden. 








Diese Parameter & 7, £ besitzen nun die folgenden Eigenschaften : 


Setzt man @=— a’, @’=——o und vertauscht @ mit mo so gehen 
mit Riicksicht auf die schon oft benutzte Formel 


Q(=, =)—/m Qa, o) 
die Parameter &, 9, € iiber in 
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( 


O(gr — 0)" Qo’, -- 0% 
(= > —£)'e(o,-S 
Q(a’, — o)* Q(S, oid =) 

o(-,-«) @(w,- 
o(.-Se(s.-Sy 

e~ aw 

Q(o', — 0) Q(o, —=y' 


Bezeichnet man der Kiirze wegen die 24° Wurzel der Einheit 





E == n'* 7) 


(560) {7 = 











ni 
e” mit @ und setzt man 


Mat-nva=B, "a+r a —d’, 
so erhilt man nach der in den Gleichungen (134) und (134a) meiner 
vor. Abhandlung (Math. Annalen, Bd. 26, S. 421) gegebenen Tabelle 


(Se. 8) =e (ry 1) CC e)—ere20(8, w'), 
0) (Tie 9) Gr mer208, 27), 
sry }e — 3) =e(— . 1) 0 1m) 

=e (<i) 0): 0) Ge ™) 

=o 0(%,,0)," 


Q(@',—0) =e(—),’ §,) Qo) =e. Qa, a), 


* Die Substitution 7 = — »” n'a +n" y= (1—9'n")e+n"y, »=—v'aty 
ist hier in die beiden Substitutionen 
ey=—vaety, Y=—e und MR—N"Hy—Y, Ye=—% 
zerlegt. Dabei kommt der Werth gq = — 1 vor, wihrend in § 14 und § 15 meiner 
Abhandlung im 26" Bande der Mathematischen Annalen die Grisse 


o(2? A 
Pr, ¢ 


als 24° Wurzel der Einheit nur unter der Voraussetzung bestimmt worden war, 
dass q eine positive ganze Zahl ist. Diese Beschrinkung kann man aber auf- 
heben. Ist nimlich 





, B=po+qo, ©= po+ da, 
so wird é 
o=g{B—qd', o =—po+po' 
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wo @, eine 24° Wurzel der Einheit ist, die man fiir jeden einzelnen 
Fall noch besonders bestimmen muss. Deshalb wird 


£’ ums. 0," : * (m1) ("-+1)-++8"-+7)] : = 


é > 
(562) {= 0,2 « g-Aliw— "49-0", 2 


? 

f' = Qy7# + Q~H [ee —D(r'—1)—n'-49'48] . £, 
In diesen Gleichungen sind &, 7, € dem primitiven Periodenpaare 
20 = 2n"a+ 2n' a’, 20° —2v"wm-+ 2v'o' zugeordnet. 


Vertauscht man mit ry nachdem man in den Gleichungen 


(554) wieder @ = w’, @ — — om gesetzt hat, so gehen &, 7, € iiber in 


fe cain kcemro} 


Q(o',— 0) Q(«,—Sr)° ” 





OG — 5) Qo, — ay" 
o($--e) o(w,—- 

a’ “ ; : 
¢” =n" . 8G re Q(o, —_ ro ” 
\ e(=-,- = eo, ~ +.) 


Setzt man jetzt 


(563) 1 = 














rno+n'a =, —va—v' a =F, 


so erhilt man 
“:.- s)—e(rn )o(2 ,w')=er""2Q(-, a), 
ay —o) = o(*. n,n ols. «=e a er ,w), 


(564) 


die inverse Substitution. Aus 


Q(, B) =e c Q (w, ow’) 
folgt daher : 


Qo, 0) =0(_% q ~ 4) 0, '), 


1) i a ae 


und dies giebt 
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ee, —s)—e(?-” *) of) 
Vv”, 


(564) a et 0) o(t ~ 9) (3+) @) 
= 7+" a(S, wv), 








eco, — 0) =0(),’ 9.) Ow, ©) =o Ow, 


wobei g, wieder eine 24'° Wurzel der Einheit ist, die man fiir jeden 
einzelnen Fall besonders bestimmen muss. Deshalb wird 


B” = 9,-* - gtl’—D'HH"'4y—3] . £ 


” ” "0 “ /" 1 
(565) 17] = 0," . ot lin —1) (v'—1)+-'—v"] , ?’ 
6" = 0". 9, « gH’) (1-491 , 1 


In diesen Gleichungen sind &, 4, § dem primitiven Periodenpaare 
23 = 2n'a+2n' a’, 20° = — 2v'@ — 2" zugeordnet. 

Setzt man in den Gleichungen (554) wieder @ = ow’, @’ = — @ 
und vertauscht @ mit =, so erhalt man (mit Anwendung der in § 11 


eingefiihrten Bezeichnung) die complementiren Parameter 


Q(o, — 0 Q(o', — =) 








—E = n'* ee 

Q(o,— <-) Q(o, - 

, @ 4 a @ \4 

SS ele $) 
; ? 

Q(a', — 0) Q(w’,— 2)’ 
™ Q (a, — o)" Q a eee 
= (0-3) 





“Oey ey 


, 0, 1 , q , 
Qo, 0) =e(_ 1’ 9) Q@, #) =e Qe, @), 
folglich wird 


Nun ist aber 


2 ae S a 
(566) b=" > YSN, t—=- 
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§ 58. 





Anwendung auf den Fall » = 2a. 


Es sei n’ = 2 und n” = a = 2b + 1 eine ungerade Primzahl, also 




















(567) m=2a, w—1, vw” =—b, 9, =o -', 9, —*. 
Dadurch erhalt man in diesem Falle 
La)*Ley*  _ La Le ,_ Leah Lay , 
(568) & nel Cf eee g Lee? 
24a a 8y 
(569) oo SFi° abet 5 ne 3 
,_ 7 , 
g = ° é ? ; = 7? & =, 
(570) $£" == g(eti*. £, ¥ :, an +, 
- 9* - a 
é ee Q= 7, f=: 
Da (a+1)x = 24a durch 24 theilbar ist, so folgt hieraus, dass man 
fH 
(571) emit, y=nt—, e=t+—, 


in die Parametergleichungen zwischen &, y und € einfiihren darf, wo- 
durch dann der Grad in Bezug auf jede der drei Verinderlichen auf 
die Hilfte reducirt wird. 

Es geniigt, die Rechnungen an irgend einem Beispiele zu erliutern. 
Es sei a= 17, n = 34, dann wird a=—3, B=2, y=2; x«—4, 
A=3, u—1, also 





. L(34)* L (2) L178 £2) L (34) L(17) 
(672) §= ~ Lay? ~ sw(say ? [=> LQ) 
Dabei kann man setzen 

16 1 17 
e—mt+R, yontt, «2-644, 

573 56 ° 2 
iin a, = B+ =, h= 2+, m= P+F, 


und Z. B. die Gleichung zwischen y und € auf die Form 
(574) (4, Y2 + aY + G3) % + (0, y. + by + b,)2 
+ (4% + &Y + ¢) = 0 


bringen. Aus dem ersten Gliede der Entwickelungen von y, y,, 2, 2, 
2 


nach steigenden Potenzen von h“ =, nimlich aus 
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y =r-*(1 + 3r + 6r? + 1397? + 25rt+.---), 
y, = r-*(1 + Gr + 21r? + 6275 + 162r4 + 38475 +..-), 
e=r(1—r— 2r? +734 177! +--.), 
2 = (1 — 2r — Br? + Gr 4+ 274+ 0— 78+...) 
folgt aber, dass a, = 0 sein muss. Ferner ist 
y2, =7-8(1 +r —3r? —2r3+..-), 
Y.@ = r-9(1 + Sr + 137? + 3073 +.---), 
Y2. — Ya = r>(— 4 — 16r — 327? +.---), 


Da sich in der Gleichung (574) kein Glied gegen dieses Glied mit 
y— fortheben kann, so miissen auch a, und Bb, gleich 0 sein, d. h. die 
Gleichung (574) reducirt sich auf 


(574a) As Z_ + (boy + b,)2 + (C4. + OY +) = 0. 


Jetzt erhailt man der Reihe nach die Gleichungen 
#, — Qye + y, = 1-*(+4 16 + G4r + 1247? + 25673 +--+), 


also 


— 20y + 42 = r-*(— 16 — 64r — 1287? — 25675 — .. - -), 
also 
(575) &, — 2ye + y, — 20y + 42+4=—0, 
oder 


(e — y)? — y + 4¢ — 32 = 0. 


§ 59. 
Weitere Vereinfachungen. 
In manchen Fillen ist noch eine weitere Vereinfachung méglich, 
Sind niimlich von den Exponenten x, 4, w zwei, z B. x und A 


gerade, also 
x= 2x’, A=2i’, 


so hat man zu untersuchen, ob nicht bereits 

= VEn = L(n)*—* . L(n')¥+* . L(n"'-* 
ein Parameter wird. Ist dies der Fall, so folgt aus der Bildung von 
® sofort, dass die Zahlen k,, k,, k,, k,, welche zu diesem Parameter 
gehéren, durch die Gleichungen 
2hy = —(a+B), 2k, = + (+8), 2k, ——(a—f), 2k —-+ (a—8) 
bestimmt sind. Daher kann # nur dann ein Parameter sein, wenn « 
und # entweder beide gerade oder beide ungerade sind. 


Der Charakter von @ ist daher gleich @ oder gleich 6, jenachdem 
a > B oder B >a ist. In beiden Fiillen erhalt man eine Gleichung 


zwischen YE und )/7, welche betriichtlich einfacher ist als die zwischen 
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€ und y, denn sie ist aus einer Gleichung zwischen » und /€y oder 
zwischen — und £m hervorgegangen, so dass man von vornherein 
einen grossen Theil der Coefficienten gleich 0 setzen kann. 

Dabei kann man die Reductionen, welche friiher fiir die Glei- 
chungen zwischen &, 7, € angegeben wurden, in gleicher Weise auch 
auf die Gleichungen zwischen /&, 7, /€ anwenden; man braucht 
nur noch die Bezeichnungen 





7 Va = 3 
(576) vé + Ve u,; 5 se te Ug, (Yé) +4 ae mm My) s+ 09 
Yi—tem a, t—-taa, VY - TR =i,..., 
- Vo _ - —)\8 (Vo)* ao 
(671) Vnt+ Vn v, U/ + n Vo, (Yn) +- (Vin > Ugr see, 
_ h 3 j 
Vi— 3 1— = oy, (Vy y- Osa Vg, s+ sy 
Vet Team, tt iam, V+T = my... 
578 
is ye—- Vu, ¢-t—a, wa -Gh-s 
Ve ' g - (Ve) act 
einzufiihren. 
§ 60. 


Beispiele fiir den Fall » = 2a. 


Mit Riicksicht auf die Vereinfachungen, welche in dem vorher- 
gehenden Paragraphen angegeben wurden, bringt man die Gleichungen 
(570) besser auf die Form 





f oF (a-+1) x , , 
Fo 9?. poe ® male. & , 
(a+-1)x 
=a i pea 4 loa) IZ La 
69) \Wr-2? 7, Vwa, WH", 
oF. a  igaagl = Va" : 
VE = i Vn=Vn, VE= Vi 


Sind /€y und Yn Parameter*), so findet man aus diesen Glei- 
chungen ohne Weiteres, welche Form die Gleichungen zwischen 


Vi, Vn; ve haben. 


*) Die Eatecheidang dariiber giebt der allgemeine Satz, welcher in § 57 
bewiesen wurde, 
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Auf diese Weise erhilt man die folgenden Resultate: 





I. a=3,n=—6; a=—1,pB=—1,y=1; «—6,4=—12, p—4; 
e L(6)5 L(2)8 - L(3)* L(2)° Ee I.(6)? L(3)* 
(580) Vex aa ee, VERS: 
ra - 9 
Vita t Vit y= Viti, 
(581) aay ys, : 
Wi - a4, Va— yen? Ve — T= 
(582) u—v=0, u—w=0, v—w=J, 
oder 
(582 a) eomy—18—2—2, r 
wo 
ae ee ee 
+5 , 
(583) yout =e 2=P +2, 
e=—f+ SF =w— 18 = + 18. 


Il. a=5,n=10; c=1, B=—1l,y=—1; x= 4,14=—6, w= 2; 


L(10)? L (2)? = L 5)§ L (2) oS IL L(5 
6) fae en Se E ae (10) L(5) 


Lie” Lito?” LQ? 
(E+ +. on ot ae 4 5a 

585 } c+ Vé U, Vat Vn v, VE+ Ve w, 

ade” ae rae ee eee te 
Ve Vn : Vg 

(586) u—tv=0, t—w=0, v—w=0, 

oder 

(586a) a=y—l0O=—z— 2, 

wo 


t= § + pow 8 = w+ 8, 
(587) =n+ =v —2 =e +2, 
e=—f+ P—w— l= +10. 


Ill, a=7,n=—14; c=1, B=1, y=—3; «=—3, A= 4, p—4; 


L143 L(2) - £7)? L(2)2 c__ L(14)?L (7)? . 
(588) §=-— La”? Vn= La? ? Vix Ler 
Mathematische Aunalen, XXXVII. 26 
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Et+g—2, atim—y, t+ "te—s, 
(589) er Os: E 
t— 7%, Vat y=" b+ 7 =u, 


(590) a w =v — llv, 
e=25+ 52? — 32a — 62 = y® — 16y? + 45y + 64. 
IV. a=1l, n= 22; a—l, B=—5, y—5; xe 2, A—12, p—4; 


pe rs L(22)L Z(11)°Z (2)* = ‘(22 D(11)* 
(591) Vi= Tan ), Vn — Lae z ? VEi= s a Y; } 





> 2 om 121 
2 Vity— Vaty= V§é+- —- 
(592) ve 2 — V7 1 _— Vé a — 

ao at ae ye —wW, 
(593) =u; + ll(u,t4u), WO=—Uu;, + 3u, — 44, 
oder 

o=uv+u—2u, w= H+ 130+ 344%, 
(593 a) . . : : 
—v)> + 64[(w+ 70)? — 8(w+3v)(w— v)*] = 0, 

oder 


(594) v= (w+1)/u® — 4027+ 4, w= (u?—7) fue — 4u? + 4. 
V. al3, n—26; a=, B=—1, y=—_3; x«—12,4—2, p= 
i = L(26)*L(2)° - __-£(18) L(2) L (26) L(13) . 
(595) VE =—Tsy V4 Te Vi= 
Vita Vitzo=— Ve+p=—u, 
(596) ag @ - : ~ " : - 
Vi-ye Veo: V§——-=@. 
(597) u=b,—13 (0, —40,+60), w—v,—40, 
%(u-+11w,—156w,+-210) —w(36u,-++-w, —2w, —Iw,— 8092), 





oder 

(597) u=0' —60°+0°+206, w=—v*—T»v, 
u(u?+110'—728w?-+-7856)—w(36u?-+-w*®— 80w!+ 16160?—17536). 

VI. a=17, n= 34; a=—3, B—2,y—2; x—4,14=—=3, 40— 1; 

L(84)' ZL (2)! _— Lap) _ - £(34) L (17) , 

(8) t= "Tay? re fe 

- B 1 17 

(599) b+p—2, atl—y b+ e—8; 


y® — 34y? + (—17Tx+116)y — a — 3427 + 440 = 0, 
(600) 2+ 62? — (5a+28)2 — (a?+ 2627+ 136) = 0, 
(e—y)? — 200y + 44 —32=0. 
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VII. a=19, n=38; a=—5, B=—3, y= 9; x—6, A—4, w— 4; 


=  1L(38)° Ly - _— L(19)® L(2)* = L(38)*L(19)?, 
(601) VE= La” Vi= Los? Vi= —~Ter >? 











Vita —4, Vit z=», Vit pea 

(602) 7 . ae 
Vi-a =i, Vi—F- =, V- D=a; 
Vé : Vn : VE : 


0, — Us + 19(— u,v — 5uv, — 60, + 2u — 5%) = 0, 
(603) - — (3v, + 16v) w, + (3v, + 3520, + 32v, + 449) w 
— vy + 1760, — 51360, — 1673v, — 11520 = 0, 
oder 
v— 109 v3— 95 uv?— (19u? + 128) vo — (u® + 128u) = 0, 
(603 a) | — v')3 — Tvw* + (3340t — 13490?) w 
+ 18507 — 639505 +. 2266703 = 0. 


VITI. a=23, n=46, oe 1, B=11, y= 11; x—1, A=12, p—4; 





L(46) L(2) - __—«£(28)* L(2)8 = L (46)? L(23)° . 
(604) = SOO Ser ey 
= 23! 
(605) t+ Z, nt+l=% $+ = 8; 


Y =X, + 23 (a) + lla, + 78a, + 4042, + 16352, 
+ 5384a, + 148082, + 346162, + 695842, 
(606) + 1211842 + 183614), 
2=4,, + Ta, + 132,+ 2a, — 42,— lla, + 8x, + 402, 
— 104%, + 112%, — 32” — 46. 
IX. a=29, n=58; a=—5, B=7, y=T; x—4, A—6, w— 2; 


S (58)? L(2)? - TL (29)* L(2)8 = Z(58) L(29 
(607) YE= re yi = 1 SPE mm Li(68) Lees) , 








~Te 3 
Vitjeou Vit ow +B aw 
Vé Vn VE 
, VU, — uz + 29[— wo, + (Qu, — 185) 0, — 2Tu,v, 
+ (23u, + 197u, + 1298) o 
— Tu, — 46u, — 430u] = 0, 
w,— Yuw, + (3Tu, — 289) w, + (— ILu, + 1080%) w, 
+ (147u, — 2547u, + 15610) w — a, — 1434, 
+ 4258u, — 39358u = 0. 


(609) 





- 
26 
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X. a=31, n=62; a4, B=—5, y= 15; x—3, A—4, p—4; 
(610) g— LOMNLEY yp Love Leyr 1g _, Lea Less) 





L(31)8 L (62)? Ly)? 
E+f—2, atl—y t+ =z, 
(611) ; nth oa 
\js—3=3, ¥a+ y= Vit = 5 


(612) y, — @ + 31[— (@ + 25) ys + (8%, — 256 x + 1247) y, 
+ (— 13a, + 2052, — 1928 + 8146) y 
+ (3x”,— 642, + 637 x, — 4430x + 17346)] = 0. 
Die Gleichung zwischen v und w hat die Form 
(613) (w — v°) + (a,vwt + a,vtw> + av’? w? + a,v'’w + av!) 
+ (b,v? w + b,viw? + b,v8w + bv") 
+ (¢,w® + cv? w? + c,v°w + ¢,0°) 
+ (d,vw? + d,v'w + dv") + (e,v?w + e,v') 
+ (fiw t+ hr) + 90 = 0. 


Der Grad dieser Gleichung ist so hoch, dass die Berechnung der 
noch unbestimmten Coefficienten vorliufig iibergangen werden mége*). 








*) Es gereicht mir zur ganz besonderen Genugthuung, dass Herr H. Weber 
in seiner geistvollen und an Resultaten so reichen Abhandlung; ,,Zur Theorie 
der elliptischen Functionen“, (Acta mathematica, Band 11, Seite 333 — 390) gleich- 
falls auf solche reducirte Parametergleichungen gefiihrt wird, obgleich er von 
ganz anderen Gesichtspunkten ausgeht. Die ,,Schlafli’ schen Modulargleichungen“, 
welche er fiir die Transformation vom Grade 

m= 8, 5, 7, 11, 13, 17 und 19 
auf Seite 349 gegeben hat, stimmen, bis auf die gelinderte Bezeichnung, mit den 
Gleichungen iiberein, welche ich fiir die Parameter und » in dem Vorher- 
gehenden bei der Transformation vom Grade 

nm=6, 10, 14, 22, 26, 34 und 38 
aufgestellt habe. Dass bei mir der Transformationsgrad doppelt so gross ist wie 
bei Herrn Weber, liegt nur an den von mir angewendeten Bezeichnungen, 
welche in die des Herrn Weber durch eine Transformation zweiten Grades 
iibergehen. 

Wegen dieses Umstandes brauche ich auch meine Methode nicht auf den Fall 
zu beschranken, wo m= 2a ist, sondern ich bin in der Lage, sie auf den all- 
gemeineren Fall anzuwenden, wo n das Product von “wei beliebigen Primzahlen 
nm und n” ist. Selbst auf den Fall, wo m eine beliebig zusammengesetzte Zahl 
ist, lisst sich dieses Verfahren iibertragen. Das grisste Gewicht lege ich aber 
darauf, dass ich durch meine Methode nicht zwei, sondern drei Parameter £, 7, ¢ 
erhalte, zwischen denen so einfache Gleichungen bestehen; denn daraus ergiebt 
sich ein wesentlicher Vortheil fiir die Anwendungen auf die complexe Multipli- 
cation der elliptischen Functionen. Benutzt man nimlich die Schlafli’schen 
Modulargleichungen des Herrn Weber zur Berechnung der singuliiren Invarianten, 
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§ 61. 
Anwendung auf den Fall » = 3a. 


Ks sei »’ =3 und n”’=—a=3b-+1 eine Primzahl, also n=3a, 
dann setze man 


vot, v=+b, so dass vn” —v'n = +1 
wird. Dadurch erhalt man aus den Gleichungen (561) und (564) 


amet gs me, Fa) eGa, 9 me 


_ = 1, 3 ) b—3 
. = 0 + b, 3b + 1 —_ 
Setzt man also 


‘ 3)* A rg ee 
(614) Ge LOE ge HOE te SOL 
L (a) L (8a) L (3) 

wo 

’ 12 12 6 
(615) «me a ? Ao je ? w=), 

so findet man aus den Gleichungen (562), (565) und (566) fiir das 
obere Zeichen 





f ‘7 V3" 1 1 = a 

— pitet+eyx , 7? he, 34 _— 
(616) = 297/E” ce oltot2)x. 7/} Me an <5 Rul. Vat 
5) vé Q a Vé, V% Va ’ VE Ve , 
ve — VX - oe” ae ee Se 


und fiir das untere Zeichen 


so findet man zuniichst eine Gleichung, welche noch itiberfliissige Factoren ent 
hilt, Wenn nun Herr Weber behauptet, dass sich diese tiberfltissigen Factoren 
leicht absondern lassen, so mag diese Behauptung fiir die behandelten einfachen 
Fille richtig sein. Soll aber die Methode auch bei grésseren Werthen von n ge- 
niigen, so ist es erforderlich, dass man noch eine zweite Gleichung angeben kann, 
von der die gesuchte singulire Invariante eine Wurzel ist, welche aber mit der 
ersten Gleichung keinen der iiberfliissigen Factoren gemein hat. Erst dann kann 
man die Gleichung fiir die singuliire Invariante unter allen Umstiinden frei von 
fremden Factoren erhalten. 

Aus den vorstehenden Beispielen erkennt man auch, dass in vielen Fiillen 
die Gleichung zwischen & und £, oder die zwischen 7 und £ einfacher wird als 
die zwischen & und 7. 
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Ve’ — ye, Vu — e224 : At Ve’ —_ gito—2)e . V§, 


GUT) VE — VE, Va ment, YF — qurne. Let 
Vn VE’ 





VE = a 1 =V4, oi 
§ 62. 
Beispiele fir den Fall » = 3a. 
I. a=2,n=—6; ao=1, B=1, y=1; x«—4, A—12, p=—6; 


= Le) Ls) — 12) £3) = L(6) L(2) 
(618) VE=—T ae V4u= Le? we 
Dieses Beispiel geht also in Beispiel I des § 60 iiber, wenn man & 
mit € vertauscht. 








Il, a=5,n=15; b=2,a—1, B=—1, y= 2; «= 2, A=3, u=3; 











. L(15)* L(3)? _ Le L(3) _ (15)? £(5)? | 

60) t= "Te? I Tay 7? fe 
E+z—%, ratty t+, 

620) 

( 9 _ 1 jim 125 am 
a. ee 

(621) j= a+5, F—F(e@+1), s—yG—9), 


oder 
(62la) y=Y2?+ 102+29, z= (a4 — 4) p2?+ 102+ 29 
Il. a=7, n=21; b=2, a= 2, B—1, y= 1; x—3, A—2, w= 1; 














- «Lays Ley _ La? L(8)? _ L(t) L(7) 
(622) f= Lia 2 owe @iy C= ~——_ 
é+f—2, at5—9 t+ 4=4, 
g n g 
(623) a 1 a _ 
— -, os Sky Yomi 
(624) z=¥(y—7), ©T=—2e—1), yoe+3. 


IV. a=11, n=33; b=4,a=—1, B—=5, y= 5; x—1, A=6, w= 3; 





‘ __ (33) L(3) _ L(11)* £(3)6 _ £(338) L(11)? 
(625) [-— Te > 1="~Tea >? a a 


. t+ F=2, n+—=y, 4 a aie ? 
(626) b.iF anal ae, ta Be 
g a . Med 
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os {y—s + 11(a, + 6a, + 23a, + 63a + 126), 
(037) 3 = i, + 2%, + 32, — 83, + 93, 


oder 

-_ iene? llat + 51a5 + 1212? + 1442 + 66, 
are a= 2Z(x' + 225 — 62° — 202+ 9), 

oder 


y—2=—0 = («+ 1) (2? + 5a + 8), 
2° == 2? + 5324 — (@ + 1) (a + Ta? + 192+ 17) 
>< (av — 2a? — 9x + 16)*. 
Durch Elimination von x aus diesen Gleichungen findet man eine 
Gleichung zwischen y und 2g, die noch einfacher wird, wenn man die 
Grosse ¥ durch die Relation 
y=y —4—(y—2)y + 2) 
einfihrt. Fiir die Anwendungen geniigt die Gleichung 
(628) y(a* — 2a? — 9x + 16) = 2(a + 2) (a? + 5a + 8), 
die sich aus den Gleichungen (627b) ohne Weiteres ergiebt. 
V. a=13, n=39; D—=4, a==7, B=—1, y= 2; x= 6, A—1, w—1; 
(629) g= L (39) L(3) _ L(is) Li) (89) L(13) , 


Las? -"“= Tes) So L(3) 


2 1 13 
b+“ =2, oT Ow Sree, 
(630) a Bi a 

§&—-—- = @, ae” el c-—=— —2; 


g g 
a= y, — 13(y, — 4y; + 2y, + 19y, — 28y, — 1Ty + 50), 
e=y, —3y— 3, 





(631) 


aay’ — 13y® + 45y° + 52y' — 493 y3 4+- 351 y? 
(631 a) | + 1215y — 1404, 


gay? — 3y — 5, 
oder 


& — 54 = u? = (y — 2) (y? — Ty + 9) (y® —- 2y —- 9)*, 
(631 b) Pareto (y+ y — 3) (y — 3) (y — 5), 
a? — 52 = 8? = (y* — Ty + 9) (y? + y — 3). 
Durch Elimination von y aus diesen Gleichungen findet man eine 
Gleichung zwischen x und ¢, die noch einfacher wird, wenn man die 
Grosse % durch die Relation 
Z? == x — 2916 — (x — 54) (w + 54) 
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einfiihrt, Fir die Anwendungen gentigt die Gleichung 
(632) % = yay? — 2y — 9) (y — 3) (y— 5), 
die sich aus den Gleichungen (631b) ohne Weiteres ergiebt. 
VI. a=17, n=51; b= 6, c—3, B=—4, y= 8; n= 2,1 =—3, u— 3; 











. _ L(51)* L(3)* _ L(i7 L(3) _ Li) L(17) | 

(633) g _ L(17)? ’ = L(51)8 sak. as ~~ Le) ? 
1 1 = 

(634) b+F=2, at5—"% 1-[=5; 


(635) y; = x + I7[(@ + 14) » + (— 2x, 4+ 26% — 109) y 


+ (— 2a, + 25a, — 140% + 504)), 
oder 


(635a) y®— 17(@ + 14) y? + (84a? — 4422 + 1244) y 
— (xt — 342° + 389”? — 14282 + 1556) = 0. 
Die Gleichungen zwischen § und € und zwischen 4 und € mégen vor- 
liufig ihres hohen Grades wegen iibergangen werden. 
VII. a=19, n=57; b= 6, a=5, P=3, y= 3; x—3,A—2,u—1; 


. L(67)3 L(3) _ L(i9? Ley 
(6) §t=—“T@ CO - 


b+ jf—2, r+l=y c++ =, 


I = (57) L(19) . 
L(é7z? ~~) ——— | * 








(637) 


= 5 “a = 
ee 7-7 Y) gle: 


Ys — %; + 19(yx, — (y, + 30y, + 114y + 169) x 
—4y, + 48y, + 3509, + 4994] = 0, 
(638) 4%, + 23x, + (42, + 572, + 4382 + 2242) z 
— (%, + 143, + 1112, + 6022, + 18852) = 0, 
#, — 3(y+1) & + 3(y,—4y+9) 2 — y; + 42y, + 24 = 0, 


oder 
(638a) (¢— y)? — 32? — 12(y + 3) e + (42y? + 117y + 54) = 0. 
§ 63. 
Anwendung auf den Fall » = 5a. 


Es sei » = 5 und n” —a irgend eine Primzahl, welche von 5 
verschieden ist, also » = 5a; dann wird 





(639) gE LEO LO = _ EOP Loy _ Libay' Lio 
% ar l’ Lia ’ Lie °° 

wobel 

(640) ——— a ty 


ati’ 1 gy 











Zur Transformation der elliptischen Functionen. 393 


Je nach den Werthen von a sind hier vier Fille zu unterscheiden: 
I, Fir a=—5b+ 1 setze mah 
v=), vw’ =b, so dass vn” —v'n =+1 
wird. Dadurch erhalt man aus den Gleichungen (561) und (564) 


—b, 5b+1 —1, +5 b, -1 : 
a=e(—)’ 5 Y=e(o! a) egy 9 me, 
i, 5 
= = o?-5 
* o(;, 5b +1) = 
und deshalb aus den Gleichungen (562), (565) und (566) 
/e Vs" > 41 7 og 
7 ee Qt(h+iyx , FO re Ss Paes 
G4) YF — emi, VoL, wea le 











om Vn’ Ve’ 
ie, = oi » ~ Va 
VE i Vn =), Ve = Ve . 


I]. Fir a=5b-+ 2 setze man 
v =3, wv’ =3b+1, so dass vn” — vn =+1 
wird. Dadurch erhilt man aus den Gleichungen (561) und (564) 


—8b—1, 5b+42 —3, +5 bl, 
e —o( tt, ye - a 2) is, o we il 
3, 5 : 
elspa. 1 53 +2) sat te 
und deshalb aus den Gleichungen (562), (565) und (566) 
VE = 9(8h+6)x, Ve, Vu ae teas i == Son, VE, 


(642) {VE —oMt"-VE, Vaart. . Vo" on Vet 





VE’ 
—! Vs x Van - Ve _ Va 
VE = VE? 1=V1, C=" 
Ii]. Fir a=5b-+ 3 setze man 
y=2, vv =—2b+1, so dass vn” — vn’ =+- 1 


wird. Dadurch erhilt man aus den a (561) und (564) 
== = o~ —Jf 
BN «3 =a, —3) a, 


. 2, 5 b-2 
=e (on 41, 5b+3) “CP > 
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‘und deshalb aus den Gleichungen (562), (565) und (566) 





VE = orto. oa Vy =o. a Ve =e ™-VE, 


(643) }VE"— or. VE, 7 e422, YP moe le, 
uv] 





ve =, ViVi, i 


IV. Fir a=5b+ 4 setze man 
vax4, vy’ =—4b+3, so dass vn” —v'n =+ 1 
wird. Dadurch erhilt man aus den Gleichungen (561) und (564) 


ame( ng a) eGa na) e(4r de 


4, 5 i 
m= ely 4 3, 5b pa) =e 
und deshalb aus den Gleichungen (562), (565) und (566) 
VE a pi0o4 V5 Vu == g~H(O+1)2, a V&' = e800 V # 
Vé Vin 


1d 


(644) 4 /E" = or. fE, Yn” — ght. Vi VE" = gm ve 
n ¢ 


ve, amv, VERE. 





§ 64. 
Beispiele fir den Fall » = 5a. 
I. a=2,n=—10; a—1, B=1, y=1; x—2, A=6, p—4; 


(645) y= - L(10) L(5) V7 L(2)* L(6)8 - L (10)? L(2)? 


LL)” =~ poo? ~~ oo 


Dieses Beispiel geht also in Beispiel II des § 60 tiber, wenn man & 
mit € vertauscht. 














Il. a=3, n=15; a2, B=1, y=1; «—3, A—3, w—2; 


(646) § =e ZOSP LOY LGPL LU Ley 


L(3)8 ? y — my ACT) eed L(5)* 


Dieses Beispiel geht also in Beispiel Il des § 62 iiber, wenn man & 
mit € vertauscht. 
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Il, a=7, nm == 35; a4, &—1, yo 3; x=3, A=!1, p=2; 


. _ -L(35)° Lis) L(7) L(6) _ L365)? L(7 . 
A = Ta? ey? be 
E+-P=2, nti—y, t+2—e 
é ? n 7) c ? 
vm ms  . ee o . 
atic lata 5 a mat os ey 


=H, — T(Ys — Y. — 2y), 
(649) } Z4+ Ba, + (¢,—162—249) Z — Z,— 3,4 58%,4+ 4577 = 0, 


e=y, —5y,+5, 
oder 


(649a) a=—y@—T¥+994+7), 2———5z? + 3y—5, 
oder 


gun {F-F-D9—0 YGF) G— d¥ + 37— 1), 
= (y¥ — 3)V(¥+ 1) (Y — 5y* + 39 — 19). 
Daraus folgt noch die fir die Anwendungen brauchbare Gleichung 














(650) @—1)@—4)#=(G —3)z. 
IV. a=11, n=55; a=2, P=—5, yd; xl, A=3, p=2; 
. __ _L (55) L(5) L(11)8 L(5)3 L (85)? L(11)* . 
(651) 3 — ~~ Dil) ? —_ ~~ L(65)8 = ig _ ~ L(6)* ? 
5 1 121 
‘ b+ y=, Tis, (+ -—- #, 
(652) 5 as 1 < 121 “ 
a—Zek, §— Sew fa ee 


Yy = a, + 11[(a, + 10% + 35) y 
(653) + (a, + 5a + 20a, + 15% + 207), 
& = (a, — 10)2¢+4 4 + 2, + 25x, — 25a — 58, 


oder 
e68 : — (w@-+-5)?y — (w+ 11 at+ 3025+ 0+ 125% +629) =0, 
7 » 2? — (a? — 20)y — (w+ wt— 2523+ 52?+ 1002— 16) —0, 
oder 


— = — 11(” + 5)? = (a? + 18% + 61) /4a 4 21, 
— 2¢ — (a? — 20) = (a? — 2a — 4) /4a + 21. 
Daraus findet man noch die fiir die Anwendungen brauchbare Gleichung 
(654) [2y — 11(a + 5)?] (a? — 2a — 4) 
== [22 — (a — 20)] (a + 18% + 61). 
Bemerkenswerth ist es, dass man die vorstehenden Gleichungen auch 
auf die Form 
i = (a + 5) (Ily +0? + a? — 5x + 2), 

(655) | a? = (a? — 20) (e+ 2° + 2? — 52 + 25), 

7? (a®—20) ~ #(w +5)? + (¢ —11y) (@ +5)? (@*— 20) = 0 


bringen kann. 
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V. a=13, n=65; a=7, Pem2, y= 3; x= 3, A—1, w=]; 
(656) & = ZY LOY Lis) LS) ¢ _ L(68)L(13) 


L(13)s—? ~ i * 


Li)? 
125 1 13 


a. ati=y t+o=s, 
(657) 125 - 1 = 13 - 
i—- =, e-F Fe - = 5; 
ty — Jy + 13[(Yy — 292) @ + (2y, — 167, + 36y, + 339, 
(658) — 108y, — 103y + 166)] = 0, 
. + 5yz — J, + 10y, + 30=0, 
odér 
a? -+ 13y¥(y¥—1)* « — (9' — 26y° + 215y° — 624y' + 625y' 
» (658 a) | — 7029? + 10999 — 88) = 0, 
2? -+ Sye — + 107 — 3YV 4+ 24—0, 
oder 
een) PE~~ XG VF G—DG+NG+ OTT, 
26 —=— dy+ G—2)/4y + 1. 
Die Gleichung zwischen x und g kann man daher ersetzen durch die 
Gleichung 
(659) (22 + 5y)(¥+ 1) Y+ 9) = 22+ 13y(y — 1). 
VI. a=17, n=85; a=3, P=8, y=—4; x—1, A=3, p—1; 


- 1 (85) L(5) _ L(t) L(5)* _ _L(85) L(17) | 
oe ey to ee :lCUf oe! ee 





ih cob See eet 

(662) 4% — x, — (a, — 12)% + 8%2 — %, — 13%, —0, 

oder 

(662 a) a(e? — wz — «2? + 5) = Z(2° + 3a — 82). 

Die Gleichungen zwischen § und y, bezw. zwischen y und £ modgen 
vorliufig iibergangen werden. 

Ebenso soll die Ausfiihrung weiterer Beispiele an dieser Stelle 
unterbleiben, weil die Anwendung dieser Untersuchungen auf die 
complexe Multiplication der elliptischen Functionen noch andere Hiilfs- 
mittel bieten wird, durch welche man die Rechnungen eivfacher ge- 
stalten kann. 


[tins ot n+—=y, t+ 4 
(661) ” 


Hannover, im Mirz 1890. 
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Zur Theorie der vollstandigen Lésungen der Differential- 
gleichungen erster Ordnung zwischen zwei Variabeln. 


Von 


A. Mayer in Leipzig. 


Nach der Art, wie man bei Differentialgleichungen von der Form 
y= Y (@, y) 

die singuliren Lésungen aus der vollstiindigen abzuleiten pflegt*), er- 

scheint es als ganz selbstverstindlich, dass jeder, von x abhingige 

Werth der Integrationsconstanten c, welcher die vollstiindige Lésung: 


“) y= 9(Z, ¢) 
wiederum in eine Liésung der gegebenen Differentialgleichung iiber- 
fiihrt, nothwendig der Bedingung: 


ap 
a ee 

geniigen, und folglich die neue Lésung stets eine Enveloppe der 
Curvenschaar «) darstellen miisse. 

Dieser Satz ist indessen durchaus nicht allgemein giiltig, vielmehr 
selbst dann, wenn man sich auf reelle Werthe von ¢ beschriinkt, an 
sehr enge Grenzen gebunden, und ausserhalb derselben giebt es sogar 
unendlich viele, von w abbiingige Werthe der willkiirlichen Con- 
stanten c, welche die vollstiindige Lésung «) ebenfalls in eine Lésung 
der gegebenen Differentialgleichung transformiren. **) 

*) Vgl. z. B. Serret-Harnack IL, 2, p. 36. 

**) Hiernach hat auch die Fragestellung in der Anmerkung zu p. 375 des 
Bandes XXII dieser Annalen im Allgemeinen keinen Sinn. Das aber, was durch 
dieselbe begriindet werden sollte, bleibt trotzdem richtig. Denn nach der Defi- 
nition der Enveloppe als einer Curve, welche die gegebene Curvenschaar um- 
hiillt und beriihrt, gehért ja jede Lisung y von Enveloppencharakter zu den im 
neueren Sinne singuliiren Lésungen, d. h, sie stellt eine solche Integralcurve der 
gegebenen Differentialgleichung : 

F(a,y,y)=0 
dar, lings deren zwei Wurzeln y’ der Gleichung einander gleich werden, und 
muss daher, so oft die gegebene Gleichung sich in Bezug auf y und y’ wie eine 








en ee eeeineentensnreunanrannrananntineoennenarates 
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Dieses eigenthiimliche und je nach der Natur der vorgelegten 
Differentialgleichung vollig verschiedenartige Verhalten der vollstandigen 
Lésungen wird sicher nicht ganz unbemerkt geblieben sein, ist aber, 
soviel ich weiss, noch nirgends hervorgehoben worden, und daher 
diirfte der folgende Versuch, die inneren Griinde der auffalligen Er- 
scheinung klar zu legen, Manchem nicht unwillkommen sein. — 

In der gegebenen Differentialgleichung 
sei erstens die rechte Seite eine, wenigstens solange sie reell bleibt, 
eindeutige Function der beiden reellen Variabeln x und y, und zweitens 
besitze die Gleichung selbst eine vollstiindige Lésung: 

(2) ¥= (2, ¢), 

welche, bei jedem gegebenen reellen constanten Werthe von c, der 
Differentialgleichung fiir alle Werthe von « zwischen — oo und + co 
geniige. 

In Folge der zweiten Voraussetzung ist dann fiir jedes reelle x 
und ¢: 


op 

(3) 3a = Y(*, 9). 
Soll nun die Gleichung (1) auch dann noch die Liésung (2) zulassen, 
nachdem man in dieser der willkiirlichen Constanten c einen von x 
abhingigen reellen Werth beigelegt hat, so muss nach der ersten 
Voraussetzung nothwendig auch: 

o@ Op de __ 

3a + de de = YC), 
ganze rationale Gleichung ohne vielfache Wurzeln verhilt, eben nothwendig zu- 
gleich auch eine Lésung der Gleichung: 


sein, 

Will man aber diese, dem ganzen Gedankengang meiner friiheren Arbeit 
fremde Ueberlegung nicht benutzen, so braucht man nur zu bedenken, dass, 
wenn c= f(x,y) die Auflisung der Gleichung «) nach der willkiirlichen Con- 
stanten, und c= O(a) irgend eine Wurzel der Gleichung 8) ist, die Function 


y= o(2, O(2)) der Gleichung f(x, y) = O(a) und wegen 
dp («, O(z)) 
— > EO, 
00 (a) — 
damit zugleich auch der Gleichung 


Ogle, f) == 0 
of 


Geniige leistet, woraus sich dann nach p, 371/2 des genannten Bandes sofort 
wieder das gleiche Resultat ergiebt. 
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und wegen der Relation (3) daher identisch: 





ep 
(4) —_ 0 
werden. 
So oft also, wie z. B. fir die Differentialgleichung 
2 
y =y’, deren vollstindige Lésung ist: y = (= —*y, 


die beiden obigen Vorausseteungen erfiillt sind, muss jeder reelle, von 
x abhingige Werth der Integrationsconstanten c, welcher die vollstdndige 
Lisung (2) wiederum in eine Lisung der gegebenen Differentialgleichung 
transformirt, stets zugleich auch der Gleichung (4) geniigen. 

Aber diese beiden Voraussetzungen sind hierzu nicht bloss hin- 
reichend, sondern auch nothwendig: der Satz verliert seine Giiltigheit, 
sobald die eine oder andere Vorausseteung nicht erfiillt ist. 

So wird z. B. die vollstindige Lésung: 


4 


Y= ea 
der Differentialgleichung : 
3 
y’ = y* 


in sich selbst iibergefiihrt durch die reelle Substitution mit der will- 
kiirlichen Constanten y: 


c= 24 —y. 


Diese Differentialgleichung widerspricht aber auch unserer ersten 
Voraussetzung, so lange man das Doppelzeichen der Wurzel will- 
ktirlich liisst, und jede der beiden, in ihr enthaltenen cindeutigen 
Differentialgleichungen : 


y=+/7y wud ¥=—/y 
entzieht sich der zweiten Voraussetzung, weil der obige Werth von y 
der ersten nur fiir « < c, der zweiten nur fiir 2 > geniigt. 

Genau ebenso muss sich iiberhaupt jede Gleichung (1) verhalten, 
welche dureh Auflésung nach y’ aus einer solehen gegebenen Differential- 
gleichung: 

(5) F@,y,¥)=9 

erhalten wurde, die mehrere verschiedene reelle Wurzeln y', dabei 
aber (wie die rationalen Clairaut’schen Differentialgleichungen) nur 
eine einzige, und zwar eindeutige, vollstiindige Lésung besitzt, Denn 
die letztere kann jeder einzelnen, in der gegebenen Gleichung ent- 
haltenen, reellen und eindeutigen Differentialgleichung immer nur in 
einem solchen Intervalle geniigen, in welehem sie den anderen nicht 
geniigt, 


Mathematische Annalen, XXXVII. 27 
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Fiir die ganze Differentialgleichung (5) selbst aber wird der obige 
Satz schon dann hinfillig, wenn dieselbe iiberhaupt nur mehrere ver- 
schiedene reelle Wurzeln y' zuléisst. 

In der That nehmen wir der Einfachheit halber an, dass die 
vorgelegte Differentialgleichung (5), welche die, fiir jedes reelle x 
und ¢ gtiltige, vollstiindige Lésung (2) besitze, in Beeug auf y' eine 
ganze rationale Gleichung von einem Grade n > 1 und ohne vielfache 
Wurzeln bilde. 

Fiihrt man dann durch die Substitution (2) die Grésse ¢ als neue 


abhingige Variable an Stelle von y ein, so geht die Gleichung (5) 
uber in: 


> é ép da 
F(x, 9, 35 + 3b ag) = % 


und verwandelt sich also, wenn man entwickelt und die Ausfihrung 
der Substitutionen : 


faa , — 29 
7?) ait y 
durch Einschliessung in eckige Klammern anzeigt, wegen der Identitit 
[Ff] =0 in: 


; do de [raF 17ré2F dq de 1 fa" Op dey) __ 
) Ge de Ez + 3[aye] 9¢ ae ++ wil jy] Ge ae } =o. 





oy” 


Daher bleibt die vollstiindige Lésung (2) nicht bloss fiir die Wurzeln 


e der Gleichung (4), sondern auch fiir jede Function ¢ von x, welche 
der Bedingung: 


oF 1f@?F)é@p de 1[aF |(@p acy" _ 
 Laylt+alige ++ + 3 [SF] ede) —9 


Geniige leistet, immer noch eine Lésung der gegebenen Differential- 
gleichung (5). 

Nun ist die Gleichung (6), da sie aus der algebraischen Gleichung 
(5) dadurch entstand, dass an Stelle des Parameters y und der Un- 


bekannten y' respective die Gréssen ¢ und se eingefiihrt wurden, 


nothwendig wiederum eine Gleichung n'*" Grades, die keine vielfachen 
Wurzeln besitzt, und daher ist (7) stets eine Differentialgleichung 
1, O. und (n — 1)" Grades fiir die neue unbekannte Function c, und 
zwar eine Gleichung, die niemals nothwendig c = censt. erheischt. 
Jede vollstiindige Lésung c der Gleichung (7) enthilt somit sicher 
z und fiihrt zugleich die gegebene vollstiindige Lésung (2) stets 
wiederum fiber in eine vollstindige Lésung der Ditferentialgleichung (5), 
transformirt also entweder, wie bei der Gleichung y'? — y3 =0, die 
vollstindige Lisung (2) in sich selbst, oder verwandelt dieselbe in eine 
andere vollstindige Lisung der Gleichung (5). Letzteres tritt z. B. fiir 
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die Differentialgleichung xy’? = 1 und ihre beiden vollstindigen 
Lisungn y=+2/Yx-+e ein. 

So oft daher die Gleichung (5) nicht, wie die Gleichung y'/*—y?=0, 
nur eine einzige reelle Wurzel y’, und damit die Gleichung (7) nicht 


bloss complexe Wurzeln se besitzt, existiren neben den etwaigen 


reellen und variabeln Wurzeln ¢ der Gleichung (4) stets noch un- 
endlich viele andere, von x abhiingige, reelle Werthe dieser Con- 
stanten, deren Substitution die gegebene vollstindige Lésung (2) 
immer wieder in eine Lisung der gegebenen Differentialgleichung (5) 
iiberfiihrt, und diese Differentialgleichung gehorcht also nicht mehr 
dem Satze, dass jeder reelle, variable Werth von c, fiir welchen ihre 
vollstiindige Lésung (2) noch Lésung bleibt, einer Enveloppe der 
Curvenschaar (2) angehéren miisse. — 


Leipzig, den 20, August 1890, 











Zur Theorie der Bessel’schen Functionen. 
Von 


H. Weser in Marburg. 


Unter Bessel’schen Functionen im weiteren Sinne versteht man 
bekanntlich alle Lésungen der Differentialgleichung 


d*y 1 dy n 
I. £42 M4 (1—S)y—0, 


ae dz 


4 


worin « die unabhiingige Verinderliche, » einen Parameter bedeutet, 
der bei den Bessel’schen Functionen im engeren Sinne eine ganze 
Zahl ist. Auf diese Differentialgleichung fiihren verschiedene Probleme 
der mathematischen Physik, besonders solche, die sich auf die Inte- 
gration der Potentialgleichung fiir cylindrische Riume beziehen. Aber 
auch bei manchen die Kugel betreffenden Aufgaben, z. B. bei der Be- 
wegung der Wiirme in einer Kugel tritt dieselbe Differentialgleichung 
auf, nur dass hier nicht » sondern erst 2m eine ganze Zahl ist. Neben 
der Differentialgleichung I kommt vielfach noch eine zweite Differen- 
tialgleichung vor: 
2 

f 4B (4 8)9m0, 

die man aus I erhalt, wenn man & durch iz ersetzt (wenn i die Be- 
deutung /— 1 hat). Es kommen also die Bessel’schen Functionen 
sowohl fiir reelle als fiir imagindre Argumente vor. So hat Riemann 
in der Abhandlung ,,iiber die Nobili’schen Farbenringe‘‘ (Gesammelte 
Werke S. 58) diese letzteren Functionen fiir » = 0 eingefiihrt, und 
Entwicklungen dafiir gegeben. Unter diesen Entwicklungen sind die 
nach fallenden Potenzen von x fortschreitenden, obwohl nur halb- 
convergent, fiir die Berechnung bei grésseren Werthen von « sehr 
gut brauchbar. Herr Dr. Elsass, der bei physikalischen Arbeiten diese 
Functionen benutzen wollte, hat mich darauf aufmerksam gemacht, 
dass die Ableitung dieser Entwickelungen namentlich fiir die eine der 
beiden Functionen Schwierigkeiten macht. Diese halbconvergenten 
Entwicklungen allgemein zu untersuchen ist der hauptsiichlichste Zweck 
der folgenden Mittheilung. Wir setzen dabei das Argument 2 als 
unbeschriinkt veriinderlich (complex) voraus. Auch iiber » machen wir 
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keinerlei beschrankende Voraussetzung, nur wollen wir es der Kin- 
fachheit halber reell annehmen. 

In Bezug auf die benutzte Bezeichnung sei noch bemerkt, dass 
nach Gauss (Disquisitiones circa seriem infinitam etc. Werke Bd. III, 
S. 125) unter TT(@) die durch die folgenden Gleichungen definirte 
Function 


III. TT (e) —fesas, Tle = aT (a@—1) 
0 
und unter Y(«@) die Function 
_ aigMa) _ Wo 
IV. VY (a) = er = THe) 


verstanden wird, so dass nach der Legendre’schen Bezeichnung T1(a@) 
== [(a-+1) ist. Tl(@) wird fiir ein negatives ganzzahliges « unendlich 
und hat sonst fiir jedes reelle @ einen endlichen Werth. Fiir ein 
positives ganzzahliges « ist 


h(a) = 1,2.3...4, 
ve) = 90) +1 + 54-44 
(0) = — 0,5772156649 .... 
Es mégen hier noch die Formeln Platz finden (Gauss, |. c. Art. 25,26 u. 27) 
1 1 1 i 
m(—3+4)"(—Z-«)—aae 
2eTT (— +4 a) M(a) =x M(2a), 


1 
s*(1—s)* da = 


_ 


’ 


TT (a) Te) 
TT (2a+1) 





1. 


Wir definiren zwei Functionen S,(#), S,(#) der complexen Ver- 
inderlichen x durch folgende Integrale 


S, (x) = ray J a (1 — sy rds, 
0 


(1) 


n 


' 1 ; s \e 
S, (a) Tia) e-*se(1 + siz) ds, 


worin « eine beliebige reelle Grésse bedeutet, die wir grésser als — 1 
voraussetzen (da sonst die Integrale nicht convergiren wiirden). Ist 
es nothig, @ in die Bezeichnung mit aufzunehmen, so setzen wir 
S,(x, «), S,(~, a). Nehmen wir die Integrationswege (1) reell an, 











406 H, Weser. 


und erkliren die Potenzen s*, (1 Fs) so, dass s* reell und positiv 
ist, (1 = ss) fiir s 0 in 1 tibergeht, so sind diese Functionen ein- 
deutig bestimmt, ausser wenn # rein imaginiir ist. 

Bestimmen wir zuniichst in der angegebenen Weise die Functionen 
S, (x), S,(x) fir ein 2 mit positivem reellen Theil, so kénnen wir es 
durch stetige Fortsetzung allgemein bestimmen, erhalten aber mehr- 
deutige Functionen, die ihren Werth andern beim Umkreisen des 
Nullpunktes. Wie diese Aenderung beschaffen ist, zeigen die beistehen- 
den Figuren, welche in einer Ebene gezeichnet sind, welche gleich- 
zeitig die Variable « und die Variable s darstellt. 

In S, kann die reelle Axe als Integrationsweg genommen werden, 
so lange nicht x den negativen Theil der imaginiren Axe tiberschreitet; 
dann muss der Integrationsweg ausweichen, und erhilt nach einem 
vollen positiven Umlauf des « die in Fig. 1 dargestellte Gestalt. 


Fig. 1. 


Fig. 2. 











Bei S, muss der Integrationsweg bereits ausweichen, wenn z den 
positiven Theil der imaginiren Axe erreicht; nach einem halben Um- 
lauf des Punktes x erhilt er die Gestalt der in Fig. 2 punktirt ge- 
zeichneten Linie und nach einem vollen Umlauf die Gestalt der aus- 
gezogenen krummen Linie. Wenn man dann die um den Punkt + 2iz 
oder — 2iz herum laufende Schleife in geradlinige Strecken zusammen- 
zieht und mit S,’, S,’ die Werthe bezeichnet, welche S,, S, nach einem 
vollen Umlauf des x annehmen, so ist 


Qix 
S\’ = e-¥mo § 4 (1 — etna) Wei J est (1-35 J's, 
(2) —iz 


Sy = e-*a § 4+. (1 — e-saie) ta fos (1+ sy) ds, 
6 


wofiir man auch schreiben kann 
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1 
Sy = e-2#ie § 4 (1—e-2nie) or fe-rse(1 —-s)*ds, 
% 


(3) 


1 
, —_osmp\et! /* 
Sy = e-tia 8, + (1 — ¢-tnia) (SEA f tins (1 — s)eds, 
0 


Wollen wir also S, und S, zu eindeutig bestimmten Functionen von « 
machen, so miissen wir die Ebene der x durch einen Schnitt begrenzen, 
den wir vom Nullpunkt ins Unendliche verlaufen lassen. 

II. 


Die Functionen S,, S, geniigen, wenn @ positiv ist, den folgen- 
den Recursionsformeln 


8,(#, a—1) = 8, (#, ¢-4+1) + **t" §, (a, «), 
S,(a, a—1) = S, (x, a+1) — set! S,(a, «). 


Um die erste zu beweisen, setzen wir nach I, (1): 


(5) S,(#,a—1) —=*+ g(a, «) — 8, (a, a1) 


— Wet, e(1— 2S fee+1)— neers) s(1i— 





(4) 





ite 
—8(1—s ‘ds. 
Es ist aber 
(6) Fet{ert(I— sz) + (e+ 1)s*(1— azz) (I- 
uisicl —_ c “My a(a+1)— opyter) s(1— ste) 


—#(~ ah} 


so dass sich durch Integration dieser Formel zwischen den Grenzen 
0 und oo mittelst (5) die erste Forme! (4) ergiebt, und durch Ver- 
tauschung von i mit — 7 die zweite. 








II. 
Die Functionen S, (x), S,(z) gentigen den Differentialgleichungen 
aS = 
P So + 25 Se — SEE! 5, =0, 
) aS, ;, Fe (w+1 
Ny - SPP ane 


Um diese Gleichungen nachzuweisen, kann man wie in II ver- 
fahren, indem man durch zweimalige Differentiation bildet: 
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a8, koh a(a@-+1) 
dz? + ai ; 8 


x ! 


~bty fovel—ai ‘(e+1-s—* 3) ds 
— Gis fi (c-+91(1 - 3) )as == 0 


und ebenso beweist man die zweite Gleichung (7). 
Setzt man nun 
(8) = He), 
u, = e-*S, (a), 
so ergiebt sich aus (7) das Resultat, dass u,, u, die beiden particularen 
Lisungen der Differentialgleichung 
eu ee (a +1) 
(9) +(1— SEF?) a 


“aa 





sind. Durch die Substitution 
(10) saath 


geht die Differentialgleichung (9) in die Differentialgleichung der 
Bessel’schen Functionen iiber: 


1\2 
r («+ 3) 
om Beeb) Wo. 


IV. 


Wenn @ eine ganze Zahl ist, so kann man in den Formeln (1) 
den binomischen Lehrsatz anwenden und findet S,(x),-S,(#) als 
rationale Functionen von 2. Dasselbe Resultat findet man, wenn man 
die Differentialgleichungen (7) durch Potenzreihen zu integriren sucht. 
Dies letztere Verfahren ist auch auf beliebige Werthe von « anwend- 
bar, und giebt fiir die Functionen S,(x), S,(#) immer convergente 
Potenzreihen. Dasselbe Ziel erreicht man aber in einfacherer Form, 
wenn man die Differentialgleichung (9) durch Reihen, die nach steigen- 
den Potenzen von @ fortschreiten, integrirt. Man findet durch die 
Methode der unbestimmten Coefficienten fiir die Differentialgleichung 
(9) die beiden particularen Integrale 


v, "SE" — = 


0,0 TT (2 )T1 (a +5 +4 v) 


uv, =(5)" POs oe 


Tt») 1 (— «—4 + »)’ 


(12) 

















4 
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und fiir S,, S, erhalt man also, wenn A,, B,, A,, B, noch zu be- 
stimmende Constanten sind 

S, (x) = A,e-*U, + B,e-*U,, 

S, (x) = A, ez U," + B,e* U,. 


Die Constanten B, und B, erhalt man, wenn man x = 0 setzt, 
' 1 
~ T(2a) 1(— “- =) 


_ i Ta) (—«— 3) 
226 TT («) 


B, =e a ee a 
° > 2°* TT (a) 
oder mit Benutzung der im Eingang erwihuten Formeln tber die 
TT- Function 


B, =e 








= ~= 

B Vre? B Vre * 
,_=- ome _— 
COs a7 COS a7 


Um A,, A, zu bestimmen, lasse man x eiuen Umkreis um den Null- 
punkt in positivem Sinne beschreiben. Dadurch iindern sich S, und 
S, nach den Formeln (2), (5), wihrend U,, U, die Factoren ¢<, 


e—ai¢ annehmen. Daraus ergiebt sich 
. _ mi(a—1) : 
A,e-* U, cos am = Q¢a%tte = * ta Je tizs sa (1 — s)*ds, 
; 0 
und wenn man durch 2*+' dividirt und dann 2 = 0 setzt 





— xila-}) mi (a —1) 
¢ 2 Vx e * Vx 
A, a Sai jor A, = —— ae 
COS am COS a7 
so dass wir erhalten 
(242 *') i(e 7) 
COSaM o P : a 2 
SEE 8 mc U, +e U,, 
(13) 
4 (e422) i(e—*2) 
COSaM & ’ 2 7) 
—- S,=c U, +e U, 


In dem Falle wo «@ +4 eine ganze Zahl ist, der auf die 


Bessel’schen Functionen im engeren Sinn fiihrt, und also fiir die An- 
wendungen gerade der wichtigste ist, sind die Entwickelungen (13), 
unmittelbar nicht anwendbar, weil beide Seiten identisch verschwinden. 
Durch einen Grenziibergang gelangt man aber auch in diesem Falle 
zu den geeigneten Entwickeluhgen. 

Wir setzen 


e+ s—n+B, 
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und verstehen unter » eine nicht negative ganze Zahl. Die erste 
Gleichung (13) lisst sich dann mit Benutzung der fiir jedes ganzzahlige 
v giiltigen Relation 


cos «ox = (— 1)" sin 7B — (— 1)" sin a(n—v+ £) 


‘in (—1)"z ‘ 
~~ Tv—n—B)TI(n—9—B—1) 


nach Absonderung der » ersten Glieder von U, in der Form schreiben: 


1\ zi ie v 
(14) 8, = brt-3) 1/2 Dey ree ea” 


On—1 


‘; nn e F (n+8- y< y (2 \errn (=) e~ *p 
+ nap +e 1)"( (=) (¢ y Ti(v-Fn) TH(o—B) OTT () TH(v-+-n+ 8) 


0, @ 








und hieraus liasst sich der Grenzwerth fiir 6 — 0 durch Differentiation 
leicht bestimmen. Man findet so 


(15) Smee wnt = {>@) Pee 


On—1 


° i log (F) —¥() —¥ (rtm) 
- Severn “6 az 


TT (v-+-n) TT(v) 





2v-+n 
+ ix -y - - }. 


Setzen wir 





~ az ern 
J (2) = >) (- 1)” Wey tt $y’ 
(16) ih 
Y(z) = - P 4 te? 
On—1 
veers 8(Z) —¥O—Vnt+») 
+3 1’ (3) ~  W)Tiin+s) ~~” 
so wird 


(17) S\@) ee / = {int (2) — YO(a)] 


und durch Vertauschung von i mit — i 
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(18) S,(z) ete) 2 (— in Toe) — YO). 


J“)(%) und Y)(z) sind die unter dem Namen Bessel’scher Functionen 
der Ordnung n erster und zweiter Art bekannten Functionen.*) 
In der Eingangs erwihnten Abhandlung hat Riemann fiir den Fall 
n= 0 und ein rein imaginires « die Entwicklungen (16) mitgetheilt. 
Durch (17) und (18) kann man auch J™)(%) und Y™(z) durch 
die Functionen S, (x), S,(#) darstellen in der Weise 


ni ni 
me —(2n—1) — (2n—1) — 
97 x Y ‘ 
a= Yi) = — S,e*e . = S,e-*e 6 
19 : - 
= , > os _ —(@n—1) = nl) 
2iny/ * diz) = S; ee — S,e-*e 
VII. 


Wir kebren wieder zu den allgemeinen Formeln (13) zuriick. 
Lassen wir x in positivem Sinne einen halben Umkreis um den Null- 
punkt beschreiben, so geht 

zin—z, U, in —e**U,, U, in e-**U, 
iiber. Bezeichnen wir die so entstandenen Werthe von S,(x) und S,(a) 
mit S,(—2), S,(—) so erhilt man aus (13) zwei neve Gleichungen 
und wenn man mittels (13) selbst U,, U, eliminirt, so folgt 
S,(—2) = 8, (2), 
S,(—2) = 8, («) — e** 27 sin ax S, (x) 
und diese Formeln gelten auch in dem in V behandelten Ausnahmefall. 
Andere Ausdriicke wiirden sich ergeben, wenn man « in — # durch 
einen halben Umkreis in negativem Sinne iiberfiihren wiirde. 

Hiernach gentigt es, die Functionen S,, S, fiir solche Werthe 
von x zu betrachten, deren reeller Theil nicht negativ ist. Durch (20) 
sind sie dann nicht nur fiir alle Werthe von 2, sondern auch nach 
beliebig wiederholter Umkreisung des Nullpunktes bestimmt. 

Begrenzen wir, um S,, S, eindeutig zu bestimmen, die z-Ebene 
durch einen lings der negativen reellen Axe verlaufenden Schnitt, so 
ergeben uns die Formeln (20) die Werthe dieser Functionen im dritten 


und im zweiten Quadranten, ausgedriickt durch die im ersten und im 
vierten Quadranten folgendermassen 


(20) 


x im ersten (oder zweiten) Quadranten 
21 S;(— x) = 8, (a) + e*27 sin ax S, (x), 
= &(—2) = 8,(2), 


*) Vgl. Hankel, diese Annalen Bd. 1, S, 167. 
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x im vierten (oder dritten) Quadranten 
8,(— 2) = 8, (2), 


(22) S,(— x) = S,(v) — e-** 2i sin aw S, (x). 


VII. 


Wir bezeichnen mit r den absoluten Werth der Verinderlichen x 
und untersuchen das Verhalten der Functionen S,, S, bei unendlich 
wachsendem ry. Die urspriinglichen Definitionen (1) lehren, dass, so 
lange x im ersten oder vierten Quadranten liegt, der Grenzwerth von 
S, und S, gleich 1 ist, und die Formeln (21), (22) zeigen, dass dies 
auch noch dann stattfindet, wenn x im zweiten oder dritten Quadranten 
liegt, also in dem ganzen oben fiir x festgesetzten Gebiet. An der 
Grenze dieses Gebietes, d. h. fiir reelle negative Werthe von x, wird 
aber, wie die Formeln (21), (22) zeigen, der Grenzwerth unbestimmt, 
und wenn man das Gebiet iiberschreitet, so wird er sogar unendlich. 
Indem wir nun eine obere Grenze G fir die Functionen S,, S, zu 
ermitteln suchen, beschriinken wir uns auf die Annahme, dass x im 
ersten oder vierten Quadranten (mit Einschluss der Grenzen) liegt, 
d. h. wir nehmen an, der reelle Theil von a sei positiv oder Null. 

Wenn zuniichst « positiv ist, so ist der absolute Werth sowolil 
von S, als von S, kleiner als 


Te f' etse(1 i) ds. 


0 


Es ist aber 
fice 


und folglich der absolute Werth von S, und S, (so lange 27 > «@ ist) 
kleiner als 


y 1 — (: oe * ee 1 
(23) G= TT(a) fe . ) stds=— : er 


G- = 


ein Ausdruck, der sich mit wachsenden x von oben her der Grenze 1 
annihert. 

Ist @ negativ, so muss doch, wie wir festgesetzt haben, « +- 1 
positiv sein, und die Formeln (4) ergeben auch fir diesen Fall eine 
obere Grenze fiir S,, S,, niimlich 


¢ a ae alin 2a+3 a 
(24) Fo (1 a «+ 2 \a+3 + ia Be (i ai \et2 
2r ae 


| 
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wofiir auch der gréssere Werth 





14 2e+8 
(25) (-S 7 : 5 ——— ee 
gesetzt werden kann. 

IX, 


Wenn man die Entwicklung nach dem binomischen Lehrsatz 


+ siz) “Zz Taye or eS - ws y 


in die Ausdriicke (1) fiir S,(”), S,(x) einsetzt, so erhalt man die 
Reihen 








_TH(@ + v) 1 
TH(v) Th — v) (F 2ia,” 





Diese Entwicklung ist aber nicht im ganzen Umfang des Integrals (1) 
gestattet, sondern nur so lange s kleiner als der absolute Werth von 
2x ist. Dem entsprechend ist auch die so gewonnene Reihe divergent. 
Gleichwohl hat sie fiir die Theorie der Functionen S,, S, eine grosse 
Bedeutung. Um den Zusammenhang dieser Entwicklung mit den 
Functionen S,, 8, zu ergriinden, betrachten wir die beiden Functionen 





R”™ = = TI (a@ +1 v) 1 v 
en TT(@ — ») (—2iax)”’ 
(26) 
RY” = TT (a to ss 


~ ~ T(%) T(a—») ia)” 


worin m eine beliebige sles ganze Zahl bedeutet. 
Setzt man in den linken Theil der Differentialgleichungen (7) 
die Ausdriicke (26) ein, so ergiebt sich 


at R\™ 9, aR” __ @(a+1) R™ — — 4m «ST (a-+m)' 
dat O° 2 x . (—2iay"tt TT (m) TT (a—m)? 
(27 
@R" 9, aR” _ a R@™ ——1™ TT (ce -+-m) 
da* dx _— (2 (2ia)™t TT (m) TT(@ —m) ° 


Die Differentialgleichungen, welche man aus (27) erhilt, wenn man 
die linke Seite fiir sich Null setzt, kénnen wir nun nach (7) und (8) 
integriren. Die vollstindige Lésung der ersten ist, wenn a, b will- 
kiirliche Constanten sind 


aS, (a) -- b e— riz S, (a) ) 


und daraus erhiilt man nach bekannten Verfahren die vollstiindige 
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Lésung der ersten Gleichung (27) wenn man a, b als Functionen von 
« mittels der Gleichungen 


d db : 
Se 8, (a) + = e** 8, (2) = 0, 


(28) 
da Sn 4 db de y 2S, (aw) 4m TT (@-+m) 
dz dz ads ~ (—9ta)"H TT (m)TT (ce — m) 
bestimmt. 
Nun findet man aus den Gleichungen (7) dass 
d a ‘ 
8, > — 8, Hs — 248,8, 


eine Constante ist, welche man aus dem Werth x2 = oo bestimmt 


und = — 2i findet. Hiernach kann man die Gleichungen (28) leicht 
auflésen : 





da —2mi TT(a-+-m) r 
dz (— Qin"! TT (m) TT (cc — m) S,(2), 
db 2Qme TT (a+ m) 





da Cag Wom) Te—m O51 (2). 


Daraus erhalt man nun fiir das vollstiindige Integral der ersten Differen- 
tialgleichung (27), wenn A, B die Integrationsconstanten sind: 


(29) AS, (wv) + Be-** 8, (x) 





mi (atm) (Spx) Sly) — &Y— Syy) Sy (@) ] 
* TT (m) TT (@ — m) (an Qiyy™tt eer. ay 


wo die Integration nach y von dem Punkte x an parallel der reellen 
Axe ins Unendliche gefiihrt werden kann. In dieser Form muss also 
auch die Function RY” enthalten sein, und wenn man die Constante 


aus & = oo bestimmt, findet man A=1, B=O0. Wenn man noch 
unter dem Integralzeichen 


=ar2+t 


substituirt, so ergiebt sich 


TT (a-+-7) | 
(30) 8, (x) -> BS (v) Th(@ —) (—2a)” 


Oym—1 








2mi TT (a-+-m) * 3(c) ) S,(a+t) —e ** S, (x) S,(a+t) dt 
~~ TT (m) TT (a —m) (— 2i(a+t) er 
% 


und S,(#) erhalt man daraus, indem man 7 in — 7% verwandelt. Die 
Integration nach ¢ wird auf reellem Wege vollzogen. 
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Hierdurch ist der Fehler, der begangen wird, wenn S,(x) durch 
R{” ersetzt wird, in einer Form dargestellt, welche seinen Einfluss 
zu beurtheilen gestattet. 

Wir bezeichnen den absoluten Werth des Restgliedes 


eo 


‘ane | Sp(x+t) — & Sy(@) Sy (+t) 2, 





TT (m) TT (a — m) (— 24 (@-+-t))™t 
0 


mit © und suchen eine obere Grenze fiir 0, also fiir den Fehler, der 
begangen wird, wenn S,(a) durch RY” ersetzt wird. 
X. 


Wir bestimmen zuniichst einen oberen Grenzwerth, welcher von 
dem absoluten Werth des in © vorkommenden Integrals 


(31) if‘ S,(a-++-t) — e 8, (a) S,(a+t) di 








(—2¢(@+t))""" 


0 
nicht tiberschritten wird. Hierbei ist nun die Voraussetzung wesent- 
lich, dass der reelle Theil von 2 nicht negativ ist. Setzen wir 
“2=r(cos p + ¢sin gy), 
so ist cos m nicht negativ und der absolute Werth von x + ¢ ist 
=/r++2ricsgSyr+?sSr. 
Dies wiirde nicht fiir alle Werthe von ¢ zutreffen, wenn der reelle 
Vig. 3. Theil von n negativ wire (vgl. Fig.3); 
die Niherungsformel Ri” fir S, 











wiirde daher in diesem Falle zwar 

a ia z+¢_ auch noch bis zu einem gewissen 

Av Mee fer, _-__ Grade brauchbar sein, aber mit ver- 
p™,. | /-. A, minderter Genauigkeit. Halten wir 

ee eee = __.... daher jetzt an der Voraussetzung fest, 
‘ } dass cos gm nicht negativ sei, so wird 

\ ¥ der absolute Werth der Function 

“adil 8, (2)8, (#-+1) — &*8,(2)8,(2-+0), 





da der absolute Werth von e** gieich 1 
ist, kleiner als 2G? sein, wo G die 
in Nr. V bestimmte obere Grenze von S,, S, bedeutet, also eine von 
m ganz unabhiingige Function von 7, die sich mit wachsendem r der 
Grenze 1 nihert, und fiir den absoluten Werth des Integrals (31) 
ergiebt sich eine obere Grenze 


Dp 
dt 
12 i 
G ff Vaart 


0 
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Es ist aber, wie aus der Theorie des Euler’schen Integrals bekannt ist 


a _ 1 "™C2) "G) 


ao 





Vet eb e m+1 7" es 





wm(25") 


und bieraus erhailt man mit Benutzung der bekannten Relationen 





0 


TT (a — m) TI(m—a) = —%)™ 1(— +) =yz, 


+sinaz’ 





32) ie hiieinn =e o) seis (2% ) Ge 
0 ———— 


Vx Ti(m) TI 2 1) (m— a) (27) 





wobei natiirlich der absolute Werth von sin ax zu nehmen ist. Im 
Falle der Bessel’schen Functionen im engeren Sinne, wo 2a, aber 
nicht a, eine ganze Zahl ist, ist also sinaa == 1. Nun machen wir 
in (32) Gebrauch von der bekannten Ungleichung (Man vergl. etwa 
Serret-Harnack, Differential- und Integralrechnung Bd. II, Nr. 538) 


1 1 
a+— —— @+— —at+ 
V2na *e*<Ti(a)<Y2xa *e a 
Wendet man dies auf die in (32) vorkommenden TT-lunctionen an, 
so folgt 


2 1 1 1 1 


a+ 
FR ” . (104 + 2(m—a t im dtm 
(33) 0 < y2m(™)" Ge-m 2t%) ee es 


m— a 
wobei noch von der Ungleichung 
m 
1 +)" m—1 
(1+ 5a) <¢ 
Gebrauch gemacht ist. 

Man sieht, dass dieser Grenzwerth wegen des Factors m™ mit 
wachsendem m iiber alle Grenzen wichst, dass er aber, so lange 
m < 2r vorausgesetzt wird, unter einem Werthe bleibt, der, fiir nicht 
zu kleine m und r, ungefaihr mit 


V2me-™ 


iibereinstimmt. 


Marburg im Juli 1890. 




















Zur Theorie der Abel’schen Differentialausdricke und 
Functionen. 


Von 


M. Noerner in Erlangen. 


Im Folgenden gebe ich eine ausfiihrliche Bearbeitung der von 
mir in den Sitzungsberichten der Erlanger physicalisch- medicinischen 
Societiit, Hefte 16 (1883/4) und 18 (1886) veréffentlichten Noten tiber 
die algebraischen Differentialausdriicke einer Variablen und tiber das 
Jacobi’sche Umkehrproblem. Dieselbe schliesst eng an die im Winter- 
semester 1885/6 in einer Vorlesung iiber Abel’sche Functionen vor- 
getragenen Entwicklungen an. Ein erster Theil beschiiftigt sich mit 
den Differentialausdriicken, ein zweiter mit den Integralen und ihrer 
Umkehrung, wobei ich Angabe von Standpunkt und Ziel der Be- 
trachtungen jedem dieser Theile als Einleitung vorausschicke. 


Erster Theil. 
Die Abel’schen Differentialausdriicke. 


Der erste Theil ist als rein algebraischer aufzufassen; obwohl er 
unmittelbar die Reduction aller zu einer Grundcurve gehérigen Integrale 
algebraischer Differentialausdriicke auf eine Summe von Normalinte- 
gralen der drei Gattungen, alle Darstellungen von algebraischen Func- 
tionen durch solche Integrale etc. leistet, hat er doch die besondere 
und wesentliche Eigenschaft, nur mit algebraischen Ausdriicken und 
Mitteln zu arbeiten, und zwar nur mit solechen, welche zugleich den 
Charakter der Invarianz in Bezug auf das ganze Gebiet der rationalen 
Transformationen haben, denen man die Grundcurve unterwerfen kann. 
Unsere scheinbar an einer bestimmten ebenen Curve f=0 aus- 
gesprochenen Betrachtungen und Formeln gelten also ohne Weiteres 
fiir die ganze Classe von algebraischen Gebilden, welcher f =O an- 
gehért, Das Hauptmittel zur Erreichung dieses Zweckes ist die Er- 
weiterung des durch das invariante System der Formen seit lange 
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eingefiihrten Formenbegriffs: ich fii’. vie ,,algebraischen Formen eines 
Punktes von f = 0 — homogene Ausiiriicke (m — 3)'* Dimension in 
den Coordinaten eines Punktes der Curve m‘* Ordnung f= 0, die 
rational-gebrochen und zu f adjungirt sind — in die Theorie ein, als 
gleichberechtigt mit den algebraischen zu f =O gehirigen Functionen. 


Diese Formen sind, aus dem System der  abgeleitet, die Ausdriicke 
gett) _ : — ol) , 
—, wie die Functionen die Gestalt ——— haben, wo 9 eine 
o og’ &) 


ganze Function w'* Dimension der p Formen @ ist. Durch einfache 


Multiplication mit einem und demselben, ebenfalls invarianten Factor, 
der Differentialform 


dx) 1 , 
da, (= “Fa fiir f(%,, %, % 3) = 0), 


gehen aus den Relationen fiir die Formen die fiir die Integranden 
hervor. Bei dieser Auffassung fallen alle durch Auszeichnung einzelner 
Variablen, also auch Nichthomogenitat, hervorgebrachten Besonder- 
heiten einfach weg, indem alle Modificationen jedes speciellen Falles 
in der allgemeinen Behandlung schon mitbegriffen sind. 

Die Festlegung der Normalform 3'* Gattung geschieht (§ 6) 
wesentlich nach Clebsch-Gordan (Abel’sche Functionen, § 6); nur 
dass ich noch p willkiirliche feste Punkte a; von f= 0 benutze. Von 
dem so algebraisch normirten Ausdruck habe ich nun bemerkt, dass 
er die Differenz zweier, je nur von einem der beiden Parameter ab- 
hingigen Formen 3'* Gattung wird. Diese Eigenschaft erlaubt, zwei 
wichtige Aufgaben zu lésen: 1) die Aufstellung der einfachsten alge- 
braischen Functionen des Punktes x der Curve, wie derer, welche in 
p +1 gegebenen Punkten je zu co! werden (§ 8); 2) die allgemeinste 
Erledigung des Problems, alle Formen 2‘ Gattung (bez. Integrale 
3’ Gattung) algebraisch aufzustellen, welche Vertauschung von Argu- 
ment und Parameter zulassen (§ 9). Herr Cayley hat auf diese letztere 
Aufgabe in Bd. V (p. 137) des American. Journ. of. Math. hingewiesen ; 
aber das hiernach von mir aufgenommene Problem findet sich schon 
in einer Formel von Hrn. Weierstrass, und zwar fiir die hyperellip- 
tischen Functionen in dessen Programmschrift des Braunsberger Gym- 
nasiums 1849, allgemein in dessen Vorlesungen iiber Abel’sche Func- 
tionen*), gelést. Mit diesen Resultaten des Herrn Weierstrass 
stimmen meine Formeln im Wesentlichen iiberein; mein Ausgangspunkt 
und meine algebraischen Beweismittel sind indess — von der Kinfiihrung 
der oben genannten p Punkte a; abgesehen — vollig verschiedene. 


*) Dieselben wurden mir durch eine Nachschrift nach den ersten beiden 
Noten iiber die Differentialausdriicke und vor der Note tiber das Umkehrproblem 
zugiinglich, 
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Die Vertauschungsformel bietet ein bequemes Mittel, die friiher 
(§§ 2—5) behandelte Formenreduction wirklich auszufiihren (§ 10) 
und die algebraischen Functionen und ihren Logarithmus durch eine 
Summe von Integralen 2'", bez. 3, Gattung auszudriicken, oder viel- 
mehr ceren Ableitung durch eine Summe von Formen (§ 11). 


Inhalt des I. Theils: 


Differentialform do,. Algebraische Formen, 

Classification der algebraischen Formen. 

Reduction der algebr. Formen auf die Normalformen des § 2. 

Reduction der Formen D, iS auf die Normalformen, 

Einfiihrung von p bestimmten Formen 2'* Gattung in die Reductionsformeln. 

Algebr. Festlegung und Eigenschaften der Normalform 3! Gattung. 

Residuensatz. 

§ 7. Festlegung und Eigenschaften der Normalformen 2‘ Gattung. 

§ 8. Die Normalform 3"t Gattung als Function der Parameter. Aufstellung der 
einfachsten algebr. Functionen, 

§ 9. Satz von der Vertauschung von Argument und Parameter bei den Formen 
2ter Gattung erster Ordnung. Kanonische Formen 2‘ Gattung. 

§ 10. Darstellung von algebr. Formen, 


S- 


Mr BG Kh a 
on ® ww 


' x (2) x (@) 

$11. Darstellung von D, lg yay und von D, oa 

§12, Die Sitze von §§ 9—11 bei Einfiihrung von corresidualen Gruppen von je 
p+1 Punkten. 


§ 1. 
Differentialform dw,. Algebraische Formen. 
1. Die zu Grunde gelegte algebraische Curve sei f, mit der 
Gleichung: 
f(x) =[(@ %_, %) = 0, 
von der Ordnung m und dem Geschlecht p. Die zugehérigen Inte- 
granden haben die Gestalt 


du = has} .- (cada) _ 3 

Xfi) 
wobei M und N ganze homogene Functionen der Coordinaten 2,, 7, 2, 
des Punktes ~ sind und zwar M von einer um m — 3 hoheren Di- 
mension als N. Dabei sind Ausdriicke wie (abc) fiir die Determinante 


P4 + a,b,c, gesetzt, und 


> file) = > 4 ore = fea) 





23* 
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bedeutet die Polare von c in Bezug auf f. Fiir die beiden Factoren 
von dw fihre ich besondere Bezeichnungen ein: den allen du gemein- 
samen, von den ¢ unabhingigen, Factor 


(cada) | 
> ¢; f;(«) 


bezeichne ich als Differentialform dw,*) von f; den verinderlichen 
Factor 

du het M(a) 

do, N(x) 


als algebraische (zu f gehérige) Form von x. 


2. Zur Rechnung mit diesen homogenen Gréssen ist Folgendes 
zu bemerken: 
Sei 


am 5. 
x y 


der Quotient zweier homogenen rationalen ganzen Functionen r'e" Di- 
mension in 2, 2,23, w und x, also eine algebraische Function von x; 
so wird, indem man die c durch die Unterdeterminanten aus den ersten 
Differentialquotienten von y und x ersetzt, fiir dw, erhalten: 


r(edy—zdv) _ rytax _ Dima, aX 


ae. ae on 


= - Se unabhangig von den a). 
> + &% fe(bsX — 2s) » oe “) 
Umgekehrt fiihre ich, wie J, fiir jede homogene Function 
O'e Dimension der Coordinaten, X, die Differentialableitung 


X, da, : 
aX = 2% ~,  wobei > fidxu; = 0, 
zx z 


ein, Dieselbe wird eine, von den dx unabhiingige, algebraische Form 


D,X= 





von f, wenn X eine algebraische Function > war; und zwar ist: 


— (@Xf) _ 1 (fox) . 
Dim Dd «2; e + 
Auch fiir irgend eine ganze homogene Function N(z) der Coordinaten, 
die an einer Stelle « —£& verschwindet, wird an dieser Stelle x = &: 


DN= ah 2 (oN 


== 
@o 
x = bel hae 


von den @ und dz unabhingig. 


*) 8. Cayley in American J. of Math., Bd. V. 
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3. In Betreff der Factoren + von du nehme ich zunichst an — 


was mittels eindeutiger Transformation von f immer zu erreichen 
ist —, dass keiner der Unendlichkeitspunkte von 


Bei et M (cx dx) 


N° Dd 4hi@ 
in den von den ¢ unabhingigen 0-Punkten von f = 0, > cifi(z)—= 90 
liege. Dann muss ~ in diesen vielfachen Punkten von f sich jeden- 


falls ,,zu f adjungirt‘‘ verhalten; wenn also N durch einen x-fachen 
Punkt von f nicht hindurchgeht, muss M diesen Punkt zum (x — 1)- 
fachen Punkt besitzen. 

Nimmt man nun die Gesammtheit der Curven N von allen midg- 
lichen Ordnungen , und je die Gesammtheit aller zu f adjungirten 


Curven M von der (» + m— 3)" Ordnung, so erhalt man in ~ 


alle existirenden algebraischen Formen von f; und zwar nicht nur die 
der obigen Annahme entsprechenden wirklich adjungirten Formen 
+ sondern auch als specielle Unterschaaren der adjungirten Formen 


die in nichtadjungirter Gestalt geschriebenen Formen, indem ja von 
den Curven N ein Theil seine Schnittpunkte mit f in vielfachen Punkten 
von f haben wird: 
die allgemeinsten algebraischen Formen von f sind zu f ad- 
jungirte Formen. 
Unter den vielen Gestalten , welche man einem solchen Ausdruck 


~ vermoge f = 0 geben kann, hebe ich eine hervor. Seien 


Pi (©), Po(%), - + +» Pp (2) 
p linear unabhiingige zu f adjungirte ,,Curven gp“, von der (m— 3) 
Dimension in 2,, 2, 2; -und sei unter 


(x) 


eine ganze Function uw" Dimension von 9,, 92, -.-) Pp verstanden. 
Legt man diese Curve (2) —=0, indem man um geniigend gross 
annimmt, durch alle diejenigen Punkte &,, &, ..., §& von N=0O, 
f=0, in welehen M, von den durch die Adjunctionsbedingung von 
M hervorgebrachten 0-Punkten abgesehen, micht verschwindet, so 
existirt eine Relation der Art*) 


(xz). M= Oe+0(2). N+EA.S 


*) S. meinen Aufsatz: Invariante Darstellung algebraischer Functionen, 
Math, Ann, XVII, p. 263. Der hyperelliptische Fall von f verlangt dabei ge- 
sonderte Betrachtung. 
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wo (+(x) eine ganze Function (w+ 1)'* Dimension der q,, . . 
wird. Vermége f= 0 wird also 


+» Po 


M ole} (a) 
Noa) 








oH +) (x) 
ow (ar) 
m+) (2) = 0 die Grundcurve / in bez. w(2p—2) und (w+ 1) (2p — 2), 
von den vielfachen Punkten von f selbst verschiedenen, Punkten; 

unter den ersteren seien 


Ist, umgekehrt, 





gegeben, so treffen (x) =O und 


E,, E> - 7 g, 


diejenigen, welche nicht zu den letzteren gehéren. Legt man dann 
durch diese Punkte & eine ganz beliebige Curve N=O, so existirt 
wiederum eine Relation der obigen Gestalt, die nun M als von f ad- 
jungirte Curve bestimmt. Fiir die algebraische Form ist dadurch die 


friihere Gestalt * wiedergefunden. 


4. Die beiden Factoren von 


sow 
haben fiir sich Covarianteneigenschaft bei beliebiger eindeutiger Trans- 
formation von f = 0 in eine neue Curve f’ = 0. 
Denn sei 
% = Fi(Y1, Yo, Ys), (@=1, 2, 3), 
wo die #; ganze rationale Functionen s‘** Ordnung der y sind, und sei 
2 toy tae dee — MPD 
f(z) = 4) -£Y), 
wo f(y) =O die transformirte Curve; so wird*) 


(9149s) 











da, == 7 dy, 
ote) sayy oy) 
o') (a) Ont) “9H ’ 
wo 
’ -_ (xydy) 
wins tas », oY)’ 
- OY 


und wo die ®’\)(y) ganze Functionen v'** Dimension der p zu /’ (y) = 0 
gehérigen Formen gy’ (y) sind. 





*) S. meinen Aufsatz ,,Rat. Ausfiihrung der Operationen etc,, § 31, (Math. 
Ann, XXIII). 
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Genau dasselbe gilt, sowohl bei den algebraischen Formen als bei 
der Differentialform d@, fiir den Uebergang von f = 0 zur Darstellung 
dieses algebraischen Gebildes in irgend einer Gestalt, z. B. als Norm- 
curve (2p — 2)t Ordnung im Raum von p — 1 Dimensionen. Dess- 
wegen umfassen auch alle folgenden Betrachtungen, obwobl an f = 0 
ausgesprochen, doch unmittelbar alle Gebilde derselben algebraischen 
Classe, indem man nur jeweils den von der Transformation abhingigen, 
allen algebraischen Formen gemeinsamen, Factor hinzugefiigt denkt. 
So haben insbesondere die Reductionsformeln des § 3 invariante 
Kigenschaft. 

Die Quotienten aus je zwei algebraischen Formen von f sind die 
algebraischen Functionen auf f, und diese sind dadurch absolut in- 
variant fir die ganze Classe gebildet. 


§ 2. 
Classification der algebraischen Formen. 


1. Zur Definition des Unendlichwerdens der algebraischen Formen 


M pletd 
N~ 9H 


spreche ich nur von denjenigen O-Punkten des Zihlers und des 
Nenners auf f = 0, welche nicht schon durch die Adjunctions- 
bedingungen von selbst gegeben sind. Von jenen Punkten existiren 
also in allen Fiillen fiir den Ziihler 2p — 2 mehr, als fiir den Nenner. 
Von der algebraischen Form sage ich dann, dass sie in einem Punkte § 
von f in der Ordnung x = «@— 6 unendlich wird (zu co*), wenn f 
in § von der Curve > <= 0 (bez, N = 0) a-punktig (d. h. in einem 
Schnitt mit der Multiplicitit @), von ®+) —=0 (bez. M=0) B-punktig 
getroffen wird, fiir a > £. 
[So, wenn etwa f= 0 einen Doppelpunkt a hat, und es ist 


M 
Mm Yns, 


wo ¥,,-3 =0 eine Curve (m-— 3)" Ordnung, welche durch @ nicht 
gehe, wird man N als Gerade durch a, M als zu f adjungirte (von 
selbst durch a@ gehende) Curve (m — 2)'*" Ordnung sich geschrieben 
denken; die betrachtete Form wird also in den beiden Zweigen des 
Doppelpunktes, wenn dieselben getrennt verlaufen, je zu co', indem 
fiir jeden dieser beiden Punkte a—1, B =O wird; wenn @ ein 
Riickkehrpunkt, in demselben zu co?, da a=2, B =O wird] 

2. Auf dieses Verhalten griindet sich die Classification der alge- 
braischen Formen. Zuniichst hat man den Sate: 
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Es giebt keine Formen, die nur in einem Punkte von f 
zu co', und sonst nicht, unendlich werden. 

Denn man lege eine Gerade N, durch diesen Punkt, durch den 
Restschnitt von N, = 0 mit f= 0, der aus m-— 1 Punkten besteht, 
aber alle adj. Curven (m — 2)'* Ordnung, M,—2, so miissen unsere 
Formen sich in die Gestalt 

Mn—2 
Ny 
setzen lassen. Aber es wird, wegen der Ordnung von M,~9: 





Mn—2 = N, . Q; 


d. h. unsere Formen werden zu Formen g, also gar nicht unendlich, 

Wegen seines Gebrauchs im Folgenden werde ich diesen Satz als 

den Reductionssatz fiir algebraische Formen bezeichnen: es ist tibrigens 

im Wesentlichen derselbe Satz, wie ein bekannter Satz fiir algebraische 
ol) 


. ett) : 
* conan aie 
Functionen*), den man nur auf ow”? statt auf our? bezieht. 


Dass er das algebraische Aequivalent des sogen. ,,Residuensatzes“ ist, 
wird sich spiter zeigen (§ 6, Nr. 8). 

3. Nach Nr, 2 wird man als Normalformen einfiihren: 

a) die p linear von einander unabhiingigen Formen erster Gattung, 
1) Po» ++ 9 Pp, aie fiir keinen Punkt von f zu unendlich werden; 

b) die Formen zweiter Gattung, von denen jede in nur einem 
Punkte, aber in einer Ordnung v zu co wird, wo v eine ganze Zahl 
> 1 ist; 

c) die Formen dritter Gattung, von denen jede in nur zwei endlich 
von einander verschiedenen Punkten von f je zu oo! wird. 

4, Bildung dieser Normalformen: 

a) Zur Bildung von py Normalformen erster Gattung denke ich 
mir p Punkte 

By 9 Bay o> 09 Bp 
von f= 0 fest gegeben, nur der Bedingung geniigend, dass sie auf 
keiner Curve p liegen, d. h, dass 


A => + 9; (4) Pz (ay). - » Pp(Ap) += 0, 


*) ,,Die algebraischen Functionen, welche hichstens in einer gegebenen 
Gruppe von s-+ 1 Punkten &, &,...,&, je zu o! werden sollen, haben dann, 
und nur dann, die Eigenschaft, in & alle nicht zu o zu werden, wenn es eine 
Curve  giebt, welche durch é,, &,..., &,, aber nicht durch £, geht“. (S. meine 
Note: Beweis und Erweiterung eines algebr.-functionenth. Satzes des Hrn. Weier- 


strass, Cr. J. Bd. 97). Ich pflege diesen Satz als_Reductionssatz fiir algebraische 
Functionen zu bezeichnen. 
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im Uebrigen beliebig gelegen. Die Normalformen 


,,D,,-.- Dp 
wiahle ich dann so, dass 


i, w=l,...,p 
O(a) =1, o(a)=0, (" “>; °"*). 
Also ist: 
‘ Ain 
, (2) = > =" ga(2), 
1 


wo Aj, der Factor von g,(a;) in A ist; und fiir irgend eine Form g(z): 
(2) = >) 9(ai) (a). 


b) Fiir eine Form 2' Gattung sei £ der eine Unendlichkeitspunkt 
ve Ordnung (vy > 1). Man lege eine Curve N=0, me Ordnung, 
die f in § v-punktig treffe; durch die weiteren mm — v Schnittpunkte 
von N=O mit f—0O geht dann eine Schaar von zu f adjungirten 
Curven M=0, von der » + m — 3' Ordnung, welche f in Gruppen 
von je 2p—2-+-v Punkten treffen, Die Mannigfaltigkeit dieser 
Schaar M = 0 wird also in allen Fiallen*) zu co?—*+, 

Diese Gruppen enthalten keinen festen (allen Gruppen gemein- 
samen) Punkt; denn der iibrige Theil der Gruppen, von je 2p —3+- 
Punkten, wiirde, wegen v > 1, nur eine co?—*+*-Schaar, statt einer 
co?-*+”-Schaar, bilden. Insbesondere verschwinden also nicht alle 


Curven M = 0 von selbst fiir den Punkt &. Oder fiir ae 


Es existiren p —1-+ v linear von einander unabhdngige Formen 
2r Gattung , welche in einem gegebenen Punkte § von f in der v'"(vy>1) 
Ordnung wirklich unendlich werden. 

Schreibt man also M=O noch vor, f=0O in & w-punktig zu 
treffen, so liefert dies, fiir w<»v—2, genau w unabhingige Be- 


dingungen, und man erhilt dann in + eine oo?—*+»-#-Schaar von 


Formen 2'* Gattung, die in § zu co’-“ werden, Fir w=v—1 
kémmt man aber auf eine co?—!-Schaar von Formen, die in § zu oo! 
werden sollten, also, nach Nr. 2, in § gar nicht unendlich werden, d. h. 
Formen g von f sind. Man kann daher die Gesammtheit der Formen 
2' Gattung, v'* Ordnung in &, linear zusammensetzen aus irgend 
v — 1 Formen, die in § je wirklich in der Ordnung 


v, v—1l, v—2,..., 2 


zu unendlich werden, und aus den p Formen erster Gattung. Solche 


*) 8. Brill und Noether. Math. Ann. VII, 
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v —1 Normalformen werden spiterhin vollstandig normirt werden; 
hier seien irgendwelche bestimmte der genannten Art bezeichnet mit 
(x) 
x M c 
AM (2)—= —2- (x—v—1, v—2,..., 1), 
% 

wo Ay’ (2) als Form von 2 im Punkte § in der Ordnung x + 1 zu co 
werde. Man hat dann 


Re tty AS (a) yg AL?) + + AL? (a) +>} 6:0, (2), 
1 


wo die a1, @y-2,...,@,, B,, B,,..., Bp willkiirliche Parameter sind. 
c) Fir eine Form dritter Gattung seien § und y die beiden, endlich 
verschiedenen, Unendlichkeitspunkte erster Ordnung. Man lege etwa 
eine Gerade N, = 0 durch € und 4; durch die weiteren m—2 Schnitt- 
punkte von N, = 0, f= 0 aber die Gesammtheit der zu f adjungirten 
Curven (m — 2) Ordnung, Mn—2, welche f noch in einer Schaar 
von Gruppen von je 2p Punkten treffen, mit der Mannigfaltigkeit co”. 
Die so entstehende Schaar von Formen A= kann man also 
linear zusammensetzen aus irgend einer dieser Formen, welche wirklich 
fiir — und 9 zu oo! wird, und aus den p Formen gy. Jene eine Form 
kann zuniichst beliebig, nur von den » verschieden, gewiihlt werden; 
eine a) entsprechende passende weitere Normirung wird aber erreicht, 
wenn man der Form, welche unter ihren 2p Nullpunkten p beliebige 
hat, vorschreibt, die Punkte a,, a), ..., @ von Nr. 4, a) zu Null- 
punkten zu haben. Eine solche, bis auf einen von x unabhiingigen 
Factor festgelegte, Form sei bezeichnet mit 
M.- 
Pen (x) = We, ° 
Man hat dann 


M P 
= = B Pen (x) + > B; (x) 


mit den Parametern 6, B,, B,, ..+, Bp- 


§ 3. 
Reduction der algebraischen Formen auf die Normalformen des § 2. 
1. Sei eine beliebige algebraische Form von f 
M(a) 


N (a) 
vorgelegt, welche die Punkte 


Bry Bay e+ oy & 
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zu Unendlichkeitspunkten hat, bez. von den Ordnungen 
is Gis os & 

Man betrachte zuniichst diejenigen dieser Punkte, deren Ordnungs- 
zahlen > 1 sind; und zwar successiv. Sei etwa v, > 1; so bilde man 
fir den Punkt & zuerst die v, — 1 Normalformen 2" Gattung des 
§ 2, Nr. 4, b). 

In 

M( ™— 
Way — Pont AE? (@) 
léisst sich der Zahlencoefficient y,,,,-1 so bestimmen, dass diese Form 
in &, von niedrigerer als v,"" Ordnung zu oo, in den tibrigen Punkten 
—, noch immer zu bez. co” wird. 
Denn diese Form wird zu 


M.Ne? — yy Ne Mp 
N.Ne 

wenn also der Zihler dieser Farm bei beliebigem 7;,,,-, in & etwa 
o-fach verschwindet, fiir f= 0, so braucht man 7;,,,; nur die eine 
Bedingung aufzulegen, den Zihler in &, (g + 1)-fach verschwinden 
zu machen, wobei ;,,,-1 weder 0 noch co wird. Dann wird die Form 
in §, in niedrigerer, als der v,'", Ordnung unendlich, wahrend sich 
die Ordnung in den iibrigen Punkten §€ nicht findert, wo das hinzu- 
gefiigte A iiberhaupt endlich ist. 


Durch Fortsetzung dieses Verfahrens: folgt also 





M _ _ M’ 

— Yi,n-1Ag . -4 Y1,,-2Ae Vs + > eshs + 71,1 A) + Ww? 
wo eine Form ist, welche in &, hdchstens von der 1" Ordnung 
zu oo, in &,..., & je zu oo”, ..., oo” wird, wie a; und wo die 


Zahlen 71,52, . + -) 71,1 ebenfalls endlich sind, aber auch 0 sein 
kénnen. 


Wendet man dasselbe Verfahren auf die tibrigen Punkte &,..., & 
successivy an, so ergiebt sich somit 


qT = 7-1 Ae eee bry AQ? 
+ :-- 
+ Port Age” 2 | 7,rAQ? + 2. 
wo © eine Form ist, welche in den Punkten &,, ..., & hdchstens 


je zu oo', in keinen weiteren Punkten zu oo wird. Von den weiteren 
Coefficienten y,,,, die alle endlich sind, kénnen irgend welche =O sein, 
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2. Seien 


é, b., i é, 


diejenigen der s Punkte &, fiir welche + wirklich je zu oo! wird, 
Man nehme einen ganz willkiirlichen Punkt 7 von f hinzu und bilde 
die Normalformen des § 2, 4. c), die in » und je einem dieser Punkte 
— zu oo! werden: 





Pz,» = Na ° 


Damn lisst sich die Constante y, so bestimmen, dass 
M 
=_ v1 P & 


im &,..++, & 2u co! wie q in y eu co!, im &, nicht mehr co wird. 
Denn hierzu ist wieder nur néthig, der Curve 
MW. Ney — 7+ R. May = 0 


die eine Bedingung aufzulegen, f= 0 im Punkte &, in einem weiteren 
successiven Punkte zu treffen, als dieses bei willkiirlichem y, geschieht. 
Dadurch bestimmt sich y, als endliche, von 0 verschiedene Grosse. 

Somit ergiebt sich 

M 
RK = 1 Ps.» + V2 Ps,y + Re + Yr Pen + Y, 
wo alle y, endliche von 0 verschiedene Gréssen werden. Die Form Y 
aber kénnte nur héchstens noch im Punkte 7, und in diesem nur 
zu co! werden; ist also in Wirklichkeit, nach dem Reductionssatze, 
§ 2, 2., ein lineare Verbindung der p Formen g: 
YW — om, 
Man hat hiernach eine Reduction der gegebenenen Form x auf 


eine Summe von hichstens > (v, —1) Formen 2'* Gattung, s Formen 
1 


3 Gattung und p Formen 1'* Gattung. 

3. Das Resultat der Reduction ist, bei Zugrundelegung desselben 
Systems von Normalformen 2", 3'* und 1" Gattung, unabhdngig von 
der Anordnung des Verfahrens. Ferner werden die Coefficienten y, der 
Normalformen 3‘ Gattung unabhdngig von der Wahl der Normalformen 
2'er und 3'* Gattung und unabhingig vom Hiilfspunkt y. 

Was zuniichst die Eindeutigkeit der Reduction betrifft, so kann 


zwischen den >) (u—1) Normalformen 2'", s Normalformen 3'* und 
1 


p Normalformen 1'* Gattung keine lineare Relation bestehen. Denn 


: 
1 








i 
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da fiir jede Ordnung des Unendlichwerdens dabei nur ein Glied vor- 
handen ist, miissen in einer solchen Relation die Coefficienten der 
Formen 2‘ und 3‘ Gattung jeder fir sich zu 0 werden; die Formen 
g sind aber linear -unabhingig. 

Legt man ferner statt der Normalformen 2'* Gattung A;°—") andere 
soleche, Ag -"), zu Grunde, so kann man diese, nach § 2, 4. b), durch 
die Age-),..., Ag@) und die Formen g allein ausdriicken. Die Coef- 
ficienten y, der Normalformen 3' Gattung Pz:,, in der Reduction von 


rT aindern sich also dadurch nicht. 
Dass die Reductionscoefficienten der Normalformen 2' Gattung 


von der Wahl des Punktes » unabhiingig sind, ist nach der Ent- 
wicklung von Nr. 1 selbstverstiindlich. 


g 4, 


Reduction der Formen D, 20. auf die Normalformen. 


Ich mache eine Anwendung der Reduction des § 3 auf die Form 
u(z) _—s 1s (af) 


"ea « 
welche die Differentialableitung des Quotienten der beiden algebraischen 
ganzen Functionen r'* Dimension in a, %, %, w(x) und x (2), 
ist (§ 1, 2.). 

Die algebraische Function 9 mége in den Punkten 


Es, Ee. - oop Re 


wo f =0 bez. in den Ordnungen 
vy, —1,%¥,—1,...,.%—1 
unendlich werden, in keinem weiteren Punkte von f zu oo; die alge- 





braische Form D, ry = . orp wird dann in diesen, und nur in 


diesen, Punkten unendlich, bez. in den Ordnungen 
Hay. Mage o 09 Moe 
Nach § 3 kann man nun diese Form in eine Summe von Normal- 
formen der drei Gattungen entwickeln. 
In dieser Entwicklung fallen aber die Normalformen 
3' Gattung aus. 
Man erkennt dies am einfachsten, wenn man beachtet, dass Formen 
dritter Gattung durch Differentiation nur aus logarithmisch unendlich 


werdenden Functionen entstehen kénnen, was bei + nicht vorkommt. 


Aber diese Thatsache lisst sich auch rein algebraisch einsehen. 
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Denn sei 
(¥,— Y 
Dy E = ma $0 + AY + Pian $C; 


wo sich C auf die iibrigen Punkte § und auf Formen  bezieht; so 
sieht man zunichst, dass, wenn %,1—=0, x,2»=0,..., *, =O, 


auch c, = 0 sein muss, da : dann gar nicht unendlich wird. Hat 


man ferner eine zweite Function a welche ebenfalls in &, zu co"! 


wird, derart, dass in der Entwicklung von D, z. dieselben Zahlen 


My —1)+++,%, auftreten, welche aber sonst in beliebigen Punkten & 


von f in beliebiger Weise oo wird; so sind dies vy, — 1 Bedingungen 
fiir zy, nach deren Erfillung ry — r , also auch 

- yA a x 

D, e r) 


in §, tiberhaupt nicht mehr unendlich wird. D. h. ¢, hiingt ausschliess- 
lich von &, und den Zahlen x,_,,...,%, ab. Man braucht also den 
Satz, dass c, identisch 0 wird, nur fir irgend eine specielle der oben 


genannten Functionen v nachzuweisen. Dies wird aber ohnehin bei 


der Normirung der Functionen, die in eimem Punkte & in (vy—1)' 
Ordnung, und in den p Punkten a,, ..., a je in 1 Ordnung zu 


co werden, in dem §9, Nr. 1, geschehen, wesshalb ich hier darauf 
verweisen kann. 


{[Anmerkung: Dass in 


(y,-1 a 
1 wat) = TEE. 7 
ng _ 


wenn auf gemeinsamen Nenner gebracht, die Zahlercurve, sobald man 
derselben durch Bestimmung von x,,1, ..., *, noch v, — 1 weitere 
successive Schnittpunkte mit f in §, giebt, noch einen v,'" solchen in 
—, von selbst erhilt, fiihrt auf complicirte Siitze, die schon fiir den 
einfachsten I'all, dass alle Nenner N; = y? gesetzt werden und selbst 
fiir v, — 2 geometrisch kaum zu beweisen sind.| 


§ 5. 
Einfiihrung von p bestimmten Formen zweiter Gattung in die 
Reductionsformein. 


1. Die Entwicklung des § 4 werde, zuniichst fiir einen speciellen 


Fall, umgekehrt. Sei ae irgend eine algebraische Function von z, 
i 
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welche im Punkte § von f zu oo’—!, in den p Punkten a,, a,,..., ap 
je zu oo' werden soll. Eine solche, in § wirklich in der angegebenen 
Ordnung unendlich werdende Function existirt nach dem ,,Reductions- 
satz fiir algebraische Functionen“ immer, da a,,a,,..., 4» nicht auf 
einer Curve » liegen. Also wird nach § 4: 


D, - = ty. Ay? +- 4n—2 Ay) + tied 4 + x AY 


P P 
+ Saal + > mpi, 
1 1 
worin %»-1+= 0. Mittels dieser Formel driicke man A!~” aus durch 
Dz a — eee oe (i=1,...,p). 


T tee . . —2 1 . 

Verfiihrt man dann ebenso successiv mit A’~”, ..., Ag’, unter Ein- 

7" . : ty—1 es 

fiihrung neuer algebraischer Functionen = yt Oty = , so erhalt man 
2 v—1 

eine Reduction: 


» 
AY? = Dek + Sade) + 0; 
1 
d. h. 
Die auf beliebige Punkte §& beziiglichen Formen 2' 
Gattung lassen sich ersetzen: durch das D, einer algebraischen 
Function, eine Summe von auf p feste Punkte a,,..., dp 
beziiglichen Formen 2 Gattung 1** Ordnung und eine Form 
o"), Auch diese Reduction ist eine eindeutige. 
Der letzte Umstand folgt daraus, dass es keine algebraische Func- 
tion giebt, welche nur in a,, a,,..., @» zu co! wird. 
Die wirkliche Darstellung der Reduction der Formen A!~”) findet 
sich spiiter (§ 10) ausgefiihrt. 


Hiernach liisst sich jede gegebene algebraische Form y Cindeutig 


reduciren auf die Differentialableitung D, einer algebraischen Function, 
auf eine Summe von auf p feste Punkte a,,..., a» beziiglichen Formen 
2r Gattung 1 Ordnung, auf eine Summe von Formen dritter Gattung, 


die sich nur auf die Unendlichkeitspunkte von 4 
mit dem beziiglichen Theil der Reduction des § 3, 2), und auf eine 
Form 0), 


2 


beziehen, -(identisch 


Die in Nr. 1 bezeichnete Reduction der gegebenen Form Hs 
kann auch an . direct durehgefiihrt werden. 
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s mdge, wie in § 3, in &,, &,..., & bez. zu 00%, 00%,..., ON 
werden, Man bestimme dann die allgemeinste algebraische Function 
os welche in diesen Punkten bez. in den Ordnungen 

vy, —1,¥,—1,...,%—1 
wirklich zu unendlich und ausserdem héchstens in den Punkten a,, a,....,4p 


je zu oo! werde. Diese Function existirt immer (Reductionssatz fiir 


Functionen) und enthilt, von einer additiven Constanten abgesehen, 


noch genau >} (v5 — 1) linear und homogen in x eingehende willkiir- 
1 


liche Parameter. (Math. Ann. VII). 
Dieselben Parameter gehen dann in derselben Weise in 


D, z _ 1 (wzf) 


— 
ein. Man bestimme diese Parameter so, dass die l’orm 


S .. 1 Sp 
N r y? 





in den Punkten &,, &,...,& héchstens in 1'** Ordnung unendlich 
werde, was, nach Nr. 1, die Parameter eindeutig festlegt. Diese Form 
kann dann, nach § 3, in eine Summe von Formen 3'* Gattung, die 
sich auf &,,..., & beziehen, von p Formen 2'* Gattung, die sich auf 


@,,+++, @ beziehen, und von den p Formen 1'* Gattung entwickelt 
werden. 


Zu bemerken ist noch, dass, wenn 4 gegeben ist, bei der Bildung 
dieser Function + keine weiteren Irrationalititen eingehen, als die sym- 
metrischen Functionen der p festgewdhlten Punkte a,, a, .. +) Gp. 
§ 6. 


Algebraische Festlegung und Eigenschaften der Normalform 
dritter Gattung. Residuensatz. 


M 
1. Die Normalform we von Nr. 4,¢ des § 2 soll nun endgiiltig 


$" 
festgelegt und berechnet werden.*) 


Fiir N-, werde der lineare Ausdruck (x§y) genommen, fiir Mg, 
ein zu f adjungirter Ausdruck 


a Eq (2) 
*) Nach Clebsch und Gordan, Abel’sche Functionen, § 6, 


eT AEA 











' 
4 
- 
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der (m — 2)" Dimension in 2, der fiir die von & und » verschiedenen 
m—2 Punkte des Schnittes von f—0O mit (w&y) =O und fiir die 
durch keine Curve @ verbundenen, p festen Punkte 


a, ? Qo, ef *) Ap 
verschwindet und fiir « = & den Werth 


Q5(8) =D) afilé) = fr 


annimmt. Die so eindeutig festgelegte Form dritter Gattung soll fortan 
unter 


Q: (a) 
Pen (5 A), . +, Ap) = Py (a) = Coban) 


verstanden sein. x heisse das Argument, €, 4 die Parameter dieser 
Normalform. 


2. Fiir «—£§-+ Ay erhalte man, indem f(§) = 0, f(y) = 0 wird: 
+ EAN) = fal) + Afe(&) + athe (G) + ++ + a fe(n), 


was, = 0) gesetzt, die m — 2 Schnittpunkte von f = 0 mit (w&y) = 0 
bestimmt. Hat man daher, fiir Qe, (%) = Q' (a): 

Qey (EAN) = Mey (E) + AQy(E) + +++ + AM? Qeq (un), 
so muss zuniichst sein: 


én (E) : My (E) 2 = + + : Qey(m) = Fy(S) 2 Ae (E) 2+ + +2 fem). 
Wir nehmen hier 
Qe, (&) —_ fy(8), 





worans zugleich folgt: 


Qén(n) = fe(0)- 


Ausfiihrlicher geschrieben, sei: 
ey (a) HA, Q(x) A, QP?) (ae) E+» - Am—1 QI (wx) (WE 9) - Se 9;(x), 


wo Q,..., Q@—) (x) irgend welche m — 1 linear-unabhiingige, &, 4 
nicht enthaltende, zu f adjungirte Ausdriicke (m— 2)" Dimension 
seien, in deren Schaar keiner mit dem Factor (w&y) vorkommt; so 
dass rechts bei willkiirlichen Parametern 4, u die Gesammtheit der 
adjungirten Ausdriicke (m—2)'*t Ordnung steht. Man hat dann fiir 
die m — 2 Punkte auf (~&y) = 0 die _— m — 1 Gleichungen: 


fa (&) = 4, Q0(8) eb An 1 Q™—01(E), 
fr r@); =A Oy) ae: na all "®@, 


Lyn—t (§) = — fy ‘) =A 4,20() ty a ie don (9) 


Mathematische Annalen, XXXVII. 29 
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und dazu die » Gleichungen fiir die p Punkte a,,..., ap: 


0 = 4,2 (ag) + ++ + + Ama Q”™- (Ax) + (0,87) DS ivila), 
(x = 1,2,...,p). : 
Die Determinante dieser m + p — 1 Gleichungen wird: 
A = >) + 20(8) BP (E) « . . QW™—(M) >< SG, (4) H2(4s) «+ « Hp (ay) 
>< (a, £9) (4,6) - - . (ap&y) 
und fiir Qe, (x) selbst ergiebt sich: 


0 QA) +--+ AW—Vw) (EN) H,(@) +++ (En) gp(2) 


fy (6) QUE) «~~ Qe (g) 0 0 | 
| fr(&) QP (B) + ~~ 2H") 0 tee 0 | 
A2:, (2) =— fel) 20(n) «++ Qm-0(m) 0 f 6 rc 


| 
| 8 QM(a) +++ W—V(a,)  (a,Ey)H, (4) + -- (4,8) Mp(a) | 
_ purer ; 

| 


0 QM(ap) +++ Q™—Vay) (ApEy) Hy (Ap) +++ (ApEN) Pp (ap) | 


3. In dieser Darstellung von 





Qen ( 
Poy (3 @y » «+ dp) = TO 


sind 2, sowie &, », als verinderliche Gréssen gedacht. Fiir den . 
speciellen Werth § = a, (x = 1, 2,..., p) wird diese Form von x aber 
unabhingig von « zu unendlich, wegen des Factors (a,§y) von A; 
stellt also gar nicht mehr eine Form von « vor, welche nur fiir 
“=a, und y zu oo! wird; in diesem Falle benutze ich eine Form 


Pa, (23 Aypeeey Qy—1) Ax » Buti, +. +5 Bp); 
wo a, verschieden ist von a, und nicht mit a,,..., x1, Gxti,+++) Gp 
auf einer liegt. Analog fiir 7—a,. 


Wenn ferner € und y so liegen, dass einer der weiteren m — 2 
Schnittpunkte der Geraden (x§1) =O mit einem a, zusammenfillt, 


so wird in der obigen Determinantendarstellung Q¢, (a) zu 2, hat aber 


hierbei eine bestimmte Bedeutung, die sich in Nr. 6 dieses Paragraphen 
ohne Weiteres ergeben wird. Andere Unbestimmtheiten von Q:, (x) 
kommen aber nicht vor, da man wegen der Willkiirlichkeit der Q(z) 
nicht anzunehmen braucht, dass 2+- Q@)(&).. . Q@—-)(y) verschwindet, 
und da nach Voraussetzung von § 2, Nr. 4, c. § von y verschieden ist. 
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4. Es sind nun die wesentlichen Eigenschaften unserer Normal- 
form dritter Gattung zu untersuchen; zuerst die Art des Unendlich- 
werdens fiir x = &. 

Riickt w in die Nihe von &, so wird 
f, (6) 

Pen (*) = Ge? 

ein Ausdruck, der bei Annaherung von w an § von den 7 unabhingig 
wird (wie bei dw,). Es folgt daraus noch, dass, wenn auch & und y 
so liegen sollten, dass f,(§) =O ist, Pg,(%) doch fiir 2 = & in be- 
stimmter Weise unendlich wird, wie) , wo € beliebig. 

Riickt z an 9 heran, so wird 
f;(n) 

Pin (x) = wen’ 
unabhiingig von den &. 

Fiir « — & wird ferner 





P:, (x) da, = — eg) = — d log (cz), 


fiir 2 = 4: 





d 
Pz,(z) do, = SIS). — — d log (cn2), 


Ausdriicke, die ebenfalls unabhiingig von den c sind. 
5. Beziehung zwischen drei Normalformen dritter Gattung. Nimmt 


man irgend einen dritten Punkt € von f an, so lisst P;,(), nach 
§ 3, die Entwicklung zu: | 


Psy (x) = a Pe (a) + B Pye (x) + OM (2), 
wo «, B und die p Coefficienten von ® noch zu bestimmen sind. 


Nun sind zur Bildung der drei hier auftretenden Normalformen dritter 
Gattung, nach Nr. 1 dieses Paragraphen, dieselben Punkte 


Gy) Ag, + ++) Ap 
verwendet; man hat also 
Pry (az) = 0, P:z(a,) = 0, Pz (ax) == 0 (x= a... ee P), 
daher: 
O(a.) = 0. 
Da aber a,,..., @, auf keiner Curve » liegen, so folgt 
OM (7) =0. 
Setzt man « = &, so wird: 
i) he) 
(wim) ° ee)’ 





also (s. Nr. 4) 


a1. 
29* 
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Ebenso fiir x = 9: 
B=—1. 
Die Beziehung wird also: 
Ps, (x) = Pse(x) — Pre (x): 
Die normirte Form dritter Gattung mit den Parametern &, y ist 
die Differenz zweier gleichartiger Formen, von denen die eine nur von 
&, die andere nur von y abhdngt. 


Diese Relation besteht nur vermége f(x)=0. Man kénnte sie 
als vollstindige Identitit schreiben: 


(@ Ef) (wf) Qeq (x) = (Em) { (WE) Qer (w) — (EL) Qe(x)} + ¢- fF (2), 
woraus sich durch Polarisiren noch 9 und Eiusetzen von « = §, wegen 
Qin (E) = fn (E), ergiibe 


e= (E$)’. 
6. Aus Nr. 5 folgt: 


Px (x)=0 fir 4 —§; 
und daraus weiter, indem man £ = & setzt: 
Pye (x) = — Pe, (zx). 

Daher ist Q:, symmetrisch in § und 9, was sich auch aus Nr, 1 
und 2 direct erkennen liesse. 

Ferner ergiebt die Relation von Nr. 5, dass, wenn einer der 
weiteren Schnittpunkte von f=—0O mit (x§y) =O, ausser & und », 
mit einem der Punkte a, zusammenfillt, P:,(a) die Bedeutung 

Pex(x) — Phe (2) 
hat; dass also Q:, (x) ebenfalls eine bestimmte Bedeutung erhilt (s. Nr. 3). 


1. Einfiihrung anderer fester Punkte in die Normalform dritter 
Gattung. 
Kine mit irgend p Punkten 
bi, bo, iat kd by, 
statt der a, gebildete Normalform dritter Gattung, mit den Parametern 


5?) 
—, », entwickle ich, nach § 2, Nr. 4. c, in eine Summe 


p 
Pi (%; by, by, +) dp) = B Pen (a; @,, ay, .-., ap) +> B:0:(2), 
wo, nach § 2, Nr. 4, a. : 
,(a;))= 1, O(a,)—O0 (e+, t,x —1,2,...,p). 
Von den Coefficienten ergiebt sich 8, indem man x= & setzt, 


vorausgesetet, dass die b,, b,, ..+, b,» nicht durch eine Curve  ver- 
bunden sind (wobei die linke Seite zu oo wiirde): 


= 1; 


und dann weiter, fiir z = a,: 








tone & 

















ee ee 
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Bx = Poy (ax3 0, by). + +» bp), (x= 1,2,...,p) 


also: 
Psy (a5 by, bg, « « +) bp) = Pin (5 ay, day». +) Mp) 
Pp 
+ >: Pin(ai; b,, by, - « «) bp) Dia). 
1 
Insbesondere wird Ps,(”; a,,..., @p) durch eine Vertauschung 


der a, unter sich nicht geiindert. 
8. Residuensatz. Dass in Nr. 5 dieses Paragraphen a + 6B = 0 
wurde, ist ein specieller Fall des allgemeinen Residuensatzes: 
Die Summe der Coefficienten 
NEM +H 
der Formen dritter Gattung 
71 Pin (@) + 2 Pian(@) ++ ++ + rr Ps, o(”) 
M(x) 
N(a) ? 
x= &,,6,...,§ wnendlich wird, ist gleich Null. 
Denn diese Summe von Formen dritter Gattung kann nach dem 
Reductionssatz fiir algebraische Formen (§ 3, Nr. 2) in 2 = nicht 
unendlich werden ; verhilt sich aber dort wie (Nr. 4 dieses Paragraphen): 
ntnt +e. 


ia 
Festlegung und Eigenschaften der Normalformen zweiter Gattung. 


die in 





in der Entwicklung einer algebraischen Form 


1. Die Normalform P:,(x) ist in § eine homogene Function O' 
Dimension, wie die Relation von Nr. 5 des § 6 unmittelbar anzeigt. 
Ich benutze diesen Umstand zur Herstellung einer Normalform 2! 
Gattung aus dieser 3'* Gattung. 

Zu dem Zwecke lasse man in die Relation von §6, Nr.5 den 
Punkt 4 an den Punkt & heranriicken, indem man setzt: 


=E+ 68, f(E)=—9, fe (6) = 95 


so wird die Relation zu: 


~1 OPx (a) ,, 


lim Py (2) = — ¢ SiG Bi 


1 
wobei dieser Werth von dem willkiirlichen Punkt € unabhingig ist. 
An Stelle des Factors von ¢ betrachte ich nun die Differentialableitung 
~y OP ee (a) ” 
2 og 


' (céé’) fe(&) = De Pee (x). 
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Dieser Ausdruck ist nicht nur eine algebraische Form von & 
(s. § 1, Nr. 2), sondern auch eine algebraische Form von 2, und zwar 
ist er in x unsere Normalform 2‘ Gattung, erster Ordnung. 
2. Die Eigenschaften unserer Normalform 2'" Gattung 1'** Ordnung 
As (a) = AY? (x2) = Dz Piy(z) 
sind folgende: 
a) A:(x), mit dem Argument 2 und dem Parameter £, ist unab- 
hangig von dem in P:,(x) vorkommenden zweiten Parameter ». 
b) Ag(z) wird, als Form von 2, nur fiir «= € zu unendlich, 
und zwar co? wie 
__ Ff) 
(gay ” 
ein in der Grenze = & von den ¢ unabhingiger Ausdruck. 
In der That unterscheidet sich P:,(”) von der Function von é: 
fo(@) (Eye) 
~~ “(eye (&ae) 
nur um eine fiir § = endlich bleibende Function von & (§ 6, Nr. 4); 
daher wird ' 
x 
Him (De Pee) — — im | pay De ES 
— [2 _ Fl8) (eye) | 
(wy¢) (§ac)* 
f,(«) « f,(&) 
(gue? 








=——!] 


wie behauptet war. 
Daraus folgt weiter: 


" ee f,(8) i (anc) | 
lim [Dz P(2) + dog] = tr lim » 229 de 


a7 C) 
a) lin Sai de abe) e 
f,(&) 
Ee? 

c) A(x) verschwindet fiir die p Punkte = a,, @,,..., @» je in 
erster Ordnung. 

Diese Eigenschaft folgt unmittelbar aus der Definition von A;(z) 
als Grenzwerth von P:,(~) in Nr. 1. Die beiden Kigenschaften b) und 
c) definiren A;(x) eindeutig (nach § 2, Nr. 3. b). 

d) Aus § 6 Nr. 7 folgt: 


Dz Pin (a3 dy, « «+, bp) = De Poy (a; ay, . «+, ap) 


/ 


Pp 
+ D>! Ds Pan (ais 0), «+ + bp) 4 (2). 
1 





= — lim ~~, (cxzdz). 
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e) Die mit den festen Punkten a,, ..., ap» gebildete Normalform 
Az(z) von « hat fiir jeden Werth von § die genannten Eigenschaften, 
ausgenommen, wenn § mit einem der Punkte a, zusammenfiallt, wobei 
A;(x) fiir jeden Werth von 2 zu unendlich wird. In diesem Falle ist, 
nach § 6, Nr.3, die Form von 2: 


E,(%) = Da, Pagy (@3 Gy) +++) Ue-1y Gey Anti, «++, Bp) 
zu benutzen. 
3. Es mégen+noch einige Darstellungsformen von A;(x) ent- 
wickelt werden. Aus 
Ley (#) 
Pa) = eens 


ergiebt sich nach § 1, Nr. 2: 
OQ, (ae) 
Az (a) = De Pi (2) = — HF aight —. ae oe 

















Ok 08s 0&s 
O2zq(@) — OQzq(@) ORs, (a) | , 
Pa 0&1 ~ Ob — | % ws 
(wén)*|| arg)  — af) arg) | 1% Me 1s 
| 08, Obs 0& | 





=i {OH u-hO H af. 


Setzt man hier fiir die willkiirlichen Gréssen 4 die Unterdeterminanten 


or(é) 
Ny = X oe — Xs ae, ete., 


wo auch die x willkiirlich sind, so wird wegen /:(&) = 0: 


(wn) = — D)mibs - fe(B), 








also 
ex, FO. Oey 
Ob: 0&s 

Ag(x) = = 

@) (S42 

. , a O2eq (a) . 
wo erst nach Ausfiihrung der Differentiationen — die » durch 

é 


die obigen (xf) zu ersetzen sind. Man hat also hier den Ausdruck 
zweiter Gattung, welcher im Nenner die Tangente des Parameter- 
punktes § enthilt. 

4, Da die Normalform 2' Gattung, 1‘ Ordnung von x, D: P(x), 
im Parameter & selbst eine algebraische Form, aber keine Function 
O'et Dimension, ist, so kann man auf dieselbe zur Aufstellung von 
Normalformen 2' Gattung und héherer Ordnung von x den Ableitungs- 
process D; nicht mehr direct weiter anwenden. Man wird vielmehr 
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jene Form erst durch eine von z unabhangige Form D;X, wo X irgend 


eine algebraische Function 0' Dimension in & ist, dividiren und erst 
von dem Quotienten 


D: P:, (a) 7 haa 


pet TM tal == i 1 ox 
D;X dé;: o&; dé; 
die Differentialableitung D; nehmen. Da im Folgenden die Wahl von 
X gleichgiiltig ist, so ist auch dieser Process fiir die ganze Classe, 
der die Curve f = 0 angehort, invariant. 
Speciell wahle ich 


(ea) _ f,(&) 
X=—aHeyh? 2X (cys) 


und bilde die Form in w und &: 


2 
AD” (a) = De | GAG De Pen(2)] = De [ SAP @) |= Asa!" @), 


wobei ich diese Modification des Ableitungsprocesses D: als Process 
A: bezeichne. 
Allgemein bilde ich ebenso 


AY? (a) = As AP” (x) = De[| SH ar? (@)], 


als Normalform 2‘ Gattung, v'* Ordnung. 


5. A‘ (x) hat, als Form von 2, folgende Eigenschaften: 


a) Dieser Ausdruck wird, als Form von x, nur fiir s=£€ zu 
unendlich, und zwar oo*t' wie 





—(v—1) )! Fela) (eyay* Ds eee —v! fo(x) fo(6) - (eyay lege 
a ee) 4 2), Ley)” . 
(v—1)! f- (€)(ey6) (eba)” 


fiir lim (2—£&) =0 und vy >1. 
Denn dieses Verhalten gilt fiir v= 1 nach Nr. 2, Nimmt man 
aber an, dass A!~”)(x) sich ftir lim (e—£) = 0 verhalte wie 


— (v—1)! f.(a) f.(E) (cyx)’—* (cyt) 


(c&a)” : 





so folgt daraus das von A!” («) zu 


(1)! f.(a) (eyay-*D; CHO 


eg 
wie behauptet. nll 





a a eee 











ws 
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Man folgert daraus noch: 
lim (Af? (2) doe] = (v—1)! fa(B) « (ey)"-* lim D? GE ust da 
at , y—-1 (cya)! (exda) 
= — v! lim f.(&) (cy&) ~— 
b) Af’ (a) verschwindet fiir die p Punkte x = a,, ay, . 
erster Ordnung. 
c) Die beiden Eigenschaften a) und b) definiren A? (a) vollstindig 
(nach § 2, Nr. 3, b). 
d) Nach § 6, Nr. 7. 


+ +) M je in 


p 
AL? (05 Dyy + +9 Bp) = AL? (a5 yy «oy p) FEAL (aus yy + + oy Up) O4(2) 
1 


wenn die Af)(a; b,,...,b,) ebenso aus Pe, (x; b,,..+, bp) abgeleitet 
werden, wie die A(x) aus Psy (2; ay,..+, dp) 
e) Wenn §& mit dem Punkte a, zusammenfallen sollte, wird man, 


wie in Nr. 2, e, die Form von 2 benutzen, welche aus A{”(«) durch 
Ersetzen von a, durch a’, hervorgeht. Die weiteren Fille, in welchen 
die Form unabhingig von # unendlich wird, werden durch Abinderung 
des willkiirlichen Punktes ¢ weggeschafft. 


§ 8. 
Die Normalform dritter Gattung als Function der Parameter: Auf- 
stellung der. einfachsten algebraischen Functionen. 


1. Wie schon in §7, Nr. 1 bemerkt, ist 
Py (jy. + +) Mp) 
eine homogene Function 0 Dimension von §; dieselbe verschwindet 
fiir § = (§ 6, 6) und wird zu co! fiir § = x wie (§ 6, 4): 
f,.(@) 
(c§ x) 
also wie die Function von &: 
(68) | fel®) | 
(cw§) (ea) 
Das Verhalten dieser Function von € in den Punkten a,,..., ap 


folgt aus der Relation von § 6, Nr.7 die fiir b, = 2, b; = a; (i==x) 
iibergeht in 





(unabhiingig von c und 7), 


Pin (Xj G;) Gq, + + +) Buy ++ +y Ap) 
== — Prin (Gu; Gy) Ag, ++) An-ty Ly Atty + + 0) Ap) Vx (Z). 
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Die Function wird also im Punkte — = a, zu oo! wie 
Tex) 
(¢&a,) 
oder also, wie die Function von € und Function von a,: 


Ac&8) | Fels) 
(céa,)  (efa,) (2). 

Weitere Unendlichkeitspunkte existiren fiir unsere Function P:, (x) 
von € keine. Denn diese miissen nach der Relation von § 6, 5 alle 
unabhingig vom Punkte » sein; unter den Nullpunkten des Nenners 
von P:,(x), nimlich (§ 6, 2): 

(w&y).4 
sind aber nur § = x und § — a, (x = 1, 2,..-,p) wo » unabhingig. 


Dies ist fiir die Factoren (w§y) und (ax§) des Nenners von selbst 
klar; das Verschwinden des Factors 


= + Q00(E) 2. Qm—10 (n) 


von A aber wiirde aussagen, dass in der Schaar von adjungirten 
Curven (m — 2) Ordnung 

A, QD (aw) ees b An 1 QU) (x) = 0 
Curven vorkommen, welche in die Gerade (2&7) und adjungirte Curven 
(m— 3) Ordnung zerfallen, was in § 6, Nr. 2 ausdriicklich aus- 
geschlossen ist und zum Beispiel dann sicher nicht stattfindet, wenn 
man der Schaar vorschreibt, durch p feste durch keine Curve  ver- 


bundene Punkte von f, von denen keiner auf der Geraden (x§) = 0 
liegt, zu gehen. 


®, (x) 


Da eine algebraische Function, welche in p + 1 nicht durch eine ° 


Carve g verbundenen Punkten zu oo! wird, noch 2 willkiirliche Con- 
stanten enthalt, so folgt somit: 

Die allgemeinste algebraische Function von §, welche in den p+ 1 
Punkten § = x, a,, d,,.. +, Gp 2u oo! wird, ist 

& Pg (x; Gy, y,+++) Mp) +B 

wo a und B willkiirliche Parameter. 

Unter diesen Functionen von & ist Pz, (x; a,,..., Gp) selbst dadurch 
eindeutig festgelegt, dass dieselbe fiir § — » verschwinden und fiir § =x 
f,(#) 
(ea) 

2. Um Pen(a; a,,..-+, dp) als Function des Parameters a, zu 
untersuchen, schreibe ich zuerst 


®, (2) = 


co! wie — werden soll. 


w,, (x) 
Vu(4x) ’ 
wo (x) die Curve m durch a,,..., x1, (x41, +++, Gp Ohne weitere 
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auf a, beziigliche Normirung ist; und die Relation von Nr. 1 dement- 
sprechend : 


Pry (@5 My, + + +1 Gy) Pe Py (4,5 yy ey My 4) Ly Myr gy eens Gy) 
p , (&) Wy (4x) 
Links steht alsdann eine algebraische Function von 2, welche 
ebenfalls in p + 1 Punkten je zu oo! wird, nimlich in 
%==§, 1, Gm, Gua, +.» Ax,p—1) 
WO fix1, +. +) Gx,p—1 die p — 1 weiteren Nullpunkte der durch 








Uy9 ++ +9 Ae-ty Ay+1, tery Bp 

gehenden g-Curve w,(~) =O sind; ferner wird diese’ Function in 
x =a, za 0 (und offenbar iv p weiteren vom Index x unabhiingigen 
Punkten zu 0). Durch diese Bedingungen und ihr Verhalten in & 
(wie ie-B) ist die Function eindeutig bestimmt. 

Die rechte Seite geht aber aus der linken durch Vertauschung von 
% mit ay bis auf’s Vorzeichen hervor und hat analoge Higenschaften 
als Function von a,. Daher folgt: 

Die Normalform 

Pry (23 Gs) Gq +» +) Bp) 
ist in Bezug auf jeden der Parameter a,,..., ap homogen von der 0! 
Dimension. Als Function von a, wird sie in p+ 1 Punkten je zu 
co', néimlich in 
Gy = §&, 1, On, One, ++ » Ax,p—1) ' 
wo die letateren p--- 1 Punkte mit den a; (ausser ay) auf einer Curve 
gp liegen; und 2u0 in a,=2. In ay = & verhiilt sie sich wie 
f,(&) 


ants C0) 
3. Aus Nr. 1 und 2 folgt noch: 
Pry (a; a) eary My) =—=-—_— Pen (Ax 5 a) eee Ax—1y Zz, Axn+1> onry Ap) Dy (x) 


®,, (x) 
= — Parag (G5 Ms Qnty + + +9 Ox,p-1) HH 


also eine verschiedenartige Darstellung derselben algebraischen Function 
von & oder derselben algebraischen Form von z. 

Riickt insbesondere der Punkt x in einen der Punkte ay,..., @x,»—1, 
welche auf der Curve , (7) = 0 liegen, so werden die beiden letzteren 
der hier gegebenen Darstellungen der Function Pe, (%; a,,..., Gp) 


von & zu o. In Wirklichkeit muss diese Function von & in den 


Quotienten zweier g-Formen von & tibergehen, welcher nur noch fiir 
E == 2, Ay,» +) Gx—1y Axti, +++, py 2u co! wird, nicht mehr fiir § = a, 
(nach dem ,,Reductionssatz fiir algebraische Functionen“, § 2, 2); 
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dieser Quotient verschwindet ferner fiir § = und muss fiir § = 2-+ dz 
co! wie 
f,(«) 1 


(e@—) do, 





werden. Diese Eigenschaften bestimmen den Quotienten vdllig und 
man kann ihn also unmittelbar anschreiben. Da er von a, unabhiingig 
definirt ist, so ersetze ich, wie in Nr. 2, ,(&) durch y, (§), wo 
wx(&) verschwinde fiir § = a,, ..., Gx-1, Gxtty -++, Gp, also auch 
fir §=—2—a,;. Eine Curve o(&) = 0, welche fiir die Restpunkte 
von ~,(&) = 0: 


E == Axl) + + +) Ax,i—1y Be, itty + + + Ax,p—i 
und § =» verschwindet, sei mit ,;(§)—=0 bezeichnet; sie trifft f — 0 
in einer Gruppe von py Punkten, die corresidual ist zu 
ay) eeey Ay—1) Oytt, eee Ap, a“, 
und die 7 enthilt. Dann ist: 





. apy; (€) . (2) 

Lan Peq (25 ayy + + +) Op) =H Pra Di @ 
eG 

ye [ >it; = w, (&) 


Dasselbe ergiebt die gewéhnliche Auswerthung des unbestimmten 
dritten Ausdrucks in der ersten Gleichung dieser Nummer. 
4. Aus der algebraischen Function von & 


Pay (25 Gy. + +) Gp)y 


welche in # und a,,..., @ je zu cot wird, lassen sich algebraische 
Functionen von § erzeugen, welche in x zu co”, im a,,..., Gp je au 
co! werden. 

Zu dem Zwecke wende man den in § 7, Nr. 4 definirten Ableitungs- 
process A, auf diese algebraische Form von x (y— 1)-mal hintereinander 
an; und setze 

: i 2 ni 
PS (a) — De PH (2) = De[ FG Pr @)); 
(¢—=1,2,...,.»—1) 





wo 
; Ps (@) = Pxy(a) 
sei. 
Die Function P(x) von & hat das bezeichnete Verhalten. 
Denn zuniichst in der Nahe von § = a verhiilt sich Pz)’ (x) wie 
die Function von &: 


—2 , (cyé)” 
—1)!f, p83. Se 
( — 1)IF@) (cya - 
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In der That gilt das fir v = 1; es verhalte sich aber P?~” (x) wie 
—2)! f, v3, (ey) 
(»—2)! fo) (cays GUO, 


so wird Ps)’ (x) in der Nihe von § = @ zu 


»—92)1 +—1 (cya) ae v-2 (eyé)” 

(92)! (ey *D, LET — (v1)! fla) (cya 2 EU, 
wie behauptet. 

Dass P})(a) in § = a, zu oo! wird, folgt unmittelbar daraus, dass 
dasselbe fiir v — 1 geschieht. Um das Verhalten genauer anzugeben, 
wende man den A,-Process auch auf die Form erster Gattung 9, (2) 
wiederholt an und fiihre die Bezeichnung ein: 


(i-1) a (i) fas (eyz? aw 
Or" (x) = A,’ (x) = D, F(a) ®, (x), 





wo 
o{” (a) = 0, (2); 
so verhiilt sich Pg})(a;a,,..., ap) als Function von § in § = a, wie 


f (an) OF? (a) 


oder wie 
Fe(x) Oe (@) | (cy) 
(ca, Y) (c§a,) 
Pé) (x) ist durch die genannten Ordnungen des Unendlichwerdens 
in § = a,,...+, Gp, sowie » Verhalten in § = & villig bestimmt. 





§ 9. 
Satz von der Vertauschung von Argument und Parameter bei den 
Formen 2** Gattung erster Ordnung. Kanonische Formen 
° 2" Gattung. 
1. Die Normalform 2 Gattung erster Ordnung von & 
Dz Pay (&; @,, . . +) @p) = Ag(§) 
ist, nach dem Friiheren (§ 7), auch in w eine Form, die sowohl in 
x=, als in x=, ..., G je zu co? wird. Und zwar wird diese 
Form in der Nahe von = & zu (§7, Nr. 2, b) 
f,(§) f, (@) 
(cxg)* ? 
in der Nahe von =a, zu (§ 7, N.2, d) 
fle) fol) 


(cwa,)* 


2 (8). 
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Durch diese Eigenschaften aber ist der Ausdruck in 2 nur bis 
auf eine additive Form g(a) definirt. 

Die Form von « 
und die Normalform D; P:, (x) zweiter Gattung erster Ordnung von x 


werden in « = & in genau%gleicher Weise zu unendlich. Entwickelt 
man also die Differenz 


Dz Pay (E; 4.» dp) — Dz Pay (a; a... dp) = F(E, 2) 
nach § 3 in die Normalformen von 2, so erhilt man keine auf & 
beziigliche Normalformen 2'* und 3'" Gattung mehr, sondern nur noch 
auf die a, beziigliche. Damit ist der am_Schlusse von § 4 verlangte 
Nachweis, dass c, = 0, fiir den dortigen Fall vy = 2 geliefert. Um 
auch den Rest dieses Nachweises zu erbringen, fiihre man den Ab- 
leitungsprocess A: (v—2)-mal hintereinander auf vorstehende Differenz 
aus; so erhalt man: 
Dz PSG} a4) «+5 a) — AP(2) AP. FE, 2), 
ein Ausdruck, der fiir « = & ebenfalls nicht mehr unendlich wird. Da 
aber alle algebraischen Functionen von x, welche in = & zu oo’, 
in © = 4,,..-.,@, je zu co! werden, sich aus einer Constanten und 
Pry’ (§), Pay’ (8), - «+» Pay” @) 
linear zusammensetzen lassen, so kénnen in der Entwicklung des 
§ 4, auf & beziiglich, nur die 
AS? (a) AB (@)y AP @) 
auftreten, wie dort behauptet. 
2. Die in Nr. 1 angedeutete Reduction der Form von « 
FG, x) 
auf die Normalformen soll nun im Folgenden ausgefiihrt werden. Es 
treten in dieser Entwiclung nach § 4 nur die auf die a, beziiglichen 
Normalformen 2'** Gattung erster Ordnung und die Nornialformen 
erster Gattung von x auf. Fiir die ersteren sollen die in § 7, Nr. 2, e 
definirten Formen 
E, (x) 
gewahlt werden, fiir welche 
E,(a;))=9, wenn i+4x, E, (ae) = 0, 
f, (4x) -f(@) . 


E, (ax)= 00%, wie —-— (wa, 3 


fir die letzteren die Formen ®,(z) des § 2, Nr. 4; und es werde gesetzt: 








F(E, ©) = S¥ 408) Ex(@) +S? va8) (2), 














Se ee 
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wo die y,(&), #() zu bestimmende Formen von § sind. Nun ist aber 
F (a, §) = — Fé, x); 


die rechte Seite muss sich also auch nach Formen E,(&) und ,(&) 
entwickeln lassen; d. h., da die 2p Formen E,(x) und ®,(x) von 
einander linear-unabhingig sind: 


tx(8) = > {dei Ex(®) + des i(8)}, 


Hu (E) = >? {er Ei(®) + wee (B)}, 


1 


mit zu bestimmenden Constanten Axi, Axi, Uxiy Mxi- 

Davon bestimmen sich nun die 4,;, 4x:, Ux; Ohne Weiteres, indem 
man 2 dem Punkte a, sich nihern liisst und # mit § vertauscht. Denn 
in der Nahe von « = a, erhilt man (s. Nr. 1 dieses Paragraphen): 

f, a, f,(@) f. (4, - F,(2) 
ee (§) = — xx(&) - re 
also 
4x (§) = — ®, (§), 


und durch Vertauschung von « mit &: 


Pp 
(8) = Ex(8) + >¥ wes OG), WO wei = — Bie, 
1 ‘ 
also py, = 0. 
Liissi man nun auch & an a, riicken, so geht die Relation iiber in 
— Da, Payy(@} Ay) +++) Any +++) Gp) 
= — Da, Payy(®} Gy). 0) Get) Wey Ongty 0+ 0p Ap) + 


Le ®, (x) Da, Pa,y (x3 ay) sey Ax—1) Ay, Aytty ory My) + 


+ > Mix 0;(x); 
1 


da aber, (nach § 7, Nr. 2, d), indem man dort 
ay, a | Ox—1) Ge» Ax+1) sey Ap, Ay 


b,; erry De-1, by, Dest, as) bp, E 


fiir 
setzt: 
Da, Payy(%} Gy se ey Axty Oxy Anpty ory ap) + 
+ ®,. (2) . Da, Pagy (Gx; a, ery An-1; Gn, Oxtiy eS | Ay) 


gleich der endlichen Grdésse 
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Da, Pagy(%3 Gy +. +) Ge—1y Gey Anpty «+ % Ap) 
ist, so folgt fiir alle x 
>! tix :(x) = 0, 
d. h. 
Ui, =O, fiir alle ¢ und x. 
Die Entwicklung wird somit 


Dg Pay (E; 4, - - +) Gp) — De Pey(%3 a, .. Gp) = 
- > { E, (é) ° , (x) = ,(&) E,(x)}. 
i 


Dass die rechte Seite dieser Gleichung von den in den E,(§), 
E,(a) steckenden willkiirlichen Punkten a,’,..., a» nur scheinbar 
abhiingig ist, ergiebt die Relation § 7, Nr. 2, d. 

3. Fihrt man fiir den Augenblick die Bezeichnung 


p 
Dz Pig (25 4, + 5 Ap) + >* Ex(€) Ox (a) = He(2) 
1 


ein, so schreibt sich die Relation von Nr. 2: 
He(z) = H. (6). 

Es ist aber He(a) in & eine Form 2" Gattung, welche nur in & 
zu co* wird, genau wie die Normalform D; P:,(”); und durch dieses 
Verhalten und durch ihre Werthe E,() in x= a, (x = 1, 2,..., p) 
ist sie eindeutig bestimmt. Die Relation stellt daher den Satz von 


der Vertauschung von Argument x und Parameter & vor: 


Diejenige villig bestimmte algebraische Form 27 Gattung erster 
Ordnung von x, mit dem Parameter &, welche in x =& zu 


f,(8) ? A (x) 
~ exe 
wird, und in den festen Punkten x =a, (x =1,..., p) besiiglich die 
Werthe E,(&) annimmt, bleibt durch Vertauschung von x mit — un- 
verdndert. 


4. In die Definition der Form H;() treten noch die 2p festen 
Punkte a,,..., Gp, @,+.+, a, ein. Der allgemeinste Vertauschungs- 
satz fiir Formen 2'* Gattung erster Ordnung ist der folgende: 

Die allgemeinste algebraische Form 2" Gattung von x, welche in 
x= & zu co? wird wie 

f,(&) - f, (@) 
(cx &)® ’ 
und welche durch die Vertauschung des Arguments x mit dem Para- 
meter § nicht verdndert wird, ist: 
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Bz(a) *) = He (2) + >! ain O4(8) 0. (2), 


= Dg Pin(@3 ay, ++) OG) = at {E. (é) +2 aie D4(E)| De (a), 


wo die a;, beliebige, von «x und — unabhdngige, Grossen sind, fiir 
welche 


. yi SS Aix 
ast. 


Denn nach der ersten Kigenschaft kann sich B;(”) von H¢(x) 
nur um ein Glied von der Form 


> V«(8) O-(2) 


unterscheiden, wo ¥,(&) noch zu bestimmen ist; die Vertauschung 
von « mit § ergiebt dann 


D>) ¥e(E) Oe(@) = >) ¥i(x) (8), 
also fiir 2 =—a,: 


¥,(&) = é Wi; (ax) (8), 


was zur obigen Bestimmung fiihrt. 

Es liegt im Folgenden kein Grund vor, die @;, = @,; irgend- 
weiter zu specialisiren. Ich werde daher nicht die speciellere Form 
H:(x), sondern gleich die allgemeinste Form 

B;(x) 
in die Theorie einfiihren und dieselbe als kanonische Form zweiter 
Gattung erster Ordnung bezeichnen. 
Man hat 
B;(«) = B.(&), 


Bu, (2) = Ex(2) + >) ai (2), 
also auch ' 


Be(2) = Ba (8) = Dz Py (a3 a4, -- 4) + >) Bay (8) % (2). 


= D, P58; Ayyee ry Ay) + Po o,(&) Ba, (2). 


In dieser Definition und in diesen Formeln ist es wegen der 
Willkiirlichkeit der «;, erlaubt, die kanonische Form B;(x) als von 


*) In der in der Einleitung cit, Note IIf aus den Erl. Ber, war diese Form 
von « und & mit D; Xz, (a) bezeichnet. 
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den a, und a, ginelich unabhingig anzunehmen; wie es auch im 
Folgenden geschehen soll. 

Denn bezeichnet man die mit Punkten b,,..., bp, B,',..., dp 
statt der a, a gebildeten Formen mit einem oberen Strich, so wird: 


H; (2) = H:(x) + > Bix ;(§) (2), wo Biz = Bx:, 


und da die rechte Seite von den a, a’ unabhiingig wird, so braucht 
man nur in der Definitionsgleichung von B;(x) die a;, durch B;,+ a; 
zu ersetzen, wo die aj, —=a,,; ebenfalls willkiirlich sind. Man be- 
rechnet iibrigens leicht: 


> Bix Dy (x) = D [E,(a:) — E,(b)] %,(a). 


5. Als kanonische Formen zweiter Gattwng von den verschiedenen 
Ordnungen in x werden angenommen: 


Bf (a) = B(x), Bf? (a),..., Be (a), 
wo 
Bf? (2) = Ag BS (a). 
Dann ist, wenn auch: 
Es &) = E,(é), o! (£) = %, (8), 
Ex? (&) = AEs (&), OP (6) = Aol (€) 


eingefthrt werden, zum Vergleich der Bj” (a) mit den Aj” (x) des 
§ 7, Nr. 4: 


Ba) = Aa) + > {E 8) + > aes oi” ©} ©, (2) 
= AL (a) + >) BY &) o,(@). 


Diese Form von 2 hat noch die Eigenschaften des §7, Nr.5, a) in 
x=£&, bleibt aber, entgegengesetzt der Higenschaft e), auch noch 
fir — a, benutzbar. Und zwar wird, indem man «=a, in die 
letzte Formel einsetzt: 


BY (2) = BE (ay) 


Die Vertauschungsgleichung von Nr. 4 dieses Paragraphen giebt 
jetzt: 


Bé” (2) = D, PIG; Gy) ++ +) Mp) + 2 ,” (é) Ba, (x), 


wo die Pi (&) in § 8, Nr. 4 definirt sind. 





























Abel’sche Differentialausdriicke und Functionen. I, 451 


§ 10. 
Darstellung von algebraischen Formen. 


1, Die Formeln von Nr. 2, bez. Nr. 4 und 5 des vorigen Para- 
graphen liefern die in § 5, Nr. 1 angezeigte Darstellung der alge- 
braischen Normal- beziiglich kanonischen Formen 2‘ Gattung von « 


As” (a), bez. Bé”(2), 


mittels des D, einer algebraischen Function von 2, einer Summe von 
p auf feste Punkte a,,..., ap beziiglichen Formen 2'* Gattung erster 
Ordnung von z und einer Form (x), in expliciter Gestalt. Man 
hat hiernach 


Ag” (x) = Dg Pen(x3 ay, « «+5 Gp) = Dz Pey(&; Q4,.- 5, Ap) + 
+ >) % (6). Ex(w) — 3D) Eel). (2), 


As? (a) = De PS (5 a, «+4 dp) + >) OG). Ex) — 


— D>) ES" &) . (2), 


und allgemeiner: 
BY? (2) = De P&E} a4) «+ -y a) + >) Of &) Ba, (2); 


wo die linke Seite von den Punkten a,,..., a, gar nicht abhiingt. 
Ausfthrlicker geschrieben lautet diese Gleichung: 

| Bf(a) Ba,(x) ... Ba,(2) | 

| pi (&)  py(a)) -- - Py (a) | 

é Py eo |= Dz Psy (5 Gy, ++ +) Gp). 


| mp” ()  Pp(a,) --~ Pp (ap) 
2. Sei jetzt zuniichst eine algebraische Form 


M (a) 
N(x) 


vorgelegt, welche, wie in § 3, Nr. 2, in den von einander endlich 
verschiedenen Punkten 





w= &,,b.,.. +, & 
je co' wird. Und zwar darf man annehmen, dass Q(x) in diesen 


Punkten gar nicht, N(x) je einfach verschwindet. Man hat dann eine 
Darstellung (§ 3, Nr. 2): 


30* 








| 
i 
| 
i 
| 
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M( F 
es —_ ; ty Pen ( 2; Gy» +049 Ap) + ‘a; 0;(x), 





wo zuniichst, damit die rechte Seite in dem willkiirlichen Punkte 9 
nicht mehr unendlich wird, 


m= 0 
. a 
ist (wie schon in § 6, Nr. 8 gesagt; Residuensatz). 
Setzt man x = &,, so wird: 


4 (enti) ME) 
y= lim Fe) Re) 


Wegen N(é;) — 0 wird aber 
lim aR) lim wt) = 


a=, O, 
> C; @; 


1 





s do, 


unabhingig von den ¢; und somit 


>% bu 
y= ~ ME) TeRF),. we" : 
In dieser Form driickt die Gleichung Zz yi =O0 den bekannten 


t 
»Jacobi’schen Satz‘ (Cr. J. Bd. XIV, pag. 281) aus. 
Zur Bestimmung der a@; setze man x = a;, wonach: 





M (4;) 
qg= R(a,) . 
3. Ist allgemein eine algebraische Form vorgelegt 
M(2) 
N(a) ’ 


welche in den Punkten 


Zum §,, tes + + % &, 


¥. ¥ 
Go", OO", .. +, COs 


bez. zu 


wird, so hat man in den Reductionsformeln des § 3 fiir einen dieser 
Punkte, z = &, eine Gliedersumme 


Sa) = By-rAg?™ (@) + Bra AP (a) + ++ + BAL?) + 7 Pen), 
deren Coefficienten 6, y nun weiter zu behandeln sind. Zu dem 


Zwecke muss man das Verhalten von ve in der Nahe von # =§& 
kennen; d. h. aus den in § 7, Nr. 5 benutzten Vergleichsformen von x 
eine Reihe 
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S’ (a) we Bs-1D, (cya) + B,-2D, (ewax)’—* x bit 4 B,D (cy) 

















(cé “2 (cgay * (c&x) 
, (ey) f(x) 
+? ‘(cy x) (x8) 
derart bilden, dass Nie — S'(x) in « = €& nicht mehr unendlich 


wird; was nach dem successiven Verfahren des § 3 geschehen kann. 
Nach § 7, Nr. 5, bez. Nr. 2 hat man dann: 


Pays 8; 
© (= DEF) (Coys) 
yu 7. 
Somit, indem man die auf die verschiedenen Punkte &,, ..., &, 
beztiglichen Summen S durch untere Indices unterscheidet: 


M(a) ; ! 
qa “2 Si(x) + > a 0; (22). 
Dabei wird auch hier, wegen des Punktes 9: 


Sn-0 
l 


und, indem man x = a; setzt: 





(¢=—1,2,.., v—1), 


M(a;) 
om 
Um die Reduction zu vollenden, wird man in den Summen S(z) 


alsdaun die Ag’ (x) durch die aus § 9, Nr. 5 und § 10, Nr. 1 hervor- 
gehenden Ausdriicke 


De PS (GS ayy ++ dp) + DELO! (8) Bag (@) — BY(G) x(@)} 


q= 


ersetzen; womit die in § 5 geforderte Reduction geleistet ist. 


§ 11. 


Dasiteiieae von Dzlg ze und von D; a , Wo a3 eine beliebige 


algebraische Function von ¢ ist. 
1. Seien ¥(€) und ~(&) zwei ganze Functionen r‘** Ordnung der 
Coordinaten von &. Die algebraische Function von §: 


z(&) 
w(&) 


werde in den Punkten 2,, 7,,..., 2%, bez. in den Ordnungen 
4, Vo, es |} Vr 
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unendlich; in den Punkten Yi» Yo» +++) Yr, bez. in den Ordnungen 


My > Hor ++ +s Ur 


Do- de 
ist. Dann wird die algebraische Form von & 
Delg 4(&) _ v(é) , 2) 1 (wzf) 


we) wor HCE (8) 


sowohl in den z, als in den y, je zu oo’. Um das Verhalten daselbst 


genauer anzugeben, so werde Ae in §=2 zu oo” wie (s. § 8, Nr.4) 


A(é) 

(c& ax)” 
wo A(&) eine ganze Function v'*" Ordnung der Coordinaten von &, 
welche fiir § = x von O verschieden ist; so wird 


zu 0; wobei also 











; 2(8) __ (cba) A) jig Dai he W A): @ 
sad Dilg w(&) A(x) ee (céx)” A(a) (c§ x) 
vf, (x) 
(c§x) 
und ebenso fiir § = y: , 
. 2%) as = 7 (Y) ‘ 
lim Dele yay = — & ~eey) 


Entwickelt man also nach Normalformen dritter und erster Gattung, 
so findet sich: 


r r p 
2z(&) ™ lo . 
D; lg + we) = - ty, P,, (8) —- ad] P,,.2(8) +2 Aj %; (8), 
wobei die A; sich durch die Substitution § = a; ergeben: 


pan ii 26) 1 (orf) 
’ i 's v(§) r lor 4 (&) B= 


In dieser Darstellung ist nur vorausgesetzt, dass keiner der willkiir- 
lichen festen Punkte a; mit einem der Punkte 2,, y, zusammenfalle, 
2. Um die algebraische Form von £ 
x (8) 
Dive) 
zu reduciren, fiihre ich zuniichst die algebraische Function von & 
4) 
»(é) 


auf die einfachsten, in §8 Nr. 1 und 4 behandelten algebraischen 
Functionen von &: 
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PH (a; aes & 
zurtick. Zuerst sei der Fall betrachtet, dass 2(8) in den Punkten 


» (6) 
§ me %,) Lays oy Me 





nur je einfach unendlich werde; Punkte die iibrigens zuniichst als 
von den p festen Punkten a,,..., @» verschieden angenommen werden 
sollen. Dann kann man setzen: 


428) x(n) ‘ 
(1) we vm -D}a Pen (ai). 


Denn hier kann man zuniichst die ¢,; so bestimmen, dass die Differenz 
der beiden Ausdriicke fiir keinen der r Punkte x, zu unendlich wird; 
diese Differenz ist aber dann eine algebraische Function von &, welche 
nur fir § = a,,..., @ zu je co! werden soll, d. h. eine Constante, 
die = 0 wird, da beide Seiten fiir § = 4 verschwinden. 

Mittels § = 2, folgt dabei: 


or 2(6) (6% 8) 1 
(2) 1 we te * ee 


exe) 


= 4(2:) [zsh bi a a *2 %) 


(ews) (PA e—e, 
In § = a, verhialt sich Pr, (a), nach § 8 Nr. 1, wie 


f, (4x) 
(céa,) 


und da die rechte Seite der Gleichung (1) daselbst nicht unendlich 
werden soll, muss sein 








®, (a) ; 





r 


(3) D4. (m1) = 0, (x= 1,2,.., p), 

1 
oder, wenn g,,..-, Mp, irgend p linear von einander unabhingige 
Formen erster Gattung sind: 
(3 D> Ga(t)—=0, (w= 1,2,.., 7). 

1 

Diese » Gleichungen sagen aus, dass man auf der rechten Seite 

von (1) die r Parameter ¢,,¢,,..., ¢- nicht willktirlich annehmen 
kann, wenn man eine algebraische Function von § erhalten will, die 
héchstens in § = 2, %,..., 2%, zu co! werden soll. Vielmehr haben 
die c zu diesem Zwecke die Gleichungen (3), oder (3’), aber auch nur 
diese, zu erftllen, (3’) stellt, wenn o linear von einander unabhingige 
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Curven durch die Gruppe 2,, %,,...,%, hindurehgehen (6 > 0) — 
d. h. wenn von der Matrix 


| P(X) +. Yy(%r) || 

\} . ° ° . . ° . 

‘| Pp(%) ~~~ Pp(%r) 
alle (p — 6 + 1)-reihigen, aber nicht alle (p — o)-reihigen Deter- 
minanten verschwinden —, p — 6 unabhiingige lineare Bedingungen 
fiir die ¢; vor; was, die additive Constante von (1) eingeschlossen, 
r —p-+o- 1 linear von einander unabhingige Functionen liefert, 
die in 2,,...,%, zu co! werden sollen. 

Dieses ist der sogen. ,,Riemann-Roch’sche Satz“, ausgesprochen 
fiir den Fall einfacher Unendlichkeitspunkte. Indessen ist damit zu- 
gleich der allgemeinste Fall bewiesen, indem man statt ip 

2(&) " . . 
ie® +07 betrachtet, welche bei geniigend allgemeinen 


4, nur je einfach unendlich wird. Uebrigens ist die Gleichung (3’) 
identisch mit dem Residuensatze 


>n=0 
i 


von § 10, Nr. 2, wenn man fiir die dortige Form ae die Form 
x(x) 


w(ay P*(*) 
setzt. Und da sowohl der Residuensatz als der gewéhnliche Beweis 
des Riemann- Roch’schen Satzes (Math. Ann. 7) auf dem ,,Reductions- 
satz fiir algebraische Formen, bez. Functionen“ beruht, so sind beide 


Beweise des R.-R,’schen Satzes nicht wesentlich von einander ver- 
schieden. — 


nur die 
Function 








Es ist noch der Fall zu besprechen, dass einer der Punkte 2, 
mit einem Punkte a, zusammenfiallt. Man sieht dann sofort, dass 
auch hier Gleichung (1) noch gilt; nur dass das Glied ¢, Ps, (ax; a;,..., ap) 
einfach heransfallt, und dass von den Gleichungen (3) die x'* zur Be- 
stimmung der iibrigen c nichts mehr beitriigt, also ebenfalls weggelassen 
werden kann. 

Aus (1) ergiebt sich endlich durch den D;-Process, unter Ein- 
fiihrung der § 9, Nr. 4 definirten kanonischen Form 2‘ Gattung 
B,(§), und nach Gleichung (3): 


De Sey = Dy 1 De Pen(aa) = D) 4 Di| Be, 8 ~ 4(21) Bog (8), 


i i 
also 


2@) SN | ek | 
* w(é) - + 1(%) | (auf) - B,,(&), 
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als Entwicklung des D; der algebraischen Function von § nach auf die 
Unstetigkeitspunkte beziiglichen kanonischen Formen 2° Gattung erster 
Ordnung von &. 
Die letzte Gleichung wiirde sogar noch richtig bleiben, wenn in 
der Definition von B,(&) in §9, N.4 a@;, nicht —a,; angenommen wire. 
3. Sei jetzt 
eA 
w(é) 


eine beliebige algebraische Function; die in den Punkten 


nae Bay Bagg 0 0 09 Me 
je in den Ordnungen 


Hy My ss > & 
unendlich werde. Hier kann man, wie in Nr. 2, setzen: 


r % 
26) __ am) 1. Pi 
we) i) 2} 2} us PR). 
Zur Bestimmung der Coefficienten ¢,; bei gegebener Function 


~v@) dient das § 8, Nr. 4 angegebene Verhalten. Es werde diese 
Function von & in der Nihe von & =, unendlich wie: 


> (eyé) 
y 
; ti eam,gy 


ae 
“C= DIF (@). (eye) 

Sind nur die Punkte 2,,..., 7, und die Ordnungen »,,..., », 
gegeben, so sind die ¢,,; nicht willkiirlich; vielmehr ergeben sich 
wieder p, im Allgemeinen nicht unabhingige, Bedingungsgleichungen, 
die man mittels § = a,, wobei die rechte Seite der Gleichung nicht 
unendlich werden soll, erhalt (§ 8, Nr. 4). Dieselben schreiben 


sich hier: : 
> > 6,109 (a) = 0, («—1,2,..., p). 
1 1 
Wendet man auf obige Gleichung den D;- Process an, so wird: 
D; ey = > > ¢,,1 Dy PE (a) 


=D) Dba BI® (10, Nr 0), 


als Entwicklung des Dz der allgemeinsten algebraischen Function von § 
nach auf die Unstetigkeitspunkte besiiglichen kanonischen Formen 2 
Gattung von &. 


so wird 


‘“YKi= 











458 . M. Nozgruer. 


g§ 12. 


Die Saitze der §§ 9—11 bei Einfihrung von corresidualen Gruppen 
von je p+ 1 Punkten. 
1. Drei zu einander corresiduale Gruppen von je py + 1 Punkten 
seien 
(3 Xy, La). +») Lp), 
(1) ) (83 1, Go,-- +» Sp), 
(15 Mi» Nar + + +» Mp). 


Dabei soll x nicht fest, d. h. z,,#,,..., 2) nicht durch eine Curve » 
verkniipft sein; ebenso seien §, 4 beweglich gedacht. Die Gruppen 
gehéren einer co'-Schaar an. Man hat dann zuniichst 


Pou (i Ms - 29% 
wo c von zg unabhingig ist. Denn die linke Seite stellt eine algebraische 
Function von g vor, welche in der zweiten der obigen 3 Gruppen 
zu oo', in der dritten zu 0', in der ersten also zu einer Constanten 
wird; die rechte Seite ist eine algebraische Function von z, welche 
in der ersten Gruppe ebenfalls den constanten Werth c annimmt, in 
der zweiten Gruppe also zu oo', in der dritten Gruppe zu 0! wird, 
also mit der linken Seite identisch. 
Man hat aus ¢ =z: 


oo Poy (83 E, ‘o% bp); 
aber auch, aus ¢=£&-++ d&, wobei die linke Seite zu 
f,(§) 1 


(a &2) oe da; ? 


die rechte Seite zu 








: c. Pey (a; Wy ++ -y@y) 
. Dz; Psy (2; Bye sy Xp) dw, 
wird : 
D, Py, (x; x x 
é én ( ’ |e | ‘p) 
C= = D:\¢ P a ’ 
Pp, (5 2, - ++ Bp) lg Pry(w; x, » Lp) 
Somit: 


Sobald die beiden Gruppen 


1’) (@; yy + + Lp) 
(E; &,--4 Ep) 


eimander corresidual sind, hat man, bei beliebigen 2, y, € die 
Relationen: 
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Py (Ls Xj, 0.42, 
(2) Pan(B5 E41). +9 8p) —= Del Pen (5 204y---4p) pea = 
= — Dlg(u—A), 
wo 


poe a ee iy 
Pin (@i X14 +++ Lp) ? Py (#5 Hy, ++ + Ly) ’ 
(3) Pan(&5 &1) +++) Sp) Pen (@s 21, -~ ) Up) = Deg Pen(x; 2, .. ., Xp), 
also auch, durch Vertauschung der w mit den &: 
(4) De Pey(%; 2). + -» Zp) = Dz Pay(&; &, - « +» &s)- 

(4) stellt das Theorem iiber die Vertauschung von Parameter und 
Argument in neuer und bemerkenswerth einfacher Gestalt dar. Dabei 
ist aber zu beachten, dass, wenn etwa x, %,,...,%p, § als unab- 
hingige Gréssen genommen werden, die Differentialableitung D, nur 
nach dem explicit in P,,(&; &,,..., §)) stehenden 2 zu nehmen ist, 
nicht auch nach dem implicit in §,,..., & enthaltenen a. 

2. Gleichung (4) soll nun auf den in §9, Nr. 4 definirten Aus- 
druck Bz(x) angewandt werden, nachdem zuerst die 2,,..., 2p, bez. 
die &,,...,&, aus (1’) an Stelle der dortigen a,,..., dp gesetat 
worden, von denen B;(x) unabhiingig ist. Man hat: 





p 
(5) Be(ax) = Dg Pen (x; %,,.. +) Xp) +> D;(%; 2, ++ +) Up) Be (xi), 
1 


(5°) Bs(&) = De Pry (83 &,. ++» &») + Sou bi, +--+ &) Bu (&); 
also wegen (4) und Bg(x) = B,(&): ' 
Fiir zwei corresiduale Gruppen (1') ist auch: 


(6) > O,(&; &), .« +» &) Br(E) => D(X; 2, .. +) Up) Be(a), 


wo 
Pp 


Olg d+ H1 (4) Po(He)... Y, (x 
O15 #59) = DEERE MIN AED. ge, 





1 
also 


QD; (253 By, 2-09 Lp) 1, DOi(Sn5 2)... Hy) om O, (x i). 


Statt (6) kann man auch schreiben: 


p 
(6) >! OD; (25 X4,.+-,%p) De Pey (2i3 G4,---)@p) — Dz Py ("5 G4). ..) Ap) = 
1 


p 
— > ,(§; gy tee Ep) D, Pay (5 b,, ooey bp) — Dz Pey(§; Dyy+++ybp), 
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bei willkiirlichen @ und 6; was nur wieder Glch. (4) vermége § 7, 
Nr. 2, d) ist. 

Nimmt man ferner in Glch. (2) die Ableitung nach z, so ergiebt 
sich, da 


D, eee. Se a 
Ps Pi, 


fiir zwei corresiduale Gruppen (1') auch die Beziehung: 


? 


D.P: a... 5m). B ee 
(7) D, Pin (8; é., cet Ep) = — § &n(% . vy) oP. y(# x ®y) 


Pg (5 Wy .+ 2p) 
= — D,D;\g(u — A) 
und somit auch, nach der Definition von B,(&): 





(8) 1O4(; &,-- + &) BE) — BE) = 


oo DzP ey (ti M1 are &y) - D, P, y (23 a 2») 








P}; (@; 2, .. +5 #y) , 


oder auch 


p 
(8) D>! 0605 Bys +1 Bp) De Pan (Bis iy-+-y bp) — Dy Pog (85 Byy-0nbp) = 
1 m DePs, (2: Binet « Ly) . D,P, (i Basie omy Ly) _ 
P3, (23 Bay. Ly) 
= — Dz Pey(2; 4, + +) Sp), 





wenn (2; 2,,..., 2) corresidual zu (§; &,,..., &,). 

Dies ist eine Entwicklung einer Normalform 2‘ Gattung von z, 
oder des Dg; einer algebraischen Function von €, die in p+1 Punkten 
2, @,++.) 2p zu co! wird, von ganz anderem Charakter, als die durch 
(5) fiir «—z dargestellte, welche ein specieller Fall der Entwicklungen 
von § 10 und § 11, Nr. 2 war. 


(Fortsetzung folgt.) 
Erlangen, Juni 1890. 




















Sur la révision de la théorie des caractéristiques de M. Study. 
Par 


H. G. Zeuvrnen 4 Copenhague. 
(Extrait d’une lettre 4 M. Klein), 

Vous m’avez rappelé un devoir envers la mémoire de mon ami 
bien regretté, Halphen: je dois publier les remarques que je vous ai 
communiquées sur le mémoire de M. Study: ,,Ueber die Geometrie 
der Kegelschnitte, inbesondere deren Charakteristikenproblem“ (Math. 
Annalen Bd. XX VII). 

Les géométres croyaient définitivement résolue par les celébres 
recherches d’ Halphen la question sur la forme au + Br, présumée 
par Chasles, du nombre des coniques satisfaisant 4 la fois & quatre 
conditions caractérisées par les nombres uw et v, et & une cinquiéme 
condition caractérisée par « et 6. Alors M. Study est venu, en 1886, 
soutenir, dans le mémoire que je viens de citer, la thése que la 
réponse négative donnée par Halphen 4 cette question n’avait égard 
qu’a la maniére dont il l’avait formulée. M. Study en a donné ensuite 
une nouvelle formulation, qu’il croyait plus conforme aux pensées de 
ceux qui s’en étaient occupés antérieurement, et qui l’a conduit 4 une 
réponse affirmative. 

Peu de temps aprés l’apparition du mémoire de M. Study j’ai de- 
mandé a Halphen, s'il ne pensait pas élucider les malentendus de 
ce travail. Sachant 4 présent, combien ses derniéres années étaient 
occupées par les nouveaux travaux dont il ne lui a été donné de finir 
qu’une partie, on comprend bien qu’ Halphen n’était guére tenté de 
revenir 4 une question dont il avait déja dit tout ce qu'il fallait dire. 

Cependant, les travaux antérieurs d'Halphen, qu’on a négligé, 
sans doute, de consulter de nouveau, n’ont pas empéché les malentendus 
de M. Study de se répandre. Ces malentendus viennent méme d’étre 
soutenus par M. Schubert dans une analyse insérée au 18™° tome 
du ,,Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik‘. Il est done temps 
d’essayer d’y mettre fin. 

M. Study dit, 1° qu’en s’occupant du nombre de solutions du 
probléme de déterminer les coniques communes 4 un systéme simple 
et un systéme quadruple les auteurs plus anciens n’avaient pas des 
critéres bien définis des solutions propres, qu'il fallait garder, et des 
solutions impropres, qu'il fallait rejeter, mais qu’ils se faisaient guider 
seulement par un tact juste; 2° que Clebsch a donné la premiére 
définition nette des solutions impropres; 3° que la découverte d’Halphen 
d’exceptions de la régle au + fv se référe seulement a la définition 
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de Clebsch; mais que 4° celle-ci avait introduit une modification de 
la question & laquelle on avait cru que la formule au + Bv donne 
une réponse exacte. 

Je dis qu’au contraire la question originaire n’a subi aucune modi- 
fication du tout par la maniére dont elle a été précisée par Halphen. 

A Yappui de cette déclaration je pourrais renvoyer au fait que la 
réponse d’Halphen a été acceptée par tous les géométres qui s’étaient 
occupés de la théorie des caractéristiques, y compris M. Schubert*), 
et il n’est pas permis de nous traiter sans preuve d’assez naifs pour 
acquiescer & la réponse d’une question différente de celle qui avait 
été proposée. Certainement, nous étions des naifs — les prédéces- 
seurs d’une simple observation qui vient enlever toute obscurité a 
une question difficile sont toujours naifs — en n’observant pas 
qu’une conique infiniment applatie & sommets coincidents dans un 
systeme donné depend, non seulement des trois constantes qui déter- 
minent la droite double et le sommet, mais aussi d'une quatriéme 
constante finie: le rapport de puissances convenablement choisies 
des deux axes de cette conique singuligre (ou une constante qui 
a une détermination projective semblable); mais on peut conclure de 
Vhésitation**) dont on avait regu les différentes démonstrations de 
la loi au + Br, et qui avait porté toujours 4 de nouveaux essais de 
la démontrer, qu’on voulait bien s’assurer que le nombre trouvé était 
bien celui qu’on avait demandé. 

Je ne me bornerai pas toutefois 4 ce renvoi aux personnes qui, 
en défaut d’un énoncé précis de la question, sont les meilleurs 
témoins du véritable sens qu’on lui avait attribué; mais précisément le 
défaut d'une définition des solutions impropres dont parle M. Study 
me servira & montrer qu’en tout cas l’énoncé qu'il veut donner, lui 
méme, a cette question en est une véritable modification. 

Demandons nous, en effet, qu’est-ce qu’une solution impropre? C’est 
une solution qui ne répond pas & la question proposée originairement, 
mais qui est introduite par les instruments, analytiques ou géométriques, 
dont on s’est servi pour la résoudre. Elle est introduite parce qu'elle 
satisfait aux conditions exprimées par la formulation de la question 
nécessaire pour l’adapter 4 l’usage de |’instrument qu’on veut employer. 


*) Bulletin de la société mathématique de France t. VIII (1880) p. 61. 

**) Je me permets de renvoyer aux expressions réservées dont j'ai mentionné 
la démonstration de M. Lindemann dans une analyse de son édition des ,,Vor- 
lesungen iiber Geometrie* de Clebsch (Bulletin des Sciences Mathématiques, t. X, 
p. 122). Je rappellerai aussi qu’on n’a pas osé prendre pour démonstration la 
»ebenso einfache als ungesuchte Deutung des Chasles’schen Satzes“ dont parle 
M. Study & la p. 66, et qui doit s’étre présentée & tous ceux qui s’occupaient 
de la théorie des caractéristiques. Dans les essais de démonstration elle est du 
moins voilée, 
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Par exemple, en cherchant au moyen de coordonnées ponctuelles, ou 
de méthodes de forme géométrique équivalentes 4 l’usage de ces 
coordonnées, les coniques tangentes & une courbe, on substitue a la 
demande d’une conique tangente celle d’une conique rencontrant la 
courbe donnée en deux points coincidents. On indroduit ainsi, & cédté 
des solutions propres, Jes coniques infiniment applaties, qui ne sont des 
solutions propres que dans les cas od la droite double est tangente & 
la courbe ou un des sommets de la conique singuliére se trouve sur 
la courbe. 

La théorie des caractéristiques de Chasles se distingue de la 
théorie de M. de Jonquiéres, qui s’était occupé antérieurement de 
la détermination de courbes par des conditions données, par |’exclusion 
de ces solutions. En demandant ensuite nettement les nombres de 
coniques satisfaisant 4 des conditions données sans aucune spécification 
des instruments par lesquelles on voulait les trouver, on devait exclure 
aussi les solutions impropres qu’on pourrait introduire par lapplication 
d’autres instruments analytiques ou géométriques, ou par une formu- 
lation particuliére de la question. Pour déterminer la forme générale 
de l’expression du nombre des coniques communes & un systéme simple 
et un systéme quadruple, il s’agissait done d’éviter toutes ces solutions 
impropres, et de s’assurer bien qu’on les avait évitées. Voila la partie 
des recherches d’Halphen qui a demandé la plus grande précaution; 
mais une fois qu'il avait observé, que certaines solutions particuliéres 
sont impropres, il est dévenu trés-facile de l’établir d’une maniére qui 
ne peut laisser aucune doute. En effet wne solution sera impropre si 
Von peut Véviter par une autre formulation de la question; car alors 
elle sera due & la formulation qui y a conduit.*) 

Pour soumettre la formulation que M. Study a donnée a la 
question qui nous occupe a cette épreuve, il suffit de rappeler que sa 
détermination des coniques permet bien de distinguer les deux sommets 
d'une conique infiniment applatie, et de distinguer les deux droites 
composant une conique & point double, mais que pour elle — de méme 
que pour la plupart des déterminations au moyen desquelles on avait 
essayé autrefois de démontrer l’hypothése de Chasles — une conique 
infiniment applatie 4 sommets coincidents n’est qu’un cas particulier de 
lune et l'autre de ces coniques singuliéres. Ses procédés ne lui per- 
mettent donc de la faire dépendre que de trois constantes. L’auteur voit 
bien, si je ne me trompe pas, que c’est cette circonstance qui le conduit, 
dans certains cas, 4 des résultats différents de ceux d’Halphen. Sa 


*) Les nombres trouvés dans la géométrie énumérative étant des degrés 
d’équations, il est toujours sousentendu qu’on ne fasse pas usage de formulations 
qui portent 4 rejeter une partie des racines d’une équation irréductible dont on 
garde les autres, 
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formulation le porte a regarder comme solution propre*) toute conique 
infiniment applatie qui se reduit dans le systéme simple et le systéme 
quadruple @ la méme droite double aux mémes sommets, aussi dans lés 
cas o ces deux sommets coincident entre eux. Dans.ce dernier cas 
la conique singulitre devient pour Halphen une solution impropre, 
& moins que sa quatriéme constante, dont j'ai déja parlé, n’ait la 
méme valeur dans les deux systémes.**) On voit immédiatement qu’elle 
est bien une solution impropre, en prenant pour l’inconnue de la 


question la quantité « — , a et b étant les axes de la conique 
cherchée, et m et n étant des nombres positifs choisis de maniére que 


m 
dans le syst®me simple ait pour la conique singuliére en question 
une valeur limite finie. 


C’est donc, selon moi, Halphen qui a répondu a la question 
qui avait occupé les géométres depuis 1864, et, en tout cas M. Study 
n’a répondu qu’é une modification de cette question; mais la solution 
d’Halphen a un avantage encore plus essentiel: elle est une solution 
compléte qui comprend en elle la réponse a toutes les questions parti- 
culiéres qu’on obtient par des formulations particuliéres de la question. 
Elle donne donc aussi la réponse a la question que se propose M. Study. 
En effet, la réduction du nombre au + By qu’ Halphen a trouvé 
avoir lieu en certains cas étant due exclusivement aux coniques infini- 
ment applaties 4 sommets coincidents, il devient clair qu'on trouvera 
toujours une expression de la forme indiquée, si l’on se contente de 
regarder ces coniques singuliéres comme des cas particuliers soit des 
coniques qui se rédujsent & des droites doubles, soit des coniques 
& point double. 

La présente critique paraissant, & cause des circonstances dont 
j'ai déja rendu compte, aprés un intervalle assez long pour faire 
croire & M. Study que les géométres accepteraient ses vues, je dois 
ajouter qu'elle n’a égard qu’a la question qu'il se propose et aux 
rapports avec des recherches antérieures qu'il lui attribue, et non pas 
& lanalyse dont il se sert ensuite pour résoudre cette question. 


Copenhague, le 30 juin 1890. 


*) L’auteur dit ,,wirkliche Lisung“t, sachant bien qu'elle appartient aux 
solutions regardées comme ,,impropres‘* par Halphen; mais je ne reconnais pas 
la différence logique entre les ,,scheinbare Lisungen“ introduits par l’analyse de 
M. de Jonquiéres et les solutions impropres introduites par celle de M. Study. 

**) Halphen évite ce dernier cas par la supposition — rigoureusement 
définie suivant son usage — que les systémes soient indépendants entre eux. 














Zur Theorie der Abel’schen Differentialausdriicke und 
Functionen. II. 


Von 


M. Noeruer in Erlangen. 
(S. den I, Theil in diesem Bande, p. 417). 


Zweiter Theil. 


Die Abel’schen Functionen. 


Das Ziel, welches ich hier verfolge, ist: denjenigen Theil des 
Jacobi’schen Umkehrproblems, welcher sich aus den Differentialformeln 
selbst, d. h. ohne und vor Einfiihrung der Periodicititseigenschaften, 
entwickeln liisst, einmal auszuscheiden und fiir sich durchzufiihren. 
Ich zeige im Folgenden, dass man so nicht nur das ganze System von 
Relationen aufstellen kann, auf welchen die Umkehrang beruht, wie 


Abel’sches Theorem etc., sondern auch bis zu derjenigen Abel’schen 
Function 


AUV,, Vo,+++» Vo) 

und ibrer fiir alle endlichen Argumente giiltigen Potenzentwicklung 
vordringen kann, auf welche (wenigstens im hyperelliptischen Falle) 
zuerst Herr Weierstrass die Umkehrung zuriickgefiihrt hat, wiihrend 
deren Entwicklung nach periodischen Gliedern — als Function 0 — 
natiirlich dem weiteren Gebiete angebért. 

Die Aufnahme der Untersuchungen iiber das Abel’sche Theorem 
(§ 14) und iiber die Kindeutigkeit des Jacobi'schen Umkehrproblems 
(§ 15) war in diesem Sinne wegen der Modificationen néthig, die sich 
daraus ergeben, dass ich das Abel’sche Theorem dabei nur in seinen 
Differentialgleichungen benutzen kann, also nicht bei allen solchen 
beliebigen Wegen, welche die Summe der Integrale erster Gattung zu 
Null machen. Denn von dem Satze, welcher den beziigl. Weierstrass’- 
schen und Riemann’schen Betrachtungen zu Grunde liegt — dass, 
auf diesen selben Wegen genommen, die Summe der Integrale dritter 
Gattung eine algebraische Function der beiden Parameter des Integrals 
ist —, muss ich dort vollstiindig absehen, weil er bei denselben auf 

Mathomatische Annalen, XXXVIL. 31 
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dem Nachweis beruht, dass eine eindeutige Function des Punktes x von 
f = 0, deren Periodicitiitsmoduln verschwinden, eine zu f = 0 gehérige 
algebraische Function von 2 ist; dieser Satz lisst sich sogar auch aus 
§ 15 nicht folgern, sondern kénnte hier nur erst aus der Darstellung 
der algebraischen Functionen durch die Tg, (7) und dieser durch die 
Functionen Al(V) (§§ 16—19) abgeleitet werden. 

In Bezug auf den Weg zur Aufstellung der Function Al(V) 
schlage ich im Wesentlichen dasjenige Verfahren ein, welches Herr 
Weierstrass in seiner Note in Cr. J. Bd. 47 ,,Zur Theorie der Abel’- 
schen Functionen“ (1853) fiir hyperelliptische Functionen skizzirt und 
fiir den allgemeinen Fall in seinen Vorlesungen ausgefiihrt hat: die 
Auffassung der Summe von Integralen 3'** Gattung als Function der 
Integralsummen erster Gattung. Dies bezieht sich sowohl auf deren 
Zerlegung in zwei nur von je p Argumenten abhingige Functionen (§ 16), 
als auch auf die Monodromieuntersuchung der so hergestellten Func- 
tion Al(V) (§ 19)*). Dass diese Ableitung in § 16 bedeutend einfacher 


ist, als die Zerlegung von Tz, (7) bei Clebsch-Gordan, welche diesen 
Ausdruck zuerst auf Functionen von je p-+1 Punkten von f=0 
(s. die Andeutung bei Riemann, Abel’sche Functionen, Nr. 25, Formel 
fiir d log #)) zuriickfiihren, zeigt sich schon daraus, dass die letztere 
Zerlegung aus der ersteren sich unmittelbar ergiebt (§ 18), wihrend 
der umgekehrte Uebergang zur Weierstrass’schen Definition viel um- 
stindlicher wiirde. Die beiden Definitionen von log Al(V) stehen so 
zu einander, wie die beiden Jacobi’schen Definitionen der elliptischen 
0-Function, deren Erweiterungen sie in der That sind: derjenigen 
(F undamenta, Nr. 52, Formel (6) fiir den logarithmischen Differential- 
quotienten der 9-Function nach ihrem Argument durch ein Integral 
2'er Gattung (Weierstrass), und derjenigen (ibid. Formel (7)) der 0- 
Function selbst mittels eines Integrals 3' Gattung, dessen Argument 
dem Parameter gleich ist (Clebsch-Gordan). 

Zum engern Anschluss an das Clebsch-Gordan’sche Buch habe ich 
in § 17 noch deren Constantenbestimmung durch besondere untere 
Grenzpunkte aufgenommen, Die genaue Untersuchung der Ordnung 
des Verschwindens der Al-Function fir den Fall, dass die zugehérigen 
Punkte 2,, ..., %» durch Curven g verkniipft sind, wird hier nicht 
nothig; ich gedenke aber auf eine Modification des von Riemann hierzu 
eingeschlagenen Weges (Cr. J., Bd. 65) an einer anderen Stelle ein- 
zugehen. 








*) Fiir Beides s. auch Weierstrass, Abhandlungen aus der Functionenlehre: 
Einige auf die Th. der analyt, Funct. mehrerer Veriinderl. sich beziehende Sitze, 


§§ 4, 5. 
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Inhalt des II. Theils. 
§ 13. Integralformeln. 


§ 14. Die Differentialgleichungen des Abel’schen Theorems. 
§ 15. Eindeutigkeit des Jacobi’schen Umkehrproblems. 


§ 16. Die Transcendente Ten(2) und die Function @ (v4, %,..., Uy)- 

§ 17. Die Function Q2(V;, V2,..., V,). 

§ 18. Die Function 2(V) als Function der p +1 Punkte &, a, w,..., 2. 
§ 19. Nullpunkte und Monodromie der Function Al(V) = e~®@'"), 


§ 13. 
Integralformeln. 


1, Als Normalintegrale erster Gattung werden genommen (§ 2, Nr. 4): 


foc) da, (x=—1,2,...,p); 
y 
zweiter Gattung erster, bez. v'' Ordnung mit dem Parameter & (§ 7):- 


[DP (x) da, = fAx(2) do,, bez. fe (x) daz; 
y y y 


dritter Gattung mit den Parametern &, 9 (§ 6): 


[Ps (2) da,. 
y 


Als kanonische Integrale zweiter Gattung mit dem Parameter & (§ 9, 
Nr. 4 u. 5): 


J B;(x) daz = Xz,(§), bez. { BY (a) daz; 
y y 


dritter Gattung mit Parametern &, 9: 


a ? 
AEXO dw, dws — fru das = [Xe(0) daz. 
a) 1 v 


Diesen Ausdruck méchte ich als ,,doppeltes Integral“, nicht als ,, Doppel- 
integral“, bezeichnen, da der §-Weg vom «a-Weg hier unabhingig 
bleiben soll, was dem gewodhnlichen Begriff des Doppelintegrales, das 
keine Function der beiden oberen Grenzen ist, widerspricht. 

Die Art des Unendlichwerdens dieser Integrale ist in § 6, Nr. 4 
und § 7, Nr. 5 gegeben. Danach wird das Normal- und das kanonische 
Integral zweiter Gattung v'** Ordnung in 7 = & zu co” wie 


31* 
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v2, (en@)” 
(71)! fol) (ent EAE, 


das Normal- und das kanonische Integral dritter Gattung 
in 2 = &: — log(céx); inw = 9: log (cy2). 

Die beiden Wege von y nach x und von y nach & sind willkiir- 
lich; nur wird man jenen diesen nicht schneiden lassen. 

2. Das kanonische Integral dritter Gattung lésst Vertauschung der 
beiden Grenzpunkte mit den beiden Parameterpunkten, unter Festhaltung 
der Wege, zu. 

Die Normal- und die kanonischen Integrale 2" Gattung hiingen 
vom Parameter § algebraisch ab, und zwar sind sie algebraische 
Formen von &. 

Ersteres folgt aus B:(x) = B,(&). Das Letztere aus derselben 


Gleichung (oder den entsprechenden aus § 9, Nr. 5), durch Integration 
nach #: 


-(1) fA@ do, = [Dz Pey(25 045 44,.. 4) do. = ley (G3 Gy 0+) Bp) 
y y 


}- >> 1.18) [Fate da, — Balt) f®, (x) dol, 


(2) f 2400 da, — fax doz + >) Ba, (é) foc) da, 


— Pay 85 hy «+5 dy) +>) On(8) f Bey (2) deve. 


3. § 10 liefert durch Multiplication mit dw, und Integration nach 
x die Reduction aller algebraischen Integrale auf die Normalformen; 
so (2) voriger Nummer die Zuriickfiibrung eines beliebigen Integrals 
2ter Gattung mit Parameter § auf eine in diesem Punkte und in p 
weiteren Punkten unendlich werdende algebraische Function von x 
und auf p Integrale 2'* Gattung erster Ordnung, welche je einen 
dieser Punkte zum Parameter haben. Der Integrationsweg ist dabei 
beliebig. 

§ 11, Nr. 1 liefert analog die Darstellung des Logarithmus einer 
beliebigen algebraischen Function von € durch eine Summe von Inte- 
gralen 3‘ Gattung mit der Grenze §, deren Parameterpunkte die Un- 
endlichkeits- und Nullpunkte der Function sind, sowie durch eine . 
Summe von Integralen erster Gattung nach § Hierbei hiingt der 
Werth des Logarithmus von dem Integrationsweg von 9 nach & ab. 
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§ 11, Nr.2 und 3 liefern, indem man den Werth von P;,(a,), 


bez. Pz (x;) aus Formel (2) dieses Paragraphen einsetzt, unter Beriick- 
sichtigung der fiir die ¢,, ¢,; bestehenden Bedingungen: 


” CT IC) 2 2 Cr f Bz, (8) dag, 


also die Darstellung der allgemeinsten algebraischen Function von § 
durch eine Summe von kanonischen Integralen zweiter Gattung, deren 
Parameter die Unendlichkeitspunkte der Function sind. Der Integrations- 
weg von 9 nach & ist hierbei wieder beliebig. 


Auf die Darstellung von log 20 und auf die Integralformeln von 


§ 12 komme ich in § 14, Nr. 6 und 7 zuriick. 


§ 14. 
Die Differentialgleichungen des Abel’schen Theorems. 


1. Nach § 11, Nr. 2 stellt sich die Differentialableitung Dz irgend 
einer algebraischen Function von &, 
2(6) 
v(é)’ 
die in den Punkten § = #,, 2, ..., 2 je zu oo! werden soll, durch 
die kanonischen oder Normal-Formen 2'* Gattung erster Ordnung mit 
den Argumenten x, und mit demselben Parameter § so dar: 


(1) D; i= 6¢ Bsa) = D>t eo Dg Pg, (a), 
1 i 
wo die 
, [ day | 
@) “= 1) | aw lene, 
die p Gleichungen erliillen: 
(3) Di Ge (i) =O  (%—=1,2,...,p). 


1 


Liisst man ferner die c¢ diesen p Gleichungen (3) gentigen, im 
Uebrigen aber villig willkiirlich, so bedeutet die rechte Seite von (1) 
immer das D; einer algebraischen Function von §, die héchstens in 
Liye +) Lp Zu je oo! wird. 

Sei jetzt allgemeiner 4 der Werth, den eine algebraische l'unc- 
tion ay in E=4,,...,%, annehme; so werden die Relationen 

: : xz(&) 
(1)—(3), angewendet auf die Function o® —118" welche daselbst 
zu oo! werde: 
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C1) Degg D4 Bele) —Dhei De Pee, 
1 


1 


« , dog 
(2’) C; = 4 (%) lme—an |, 


(3’) > CPx (xi) = 0. 


U 
Aendert man 4 um dA, so erhilt man eine (x, . . ., #-) benachbarte 


Punktgruppe (x, + dz,,..., % + dz,) auf f, in welcher +e den 
Werth 4+ dd annimmt; dafiir wird 


p(x) —4 1 (21) — 0, 
Man darf also in (2’) bei gegebener Function %©) setzen: 


u(&) 


d Oy, 
) =m Get 


di? 
d. h. 


Bedeuten die dw,, diejenigen zusammenhingenden Werthe der 
Differentialform da, , welche an den r Stellen x;, wo eine algebraische 


Function St irgend einen gegebenen Werth 4 annimmt, durch Aen- 
derung von 4 um dd entstehen, so bestehen die p Gleichungen fiir 
die d@z,: 


(5) D9 (ti) do,—=0  (x#=1,2,..40), 


1 
und man hat 


; ‘k) ¥ da, : da, 
©) Dive ~D' Bi@) art =D) DePalma’ 
1 1 


2. Aber dieser Satz lisst sich auch umkehren. Nahm man 
nimlich alle algebraischen Functionen von &, welche in 2,,.... 2%, zu 
4 (je in 1'** Ordnung) werden, so erhielt man alle méglichen Werth- 
systeme der ¢,’, ..., ¢-, welche die p Gleichungen (3’) befriedigen 
kénnen. Dabei kann man auch dd noch einen willkiirlichen festen, 
unendlich kleinen Werth geben. Daher werden auch die aus alge- 
braischen Functionen berechneten d Ox, = c; dd keinen weiteren Be- 
dingungen unterliegen, als den Gleichungen (5), und man kann somit 
den Satz aussprechen: 

Sind r Punkte x,, %_, ...,%, von f gegeben und bedeutet da,,, ..,d@z, ” 


irgend ein Werthsystem der Differentialform da, = ae) im diesen 
c / 





























r 
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r Punkten, fiir welches die p Gleichungen (5) bestehen, so existirt eine 
algebraische Function a von §, welche hichstens in jenen Punkten 
“1... 2, einen beliebig gegebenen Werth 4 (je in 1'** Ordnung), in den 
Punkten x, + da,,..., 2% + dx, den dem 4 benachbarten, sonst be- 
liebig gegebenen Werth 24+ dda annimmt. Diese Function ist durch 
(6) gegeben, d. h. durch 


= do 
u(&) ~_ z(n) id de,, 
@ w(&) — Ax(E) (n) — A4(m) >! Py(ai di 


-! do,, 
~ fa [> Bz(a) a 


wo der Weg von » nach & beliebig ist, wenn er nur die Punkte 2; 
nicht enthilt. 


Mit anderen Worten: 


Die Gleichungen (5) stellen die nothwendigen und hinreichenden 
Bedingungen dar, dass die Punktgruppe 


&, + da, t%, + dx,,...,%, + dz, 
der Punktgruppe 





Bay Bay « 0 09 By 
corresidual sei. 

3. Durch den Satz von Nr. 2 ist die vollstdndige Integration des 
Systems von p Differentialgleichungen 


Yr 


(5) D> 9x (t) dee,=0  (%—=1,2,..57) 


1 


geleistet. In diesem Sinne liisst sich derselbe so fassen: 
Die allgemeinste Lisung des Systems (5) ist gegeben durch diejenigen 
Punktgruppen 
Bog Bay « « op Mey 


welche irgend einer gegebenen Punktgruppe 


Yir Yor- +22 Yr 
corresidual sind, 

Als Integrationsconstanten sind dabei, wenn die willkiirlich ge- 
gebene Gruppe (y,,.-., Yr) einer coe-Schaar angehort, in der y, , yy, -+-.Ye 
beweglich sind, die Werthe von Ypi1, Yet2,+- +» Yr anzusehen, Es ist 
o=r—p-+6, wenn o die Bedeutung von Nr. 2, § 11 hat, dass 6 
linear unabhingige Curven » durch die Gruppe (y,...y,), also auch 
durch (a,,,.-,%,), gehen. 
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Man kann natiirlich fir diese Lésung nach (5) auch schreiben: 


r x 


(8) D>} [o@) do. = 0 (x—=1, 2,..4,p); 


1 Y 


aber in diesen Integralausdriicken sind die Integrationswege von den 
y, nach den 2, durch (5) bestimmt, d. h. derart, dass die Integral- 
summen von (8) bei gegebenen y, und variablen x, fortwiéhrend gleich 
0 bleiben sollen. Hierbei bleiben nur die Wege von @ der Variablen, 
etwa die von ¥,, Y,--+, Ye ausgehenden, willktirlich; die tibrigen 
r—o Wege sind durch diese (endlich vieldeutig) bestimmt: die Summen 
(8) sind iiber ,,corresiduale Wegsysteme“ genommen, wie ich sagen 
will. 

Der Satz dieser Nummer spricht das Abel’sche Differentialtheorem 
fiir die Formen erster Gattung aus. 

Es wird kaum ndthig sein, hier darauf hinzuweisen, dass dieser 
Satz verschieden ist von der Umkehr des Abel’schen Theorems fiir 
Integrale erster Gattung; da die letztere aussagt, dass ein Gleichungs- 
system der Art (8), wo jedoch die Wege von den y, nach den 2; nicht- 
corresiduale sind, d. h. nicht der Bedingung unterworfen werden, bei 
festen y, und variablen x, die Integralsummen fortwihrend zu 0 zu 
machen — wo also Gleichungen (5) nicht existiren —, doch nur auf 
eine Gruppe (2,,..., 2) fiihrt, die zur Gruppe (y,, . . ., y,) corresidual 
ist. Dieses letztere Theorem ist hier als specieller Fall des sog. Um- 
kehrproblems zu behandeln (s. § 15, Nr. 4); in den Anwendungen 
jedoch wird nur das Differentialtheorem benutzt werden. 

Zu dem Vorigen ist noch zu bemerken, dass die Anwendung der 
Gleichung (1), Nr. 1 verlangte, dass die Punkte z,, 2,,,.., 2, endlich 
von einander verschieden sind, Dies tritt in der That in der Formel 
(1’) ein, da zu diesem Zwecke der Werth 4 nur geniigend allgemein 
zu nehmen ist. Wenn dann in der oberen Grenze von (8) auch einige 
der x; zusammenfallen sollten, so bleiben die Sitze von Nr. 2 und 
Nr. 3 doch bestehen, da dieselben bei beliebigem Grenziibergange zu’ 
diesen Stellen existiren. 

4. Dem Theorem von Nr. 3 stellt sich das Abel’ sche Differential- 
theorem fiir Formen zweiter Gattung erster Ordnung an die Seite, das, 
unter den Bedingungen (5), in den Gleichungen (6) ausgesprochen 
ist; oder in Integralform, indem man (6) nach 4, von 4= A, bis 
A =A,, wobei 


¥(Y) — Ao x(ys) = 0 


(Jen, 2,...,7), 
% (a1) — 4,4 (%) = 0 


integrirt: 
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(9) Dr. Pp (&) doz =>} [Bae, 
1 4 % 


v@)—bz®) 1g 4) Prep 
w)—Une) 7 Yt (H)—hz Ol vy O— ALO 


Die Integrationswege von den y, nach den 2, sollen dabei ein corre- 
siduales System bilden. 


Setzt man insbesondere A, = oo, 4, = 0; wird also die Function 


wo in den § = y; zu 0, in den & = a zu oo, so hat man 


r bg r x 
o > f D;Px,(2) doz = > J Bz (a) do, 
1 uM 1 


a(S) 1 (f¥n) 
= Die =F VOio 


Das entsprechende Theorem fiir die Formen 3" Gattung entsteht 
hieraus durch Integration nach § auf irgend einem die Wege von den 


y, nach den 2, nicht schneidenden Wege von » nach & Sei, wie 
in § 13: 


g 
(10) [Ba das = [2.@ daz = Xz (x), 
” ” 





so wird aus (9) 


r od r iad 
(11) DI JPaiede— D} fraiaae. 
1 ou 


= 1g {9 aon lS) | v(m) — Ara(n) 
(E)—Ayn(&) | wn) — Aox(n) 





fae 
= lg ey "—1,? 


v(&) —4 4) =0, 
%(u) — ax (m) = 0; 
oder aus (9'), fiir A, == co, 4, = 0, zu 


x(8)-¥(n) ag *” 
an =) 8 yeaa) 8 


wo der fiir den Logarithmus zu nehmende Werth noch von dem Wege 
von » nach §, d. h. von 4” nach 4d’ abhiingt. 





wenn 
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Endlich wird das (9’) entsprechende Theorem fiir die Formen 
2 Gattung v'* Ordnung, aus (9'): 


r i 
(y) abs (v) (v—1) =~ 28) | 
(12) 3 fa Pade, — D} fm (2) do, = AY” Dz lg #8 
l 


5. Um das Abel’sche Differentialtheorem fiir eine beliebige alge- 
braische Form 





M(x) 

N(@) 
zu erhalten, welche die Punkte 2 = &,, &,..., & zu Unendlichkeits- 
punkten von den bez. Ordnungen v,, v,,...,%, habe, wird man diese 


Form nach § 3 und § 10 in Normalformen zerlegen, und erhilt dann 
nach Nr. 4 dieses Paragraphen eine Darstellung (fiir 4, = 00, 4, = 0): 


s %-1 


0 Shien BB rates 


(13') >=, 


1 





wo 


wo ferner die Integrationswege von den y; nach den z; ein corresiduales 
System bilden sollen und die Werthe der einzelnen Logarithmen von 
den Wegen zwischen dem beliebig gewiihlten Punkte 7 und den Punkten 
&; abhiingen, Wege, die bis auf die Bedingung, die von den y; nach 
den 2; nicht zu schneiden, beliebig sind. 

Besonders einfach wird die rechte Seite der Gleichung (13) in dem 
ganz speciellen Falle, dass in dem Curvenbiischel 


¥(&) —4x(6) = 9, 


eine Curve existirt, welche zugleich durch die Parameterpunkte 


&,, &,---+, & hindurchgeht, d. h. wenn + in §,,..., §& denselben 


Werth 4’ annimmt. Alsdann verschwindet niimlich, wegen (13’), die 
Summe der logarithmischen Glieder; aber auch die Summe der von 
den verschiedenen Werthen dieser Logarithmen herriihrenden Unbe- 
stimmtheiten. Um dies letztere zu sehen, braucht man nur die Formel, 
aus welcher (13) durch Integration nach 4 entstand, also die (7) 


analoge Forme! fiir 
Nae 
>} Na) ; d@z,, 
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ins Auge zu fassen; in welcher Summe der beziigliche Theil zu 
1 1 
>) 9s Pen) don, = a4 (4+ — art) Dy = 0 
j j 


wird, wegen (13’). Hat die Curve w(&)— 4’4(&) =0 die weitere 
Higenschaft, in den Punkten £,, &,..., § die Grundcurve bez. in den 
Ordnungen v,,7,,...-, Vs zu treffen, so wird zugleich 


ions é;) +=1,2,...,%,—1 
Ak ) p, 2(5 «at ( 7 as ): 
9 Ss ~(&) Suen Ke 
Man hat also den Satz: 
Existirt in dem Curvenbiischel 


v(&) — A4(6) = 9, 
dessen Curven die Grundcurve f in oo! Gruppen von je r Punkten 
treffen, von welchen Gruppen eine (fiir 4 = co) aus den y,, eine zweite 
(fiir 2 =0) aus den x; besteht, eine Curve, welche sugleich durch die 
Parameterpunkte §,,&,..., & hindurchgeht, derart, dass (&,,..., §) 
einen Theil einer der cot Gruppen bildet, so wird die Swmme der Inte- 
grale (13) zu einem algebraischen Ausdruck in den &;: 








8 wt 


: (i— x (§) 
> > rds; Ds, Ig ¥(&) 
1 


1 





Trifft diese Curve die Grundcurve in den Punkten §,, &,.. +5 & bez. 
Vi") Vor «+ -, Ve-punktig, derart, dass ( eo +89 &”*) einen Theil einer 


der oo! Gruppen bildet, so wird jene Integralsumme zu Null.*) 
6. Die Formel (11’) fiir 


x(8) . wn) 


Ig w®  2@) 


fiihrt mit Hiilfe von Vertauschung von Parameter und Argument auf 
die Darstellung 


r r § bad | 
2(€)- O(n) __ - 
(4) 8 O20) > fr n dmg Df [Pi@ dodo, 
1 7 . 3 
of ‘ 
=> f Pan Bia +4) +>) d [O(8) dog; 
t ” i n 


*) Einen iihnlichen allgemeinen Satz findet man schon bei H. Humbert, Sur 
le théor’me d’Abel etc., Nr. 10—12, Journ. de Mathémat. Sér. IV, t. IIL, 1887; 
mit dem Unterschiede, dass sich derselbe nicht auf die Unendlichkeitspunkte der 





Form Nia)’ sondern auf die Nullpunkte von N(#) bezieht. In dieser nicht- 


invarianten Gestalt lisst er daher Ausnahmen zu, wihrend unser Satz ausnahmslos 
giiltig ausgesprochen ist, 
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wo nach (2), § 13: 


“ 
ai -2 J Ba(2) do, = | Dy lg 2), 


(nach (9) dieses Paragraphen) . 


Dies ist die aus § 11, Nr. 1 durch Integration nach € fiir den Fall 
v; = wy = 1 hervorgehende Darstellung. Dabei wurde aber das 
Abel’sche Theorem fiir Formen dritter, bez. zweiter Gattung doppelt 
angewandt; und in Folge dessen liefert umgekehrt die Formel von 
§ 11, Nr. 1 vermége des Vertauschungssatzes nicht schon die Formel 
(11') dieses Paragraphen, auch nicht unter Anwendung des Abel’schen 
Theorems fiir Integrale erster Gattung ((8) dieses Paragraphen) ‘ 

In der That schreibt sich jene Formel § 11, Nr. 1 nach (1) des 
§ 13 und (8) dieses Paragraphen so: 


2, 
( 
(15) Dylg £2 — Sf DePy(@5 a,5.+-405) doe 
i % 





— DI) [Dale Fey — Df Bee) de}. 


Die linke Seite von (15), ist, nach § 7, Nr. 2, d) und (8) dieses Para- 
graphen, von den a,,..., a» unabhingig, und diese Gleichung sagt 
nur aus, dass ihre linke Seite eine ganz beliebige m-Form sei, ohne 
einen Schluss auf das identische Verschwinden dieser Form zu bieten. 

7. Um die Formeln von § 12, Nr. 2 in Integralformeln umzusetzen, 
denke ich in den beiden corresidualen Gruppen 


(@; By, - + 0, Bp), 
(E; &1,-- +, &) 


die erste als gegeben, von der zweiten § als beweglich; so dass 


£,,.. +, &» Functionen von § werden, fiir welche nach dem Abel’schen 
Theorem (5): 


P 
(16) >} Px (Ei) deg, + x (6) dag = 0, 
also ; 
: dog. 
(16) Haag = Dee; = — Oi (B5 E12 + Be) 


Somit hat man als Integralgleichung von (6), § 12, wenn auch 
(3 M1) +++, Np) Corresidual zu (w; 2,,..., 2)): 
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P gi Pp § 
(17) > [ae daz = — S*'(a; 2,,..., ty) Ba(B)aee, 
1 4 1 


also auch, nach § 12, (8) und (8’) 


P gi g 

(18) SY [Bee dog +f BelE) dens — Pag(25 245. - +5), 
1 % " 

in welch’ letzterer Gleichung (nicht in (17)) die Ausdriicke B,(&) auch 

durch D, Pry (&; a,,..+, Gp) ersetzt werden diirfen. 

Diese Darstellung der algebraischen Function Pe, (a; 2,, ..., 2p) 
von & unterscheidet sich von der in § 13, (3) gegebenen dadurch, dass 
hier in allen Integralen 2‘ Gattung ein und derselbe Unstetigkeits- 
punkt als Parameter auftritt, dafiir aber die Grenzpunkte verschieden 


werden; wihrend dort umgekehrt die Grenzpunkte dieselben, die 
Parameter verschieden waren. 


§ 15. 
Eindeutigkeit des Jacobi’schen Umkehrproblems. 
1. Das Jacobi’sche Umkehrproblem fordert, aus den p Gleichungen 


x 


(t) D foe) doe ue (#12, ..40) 


Wo die ¢,,C,,..., Cp feste Punkte sind, das System der p Punkte 
Uy, Lay0+ +y Lp 
von, f= 0 als Function der p unabhiingig-veriinderlichen Argumente 


; Wha, Wns 0 0 oy My 
zu definiren. 


Man gehe vom System 
(t6,) - © +) Mp) = (0,..., 0), 
(2 q5 0. 0) Lp) = (Cy, « » 05 Cp) 
aus und auf einem bestimmten Wege U, zum System (u,,..., up) 
hin, so-gelange man zu einem System (#,°,..., 2p’), das mit einem 
auf irgend einem andern Wege U von (0,...,0) nach (u,,..., tp) 
erlangten Endwerthsystem der (2,,..., %p) zu vergleichen ist. 

Zu dem Zwecke sei zunichst angenommen, dass das gegebene 
Werthsystem (c,, C,.-+, Cp) ein nicht-singuldres sei, nimlich ein 
solches, fiir welches die Determinante D+ G1 (C,) - «+ Pp(Cp) der p 
Gleichungen 
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(2) > Px (ai) da, —= dt, («—=1,2,...,p) 


nicht verschwindet; d. h. dass die p Punkte ¢,,c,,..., ¢p nicht durch 
eine Curve  verkniipft und von einander endlich verschieden seien. 
Aus den Gleichungen 


P Yi 


(3) D>! [oe dos — ve (1,2...) 


wird man dann die Coordinaten der Punkte y; (oder gegebene Func- 
tionen derselben) nach ganzen positiven aufsteigenden Potenzen der 
V1, Vo,+.+, Up entwickeln kénnen, giiltig in einem Convergenzgebiet 
G, fiir das die absoluten Werthe der v, unterhalb gewisser endlicher 
Gréssen sind. Innerhalb dieses endlichen Gebiets G sind die y; ein- 
deutig durch die v, bestimmt, unabhiingig vom Wege von (0) nach 
den (v,), wenn derselbe nur ebenfalls innerhalb G fiallt. 
Nun bestimme man*) eine ganze positive Zahl 7, so gross, dass 
U 
= — 
innerhalb G fallt, wihrend u, an irgend einer Stelle der beiden Wege 
U,, U oder am Endpunkt (u,,..., u») sich befindet. So erhilt man 
zwei Wege V,, V innerhalb G; aber zum Endsystem beider, (v, ...v,), 
zugehérig aus (3) nur eim Werthsystem (y,°,..., yp°). Liings dieser 
Wege wird iiberall aus (2) und (3): 


Pp Pp 
(4) > Dx (x;) d Ox; _ r>" Dx (yi) d Gy, = 0, 
1 i 


und 


-. a p OM 
6) > Ji gx(a) do, —r >! Ji px(2)do,—=0 (lings V,, U), 
» & % 
(5') ! | Ox (x) dw, —r >: J y,(“)doa,=—0 (lings V, U), 
af 2) da a (x) da ings | 


(== 1,2,...,p). 
Die Gleichungen (4) sagen aber, wenn man dieselben erst durch 
die beiden Systeme 


*) S. Weierstrass in § 4 seiner Abhandlung ,,Theorie der Abel’schen Func- 
tionen“, Cr. J. Bd, 52. 
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P P 

r>' 9x (yi) day, + Siqx(2) do, = 0, 
a i 


Pp P 
D>} 9x (i) dee, + Si pe(2)do,=0 (x—=1,2,..47) 


ersetzt, und das Abel’sche Differentialtheorem fiir Formen erster Gattung 
(§ 14, Nr. 3) doppelt anwendet, aus, dass ein oberes Grenzsystem der 
(X,,. + 2p) ewistirt, und zwar, dass sich dasselbe aus dem Grenzsystem 
(y,°,-+-Yp") algebraisch ergiebt; niimlich: zur r-fach gezthlten Gruppe der 
(y,°,+++)Yp°) nehme man als corresidual die Gruppe bestehend aus der 
(r—1)-fach gezdhlten (c,,..., ¢») und der Gruppe (a,,..., Lp): 

Die auf dem Wege U gefundene Gruppe (x,,..., %p) kann sich 
daher von der auf dem Wege U, gefundenen Gruppe (x,°,..., %p°) 
hichstens dadurch unterscheiden, dass jene dieser corresidual ist. Sind 
insbesondere (x,°,..., Zp°) durch keine Curve p verbunden, so ist die 
Gruppe (a,,..., Lp) eindeutig durch die (u,,...,Up) bestimmt. Gehiren 
eu (2,°,..., %p°) co* dieser Gruppe corresiduale Gruppen .von je p 
Punkten, so kann man durch geeignete Wege von (0,..., 0) nach 
(Uy, .. +) Up) jedes dieser co* Systeme erreichen. 

Die Gruppe (",,..., Zp), oder vielmehr die zugehorige Corresidual- 
schaar, héngt von dem System (u,, Ug)... -, Up) eindeutig ab, fiir alle 
endlichen Werthe der u,, U.,.. +) Up- 

Dieser Beweis liefert also die analytische Fortsetzung der sym- 
‘metrischen Functionen der p Punkte 2,,..., 2% von 4, ..., Mp tiber 
das ganze endliche w-Gebiet hin, 

2. Dex beziigliche Beweis im § 52 der Abel’schen Functionen von 
Clebsch und Gordan zeigt nur, dass dasjenige singuliire Gebiet [ des 
u-Raums, fiir dessen Punkte die symmetrischen Functionen der z,,..., 2» 
unbestimmt werden, indem die Determinante D+ YP; (2;). + « Pp (Hp) 
verschwindet, aus dem w-Kaum durch 2 Bedingungen ausgeschieden 
wird; und dass ausserdem fiir die symmetrischen Functionen der 
%4,..++)% keine singuliire Stelle existirt. Aber er zeigt nicht, ob 
die Beschaffenheit von [ erlaubt, durch analytische Fortsetzung jede 
Stelle (w,,..., Up) zu erreichen, oder, wenn so, ob die verschiedenen 
Wege von (0,..., 0) nach (w,,..., %p) zum selben Werthe jener 
Functionen fiihren. 

Diese Liticke lisst sich nun wieder durch das Abel’sche Differential- 
theorem fiir Formen erster Gattung unmittelbar ausfiillen. Denn sei 
(u,’,..+, Up) eine Stelle von [, (a,',...,%,) irgend eine Gruppe aus 
der zugehérigen Corresidual-Schaar der (,,..., Zp); 80 bestimme man 
p beliebige feste Punkte a,,...,a, und p bewegliche Punkte y,,..., yp 
so, dass die beiden Gruppen von je 2p Punkten 
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(Gay - 09 Gp By5-- +9 Bp) 
(Cy, +5 Cp» Yio = + +9 Up) 
einander corresidual werden, und dass die Gruppe (y,, ..., Yp), welche 
(x,',...+,%p) dabei zugehért, nicht durch eine Curve g verkniipft ist. 
Dies geht immer, da man von beliebigen p Punkten y, ,. . ., Yp aus- 
gehen und dazu a,,...,@, bestimmen kénnte. Man hat dann 


P P 
(6) ‘Dx (Yi) wy, =>! 9x (a) da@,,—=du, (*=1,2,...,p). 
1 1 


Da nun fiir die symmetrischen Functionen der y,, ..., yp die Stelle 
(u,’,..+) Up) keine singulire ist, so kann man den u-Weg diese Stelle 
beliebig tiberschreiten lassen, ohne die Eindeutigkeit jener Functionen 
zu stéren. Von diesen hiingen aber die- symmetrischen Functionen 
der 2,,..., %» algebraisch und rational ab; so dass sich dieselben 
iiber die Stelle w,’,...,u,, hinweg analytisch beliebig fortsetzen lassen. 

3. Man kénnte tibrigens jene Liicke auch noch anders ausfiillen, 
indem sich mit Hiilfe des Riemann-Roch’schen Satzes nachweisen liesse, 
dass das Gebiet [ in der Nihe jeder Stelle (w,’,..., up) desselben 
nicht mehr als oo?-* benachbarte singulire Stellen enthalten kann, 
also in der That nur p — 2 Dimensionen besitzt. Im ebenen Raum 
von 2p Dimensionen (fiir die « als complexe Variabeln), mit einem 
singuliren Gebiet [ von nur 2(py —2) Dimensionen, kann aber zwischen 
irgend zwei Stellen ausserhalb [ eine [ nicht treffende Curve gezogen 
werden, und irgend zwei Curven dieser Art zwischen denselben festen 
Endpunkten kénnen ohne Beriihrung von [ in einander iibergefiihrt 
werden. 

Wahrend der Beweis von Nr. 2 dem noch hinzufiigt, dass [ auch 
durchsetzt werden darf ohne Stérung der Monodromie, zeigt diese 
Betrachtung von Nr. 3 den eigentlichen Grund der Eindeutigkeit des 
Jacobi’schen Umkehrproblems. Die Thatsache, dass das singuliire 
Gebiet um 4 Dimensionen kleiner als das ganze ebene Gebiet, hért 
namlich auf, sobald man, statt (1) zu betrachten, ein analoges Problem 
mit p’ Integralen 1'* Gattung und p’ Variablen 2; hat, fiir das 
p <p ist. 

4. Aus der Thatsache, dass die Gleichungen (1) eine und nur 
eine corresiduale Schaar von Lésungen (%,, ..., #») zulassen, schliesst 
man, dass dasselbe fiir 


Q we 
(7) Df o2(2) dor = we (x == 1,2,...,p) 


eintritt, wenn Q@ > p ist, Man braucht zu diesem Zwecke nur 
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Q@—p der Gréssen x; willkiirlich anzunehmen; oder man wird p 
Gréssen y aus 

- 


’ ae s/f 


9x(7)da,—=u, (x=—1,2,...,p) 


bestimmen, und aus dem Abel’schen Theoreme, wegen 


Q P 
(8) D> Px (Hi) dors, — S' gx (yi) dary, = 0, 


die w-Schaar. Ferner muss dasselbe fiir Q@ < p eintreten, wenn iiber- 
haupt eine Lésung existirt; man wird dann entweder p — Q Integrale, 
je zwischen gleichen festen Grenzen, zu (7) zufiigen, oder wieder aus 
(8), (8') diese Schaar finden. Ist insbesondere u, — 0 (x—1,2,...,p), 
so geniigt den Gleichungen (7) fiir jeden Werth von @Q die Lésung 
Ly SH Cy, Ly = Cg, - - -y HQ = CQih 

also hat (7) keine anderen Liésungen, als die der Gruppe (¢,,..., Cg) 
corresiduale Schaar von Gruppen von je @ Punkten. Dieses ist die 


in § 14, Nr. 3 erwihnte Umkehr des Abel’schen Theorems fiir Integrale 
erster Gattung. 


§ 16. 
Die Transcendente T:, (?) und die Function o(v,, v,,..., Up). 


1. Definition der Transcendenten. Es seien wieder die Gleichungen 
des Jacobi’schen Umkehrproblems, (1), § 15, vorgelegt 


Pp uy 


(1) D> [o()do.— (x=1,2,...,p), 


und die zugehérigen Wege c; — x; gegeben, oder bestimmt gedacht. 
Dann definire ich T durch 


P xy 
2 wat (ee 72)-3 frac 
1 CA 
> i 
= 3 J Xe,e,(£) deve, 
1 % 


wo die Summe iiber die kanonischen Integrale dritter Gattung (§ 13, Nr. 1) 
erstreckt ist, und wo die Integrationswege c; — x; diejenigen von (1) 
sein sollen, der Weg » — & die Wege c; — 2; nicht schneiden soll, 
im Uebrigen beliebig ist. 


Mathematische Annalen. XXXVIL. 32 
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Ferner (§ 13, Nr. 1): 


a 
(3) DeTe (()=DiTs 3 * seis . i?) - 3} fav A, 


-> Xe; G (é), 


mit denselben Wegen ¢; — 2;. 
Man hat 


x a 7 
) Tw (¢) = Te (¢) — Te(¢) 
bei geeigneter Wahl der Wege € — &, § — n. 


Die Transcendente Te, (7) ist, da das System (#,, ..., Zp) bei 


nicht-singuliren Werthen der u,,..., up sich eindeutig durch diese 
p Gréssen bestimmt, als Function der p + 2 Gréssen u,,..., Up, &, 0 
zu untersuchen. Fiir die Abhingigkeit von den u,,.. ., up, findet man: 


(5) Tels) — SF = a = fo, (&) dag. 


Aber aus ay 


: do,, 1 a® - 
cmenttims Gill omy ¢ = ; e 4 — es - ] 
(6) Ou, > 0(9,(*)) Pile} 1s Ma» om 








wo 


® =>'+91(%); ++ => Pp(Xp)}  Pe(Gx) = 1, Gj (ax) =O fir 7 +k. 
Also 


OTs P as 
@ Tale ‘) = >) Oi(ax3 Diyesey x) | Bz, (§) das 
. 7 


(x—=1,2,...,p). 

2. Uebergang zu Functionen von p Variablen. Die Gleichungen 
(7), verbunden mit Gleichung (17) von § 14, fiihren dazu, aus den 
p+ 1 Variablen z,,..., 2», § p Combinationen derselben &41,..., &p; 
und Analoges in Bezug auf 7, einzufihren, indem man annimmt, dass 
die 3 Gruppen von je p-+-1 Punkten 


(Gu; 2%) Vay - + -» Zp), 

(5; Ser, x2, +--+» Exp), 

(3 Mar, Mx2 y+ + +» xp) 
zu einander corresidual sind. So wird*) 


*) 8. Formel (32) der Weierstrass’schen Note in Cr, J. 47. 
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5x3 
(8) —_ ne) arn | >: [B@aey. 


nn Ti 


wo die Wege rechts durch das Abel’sche Theorem bestimmt sind. 
Schreibt man das Abel’sche Theorem fiir die ersten beiden Gruppen 
in der Form 


p Sei § ox 
(9) > Jaw da, = us = f ose) dx +. fone) d@s 
i ¢ ¢ S 


S94 [rne)doy bot, 


fiir die erste und dritte Gruppe: 


"yi 
(9) > J 91(2) do, =m — caeeen +: Seitehitly 


Gx 


= w+ J o,(v)do, (h=1,2,...,p), 
S 


so sieht man, dass der Differentialquotient (8) die Differenz zweier 
Functionen wird, von denen die eine nur von den p Grossen 


§ 


(10) y=, —Pg,(x)do, (h=1,2,...,p), 
die andere von den p Gréssen 

” 
(10°) W, =U, — JF pri(x)da, (h=1,2,...,p), 


wo € ein beliebiger fester Punkt ist, abhingt; denn auch die Wege 
rechts in (8) setzen sich aus den Wegen ¢; — & und 1; — ¢; von 
(9) und (9°) genau zusammen. Diese Zerlegung geht also weiter als 
die durch Gleichung (4) angezeigte. 

Aus (8) os 


(1) aL Bag(@) doy > fi Ba() doy. 


"xi L ht 


Hier kommen die mit den wu sich aindernden Gréssen nur in den oberen 
und unteren Grenzen der Integrale vor; da nun zwei Integrale 
32* 
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fv dey, fv@aoy 
@ e 


bei derselben oberen Grenze z, aber mit verschiedenen unteren Grenzen 
oder auf verschiedenen Wegen genommen, sich nur um eine von 2 
unabhingige Grésse unterscheiden kénnen, so kann man, wenn man 
einfiihrt 


Shi 
(12) 0-5, 3 [Baten 3 fate 


wo die «; beliebige feste Punkte und die Wege beliebig sind, die 
Gleichung (11) auch so schreiben: 


(13) Q: — Qn 
d. h. Qe ist von & unabhingig: 
(13’) D:Q@ = 0. 


Diese Gleichung fiihrt aber auch unmittelbar zur Bestimmung der 


Abhingigkeit von Q: von den u,, ..., Up. Wegen (10) schreibt sich 
(12) zunichst: 


Pp Shi Pp bx 
(14) Q: = ie. > J B,, (&) dag — > ff Ba, (8) dog=F(v, 5-5 Up); 
1 a; 1 a 


also aus (13’) und (10): 


OF (v,,.-.50 —s M45. 
SHE ayy — SF) — 
1 
Da man nun auch die v,,...,¥», § als unabhiingige Variable betrachten 
darf, und da zwischen den g;(&) keine lineare Relation besteht, so 
wird - 20 
é (M4,++ %) __ 
a = Fe ai 








d. h. Qs ist auch von den v;, also den u;, unabhingig. Setzt man 
Uy, = Uz, 80 zeigt sich, dass 

(15) Q: = 0.*) 

_ 8. Einfiihrung der Functionen von p Argumenten. Die Gleichung 
(15) giebt, wenn man Q; in der Form (14) schreibt, Anlass zur Ein- 
fiihrung einer solchen Function von v,,..., Up, welche einen Theil 


der in Nr. 2 genannten Zerlegung des Differentialquotienten (8), also 
auch von 


*) S. Weierstrass in Cr. J. Bd. 49, Formel (83). 
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aT (2) 
oyu,’ 
bildet. Ich setze 
Pp b xa 
(16) —> [2.8 dawg = Ox(Vy, Vy). + +) Vp) = Ox(v), 
1 a; 
: (= 1,2,...,p), 


bei willkiirlichem festem Punkte € von (10), willkiirlichen festen 
Punkten «; und willkiirlichen Wegen a; — &,;. Die Gleichung (15) 
sagt dann aus, dass 


@,(v) dv, + @,(v) dv, + - +++ a@p(v) dv, 
das vollstindige Differential einer Function 


@(v,,.. +) Up) = a(v) 
von den p Grossen 


: V1) V29 +++) Up 
ast. 


Die so zu erhaltende Function (v) hiingt aber, ausser von den 
p Argumenten v, auch noch von dem festen Punkte € ab. Denn 
lisst man die v constant, findert aber §, so muss man nach (10) ent- 
weder die 2,,..., %» oder & iindern, also jedenfalls die §,; und damit, 
nach (16), die ,(v). Die @,(v) hangen ferner von den festen Punkten 
a; ab, aber nach (16) nur je in einer additiven Constanten; w(v) also 
in einem Gliede von der Form 


> b(a, w+ 0p Bp) Ux. 


Endlich hingt auch @(v) von den p festen Punkten a,,..., ap ausser- 
halb der p Argumente v ab. 

Alle diese Vorkommuisse lassen sich nun, wie im folgenden Para- 
graphen gezeigt wird, heben, wenn man diejenige Transformation der 
Argumente v vornimmt, welche im Clebsch-Gordan’schen Werke ein- 
gefiihrt ist, und auch die unteren Grenzen a; in (16) entsprechend 
indert, also die @,(v) um Constanten, was ihre Higenschaft als 
partielle Differentialquotienten einer Function nicht stort. 


Die durch (8) direct angezeigte Zuriickfiihrung von Ta (7) auf 


diese Function (oder auf a(v)), und die Untersuchung des Charakters 
dieser Function wird erst nachher ausgefiihrt werden. 
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§ 17. 
Die Function 2(V,, Vz,..., Vp). 


1. Transformation der Argumente vz. Der erste Gesichtspunkt 
ist der, dass man in Gleichungen (10) des § 16 die unteren Grenz- 
punkte ¢; der «, so von § abhingig macht, dass die v,, bei gegebenen 
E, %,..+) 2p, von § unabhiingig werden; d. h. dass 


» & 4 
(1) >f gr (x) da, oF g(x) dw, = 0, 


wenn die c’ so von €’ abhingen, wie die c; von §. Hiernach soll sein: 
(Bs Gy) 2-9 Gp) coures. su (£’; c, ~~ + Gp), 

was auf die allgemeinste Weise geschehen kann, indem man p-+ 1 
willkiirliche Punkte 9, C,,...,C, von f annimmt, die Geraden (7 §) 
und (7§°) legt mit den beziigl. weiteren Schnittpunkten s,,..., Sno 
und $,’,...+,S,—2 und dann die ¢c,c’ dadurch bestimmt, dass man die 
s, C, c durch eine zu f adjungirte Curve (m— 2)'* Ordnung, die 
s’, C, ec’ durch eine zweite solche verbindet. Dann hiingen bei ge- 
gebenen v die w,(v) nicht mehr von € ab, wenn man die «; beliebig 
fest annimmt; wohl aber von den Punkten 7, C,,.. ., C). 

Man lasse aber 7 an € heranriicken, ziehe also in € die Tangente 
von f, und bestimme auch die C so als Functionen von €, dass die 
Punkte ¢; bez, den Punkten C; benachbart werden; d, h. man lege 
durch die m — 2 weiteren Schnittpunkte ¢; der Tangente in € eine zu 
f adjungirte Curve (m — 2)" Ordnung, welche f in noch p Punkten 
beriihre. Solcher Curven giebt es eine endliche Anzahl, wenn die 
p Punkte durch keine Curve  verkniipft sein sollen; es sei eine solche 
yeigentliche* Beriihrungscurve gewahlt, bei der keiner der py Punkte 
mit € zusammenfallt, und solche p besonderen Punkte ¢;—=C; seien mit 

fin Soy seer bp 
bezeichnet. Diese Punkte ¢,,...,§ hiangen nur von § ab. Bestimmt 
man jetzt die %,’,..., & so nach (1), dass 
(€; €:>-- +») corres. mu (€’; &,, ~~ «» fp), 
so werden auch die §,',..., § die Berihrungspunkte einer eigent- 
lichen adj. Curve (m — 2)'*" Ordnung, welche noch durch die weiteren 
m—2 Schnittpunkte ¢/ der Tangente in §’ geht; Punkte, die also 


zwar eindeutig aus €, ,,..-, € sich ergeben, aber doch von ’ allein 
(vieldeutig) abhiingen. In der That folgt aus (1) und aus 


’ m—2 t;' 
2 f me 20, +5} f nie) a0, =0 
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auch: 


> ah pa(x) 10.4 3 f mo do, = 0. 


[Es ist dabei vom invarianten RA aus selbstverstiindlich, 
dass man auch, ohne Aenderung des Resultats, definiren kénnte: 
man nehme irgend eine f in € beriihrende Curve m; durch deren 
2p — 4 weitere Schnittpunkte ¢; eine eigentliche ©@), welche f in noch 
p Punkten ¢,,..., §& berthre, analog fiir €’; so gilt (1) fiir 

GC=h, a =o 

und alles Uebrige. Die Punkte (§, 4, §) bilden dann die 3(p — 1) 
Berithrungspunkte einer tiberall beriihrenden ®®. Aus einer co®?-%- 
Schaar solcher Beriihrungsgruppen, die ein System bilden, sind die 
hier vorkommenden p Punkte §,,...,€ offenbar dadurch ausgezeichnet, 
dass sie sich mit co?-* (statt co”-*) Gruppen von je 2p — 3 Punkten 
zu Gruppen des Systems ergiinzen, niimlich mit den zu (€, ¢,,..., fps) 
corresidualen Gruppen, d. i. mit den Gruppen, welche die durch 
gehenden g aus f/ ausschneiden*). Man kann auch sagen: die p 
Punkte §,,..+,, doppelt geziihlt, bilden eine Gruppe von 2p Punkten, 
welche corresidual ist zur Gruppe (€§1,,..., laps), wo die 1,,..., laps 
der Schnitt von f mit irgend einer g-Curve sind.] 

Wir setzen nun, statt der w und w von (1) und (10) des § 16: 


a ol 
2) i= >i #) d@x, 
(2) | Bf v6 ) 
> “a § 
(3) Vi —>' fn) das Sr ga (a) daz = nf me di, 
._ 2 
=>) f on) d@z , 
1 ® 


(ham 1,2,..., p), 
wenn (§; &,-.+)&) corres, au (£5 &,+. . &). 


Die Argumente V;, sind jetzt von § unabhiingig geworden. Die 
linke Seite von (16), § 16, wird daher ebenfalls von € unabhiingig 
und eine Function der V,,..., Vp; hiingt aber immer noch von den 
@,,.+4 @», und den a,,...,a@p ab. Die x; und § dagegen treten nur 


in der Verbindung der V,,..., V» ein; diese aber, wie die §;, also 


*) S. die Bemerkung von Frobenius, Gétt. Nachr. vom 29. Miirz 1888. 
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die linke Seite von (16), § 16, findern sich nicht, wenn man die 2;, & 
durch solche p + 1 Punkte 2;, &’ ersetzt, fiir welche 
(&’; 2,,..+)%p) corresidual zu (&; 2,',..., 2,’). 


2. Linfiihrung der 2,(V) und von Q(V), Nach (10), § 16 hat 
man auch: 


bei ay 
(4) n= Df r(x) da, a 91 (x) da, 
bx4 
“3 9r(x) daz, 


(Gx; %,%q,.--)%p) corres. zu (E; &41,..., Exp), 
(4x; t oy a) bp) ” > (85 Gur, .. +) Ge), 


wenn 


also auch 
(Gx; &,52,-+ + &p) ” (85 Gety «+ + Axp), 
wo also die a,1,...,@,p nur von ay abhingen. (Die Wege a,;— &,; 
hiingen nach dem Abel’schen Theorem ab von den Wegen £; — x). 
Man schafft daher aus der linken Seite von (16), § 16 die a@,,..., a, 
weg und fiihrt sie in eine Function der V,,..., Vp, und ausserdem 
nur von a,, dadurch iiber, dass man dort setzt 
a; = Axi, Cemt F, cve p)- 


So fiihren wir die folgende, von ,(v) um eine Constante verschiedene 
Function ein 


6) W&(My..4 HS rm — $F f tno am 


Diese Summe von kanonischen Integralen zweiter Gattung, mit 
dem gemeinsamen Parameter a, und mit den Wegen von (4), ist bei 
nicht speciellem § endlich, da keiner der Punkte a,z1,..., dx» wegen 
der Annahme tiber die zu § gehdérige Beriihrungscurve mit a, zu- 
sammenfallt. 

Setzt man x= 1,2,...,p, so erhalt man in (5) p Functionen 
der Argumente V,,..., Vp», welche sonst nur beziiglich von a, ..., ap 
abhiingen und welche die partiellen Differentialquotienten einer Function 
von V,,..., Vp, sind, die ich mit Q2(V) bezeichne: 


(6) Q(V) dV, + 2,(V) dV, +--+ 2(V) d Vy = dQ(Vy,... V;) 
= dQ(V). 

Dass diese Function von a,,...,a, tiberhaupt nicht abhiingt, wird 

sich in Nr. 2 des folgenden Paragraphen zeigen. Q(V) ist durch (6) 
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bis auf eine additive Constante bestimmt, welche man dazu benutzen 
kann, 2(0,...,0) einen beliebigen numerischen Werth zu ertheilen. 
3. Die 2.(V) sind ungerade Functionen der Argumente V,,...,Vp: 
(7) Qu (— V;, slid. — Vy) = — 2.(V;, ae V>). 
Zum Beweise sei 
bei 


a Pi - Sif ne d@, ->/ r(x) da., 


so wird, mittels (3) und (4): 


So (x) da, + Df me da, = 0, 
a | ae 

pant bei 

Sfo d@, + DS foe dt, = 0; 


Oxi 


und da diese Gleichungen fiir alle Werthe der 2,,..., 7» gelten, so 
sieht man, dass 


(Sy 0+» Spy By -- 4 Sp) Corves. su (§,%, ..., &%), 
(Bei, +++ bp) ee Exp) ” ” (ax1, vey xp) 

Die 2,',...,@, entstehen also aus den 2,,...,%», indem man 
die Tangente fin § zieht und durch deren m—2 weitere Schnittpunkte 
und durch die #,,...,%» eine adjungirte Curve (m—2)'* Ordnung 
legt, welche dann f noch in den @,',..., 2, schneidet. Ich will sagen: 

Gruppe (a, ..., L)') ist besiiglich &? zugeordnet zu 
Gruppe (a1, .. +) Lp). 
Ebenso ist 
Gruppe (&%:, .. .. &«) beziiglich a,? zugeordnet zu 
Gruppe (841, ..., xp). 
Bildet man nun die Summe 


p Sei Pp bei 
24(7) +. 24(—V) =— > f Bay(t) da; — >} [ Ba, (t) doe, 

Ll @yz lL ay; 
so wird dieselbe zuniichst, nach dem Abel’schen Theorem, (9), § 14, 
eine algebraische Function von ay. Aber nach dem Satze von Nr. 5 
des § 14 verschwindet diese Function identisch; denn in der Gesammt- 
heit der beziiglich a, einander zugeordneten Gruppenpaare von 2p 
Punkten enthilt jedes Paar, das einen Punkt in a, selbst hat, noch 
einen zweiten in a,, indem es aus (a,z2,1,, ..., lep-s) besteht, wo 
L,, «+ +) lep-g der Schnitt von f mit einer Curve o ist, — 
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Man hitte auch direct von der Forderung ausgehen kénnen, statt 
der @,(v) ungerade Functionen aufzustellen, und wire dann ohne 
Weiteres auf die in Nr. 2 gegebene Bestimmung der «; und die in 
Nr. 1 enthaltene Transformation der Argumente v; gefiihrt worden. 

4. Zuriickfiihrung der T auf die Q. Man lasse § auf gegebenem 
Wege in y tibergehen, und nehme 

(§; Ex1, >. Ex») corres. ZU (n; Nei; 12.4 Nxp)3 
so erhilt man auch ein Wegsystem von den &,;,..., &&» zu den 


Nxt) +++) xp, das identisch ist mit dem in Nr. 2 des § 16 betrachteten; 
und damit sei: 


” p_ "xi 
(7) w= 0, — f ne) doe = > f 91(@) don, 


"xi 
p ‘ 
(8) Qa Wy). Wy) = 2e(W) = ->/ Ba, (£) dag. 
lL i 
Dann wird (8), § 16 zu 


oT; , (* aT:, (7 
(9) —— = Mi = 2,(V) — Q2,(W). 


Seien ferner die Werthe von U,, V,, W, fiir 2,=¢,,...,%p =p 
mit 
U,°, V;°, W,° 
bezeichnet, so liefert (9): 


(10) Ts, (4) = Q(7) — QC) — (7) + Q(W. 


§ 18. 
Die Function Q(V) als Function der p-+ 1 Punkte &, 2,,%,,..., 2%. 


1. Die speciellen und die adjungirten Transcendenten T. In den 
Abel’schen Functionen von Clebsch-Gordan, Abschnitt VII, werden 


zur Zerlegung der Transcendenten Ten(2) zundchst nicht Functionen 


der V,,..., Vp, sondern Functionen der p + 1 Punkte &, 2,,..., xp 
betrachtet: die sog. ,,speciellen“ und ,,adjungirten“ Transcendenten T. 
Dieselben werden sich hier als die Differentialableitungen unserer 
Function Q(V) bez. nach &, 2,,..., Zp herausstellen. 

2p Punkte von f 


Buy cccy Bpy By > +4 Lp 
welche aus 2 Punkten €, € von f dadurch entstehen, dass man die 
Gerade &€ legt und durch deren weitere m -—— 2 Schnittpunkte eine zu 
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f adjungirte Curve (m — 2)'et Ordnung, welche f in jenen 2p Punkten 
trifft, will ich als ,,€§ zugeordnet“ bezeichnen, Einfacher: die 2p 
Punkte sind corresidual zu 


(, g, ls eer le pe), 
wo die 7 der Schnitt von f mit einer g-Curve sind. Theilt man die 
2p Punkte irgendwie in zwei Gruppen von je p: 
(yy +++ Mp)y (Hy +++) Mp), 
so nenne ich die beiden Gruppen ,,einander beziiglich &€ zugeordnet“, 
Es wird dann 
(§, Xpy ee ry Mpy Ly eee) Mp) Corres. zu (E, b:,~+ +) boy by +0 +9 bps 


wo die £,,..., & die in §17, Nr. 1 eingefiihrten von € allein ab- 
haingigen Punkte sind; d. h.: 


» A “ 
a) Sf g@) do, — J px(z)do,—— J pa (2) de. 
ci i 


1 









soe ee a ee, 


————————————————— 


Die ,,specielle Transcendente T;;(«)** sei nun definirt durch: 


(2) T = Tée(x) = Tee(a,,.- &,) = + Ts = a 
SS SEH) — ECM 9 © > 2 Mp q ‘sé ee 
so dass 


Tee(a’) = — Tee (2). 


Um dieselbe durch Q-Functionen auszudriicken, hat man in (10), 
§ 17 zu setzen 


p vy . g 
Or— D}f o2) der Vi, = U, — J me doz, 
ci 


Wi=Ui, Vi.=—U,, Wi =—— Vi, (nach (l)), 


wonach ; 
(3) T= Tee() = Q(V) — Q(0). | 
Also auch | 
(4) Ten (w) = Tee(@) — Tye (2). 
Zugleich zeigt (10), dass 
t) Tee (2) = Teel) — Teel), 


wie auch aus der Definition (2) direct zu erschliessen ist. 

Unter ,,einem System adjungirter Transcendenten T*“ werden 
die speciellen Transcendenten 
(5) T) = Tat (Xx,1) + + +) Uewnty §, Le,wtty ++ +» Le,p)s 


(x= 1,2,..., p) 
verstanden, wo 
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Sue} Se, (* el, 2,..., e—1, «+1,..., p) 
die 2(p— 1) Schnittpunkte einer m-Curve 9,(%; %,,...,%,) mit 
f =O sind. Die unteren Grenzpunkte 
By, Bay ++ 09 Bp 

von T*) sind dieselben fiir alle «—1,2,...,p, und zwar diejenigen 
Punkte, fiir welche 

(§, 2)-+-+)%p) corresidual zu (&, %,,.. +) 2p); 
denn die 2, zugeordneten 2p Punkte 

(Gury ++ +9 Uee—ty Luywpiy ++ +y Veps §} Sy ++ +p Sp) 
sind ja corresidual zu z,, £, verbunden mit dem Schnitt einer g, 
also zu 


(Xx, f; Ux,1) eee Lu, x—15 Uy, utty eee Xx,p3 > eer Vu—1; Lnt-1) ery Lp). 
Somit ist auch 
(5) T@) == — Taye (4, se” fp) 
Nach (3) wird 
T) <= — Q(V) + Q(0), 


wo 
‘ cf p nt 
US" = > foe d@, = U;, —>/ Pr (x) da, 
1 fe 1 yj 
é 
= U, — fm de = Va; 
Ve =, — fm das, 
also 
(6) T# = Q(V) —Q(V™), 
wo 
(6’) = Va— | ga(x) do, 


unabhingig von i, ist. 
2. Aus (3) und (6) hat man, da U, von &, Vi” von a, unab- 
hingig ist: 
(7) - Q(V) = — De Tee (4, - +) tp) =D; T, 
Dz, 2(V) = — Dz, T2,t(%) +++) %) = Dz, 1: 
Die Ableitungen unserer Function Q(V) nach § und den x, sind 


die Ableitungen der speciellen Transcendenten T, T” bezitiglich nach 
jenen Variablen. 
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Es ist dabei zu beachten, dass die Ableitung D;T nach allem & 
gemeint ist, sowohl nach dem Parameter €, als nach dem in den 
unteren Grenzpunkten von T implicit enthaltenen &. 

Daher stimmt die Function Q(V) genau tiberein mit der von 
Clebsch-Gordan (§ 49) durch U(a,,...,%p; §) bezeichneten und da- 
selbst noch weiter ausgerechneten Function. 

Aus dem Umstande, dass 2(V) auch durch die rechten Seiten 
von (7) definirt werden kann, diese aber von den Punkten a,,.. ., ap 
ganz unabhingig sind, schliesst man noch (s. § 17, Nr. 2): 

Q(V) ist eine von den Hiilfspunkten a,,..., a) unab- 
héngige Function. 

3. Formeln fiir die specielle Transcendente. Die Formeln (7) 
schreiben sich: 





oT) 
8) DeTee(2) = >) (7) F* — TD on 6) f Be, (@) doy. 
oT 
8) —Dy Toe =D) WV) Fae = — DDx(0 fB.,(a\00. 


ber a 
Wir entnehmen zunichst der Gleichung (8), dass D:T:¢(x), ob- 
wohl die unteren Grenzen von Te¢(x) von € abhiingen, selbst nicht 
mehr von € abhiingig ist; was auch aus (4) zu schliessen ist, 


Aus (8) folgt ferner, indem man § — a, setzt,,wodurch &,; = 2; 
wird: 


9) DagTogt (ty «+9 te) = DS) f Bag(2) dow 
f 4% 


Da hier beide Seiten ausser von 2,,...,%, nur von dem willkiirlichen 
Punkte a, abhiingen, setze man & statt a,, ersetze also die a,; durch 


diejenigen in § 17, Nr. 1 eingefiihrten, von & allein abhingigen Punkte 
§;, fiir welche 


(§, $5 ---> &) corresid. su (€, &,... &)3 


so wird: 


(10) Ditee@)— Df ee) dow, 
‘ §; 
(mit den durch 


n= Sf ne das 


vorgeschriebenen Wegen, wenn auch (7) gelten soll). 
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Dies ist eine neue Ausdrucksweise des De einer speciellen Transcen- 
dente mit Parameter £; und es hat ein Interesse, dieselbe ohne den 
Durchgang durch die Functionen Q direct abzuleiten. Zu dem Zwecke 
gehe ich von (4) 


, x 
(4) Tec(2) = Tee (%) + Tee 
aus und nehme dabei fiir die ¢; ein gewisses System von p Punkten 
Cy, Cr, «+4 G 


an, nimlich irgend ein solches, das, doppelt gezihlt, 2p den &, & zu- 
geordnete Punkte vorstellt, fiir welches also: 


» & E 
(11) 2 > fm da, — fm) do, = 0. 
1 & 


Da man die Wege auf einer der beiden Seiten von (4’) beliebig wahlen 
kann, wird man dann setzen kénnen 


Tz:(C) = 0, 
und erhilt: (©) 


(12) Tee(z) = + Tse (7) = Tee (¢) 


Dies ist eine neue Darstellung der speciellen Transcendente Tz ¢(z). 
Die Wege der beiden Seiten von (12) ape: nach dem Abel’schen 
Theorem von einander ab. 


Um auf (10) zu kommen, hat man ibaa aus (12) 


. a P doy, 
(183) De Ten (x) = >} f B3(2) dee — >} Xse(C) = 
1 G 1 " 


Hier mache man zwei Specialisirungen. Erstens lasse man rechts das 
willkiirliche ¢ an § heranriicken; wobei die O;? zu 2p Punkten werden, 
die §* zugeordnet sind. Das zweite Glied der rechten Seite ver- 
schwindet dabei. Zweitens aber kann man fiir die C; ein besonderes 
Punktsystem gewahlt denken, fiir das, statt (11): 


CG; é 
(11’) > fow da, —t{ (2) da, = 0. 
Ss ¢ 


Dieses geht, wenn § an & riickt, continuirlich in das friihere zu & 
gehérige System &,,..., & iiber. Somit geht dann (13) in (10) iiber. 
Aus (8) und (10) ergiebt sich noch: 


x; on 
(4) SfR@ d= > Dd v8 [B, do., 
‘i & * ‘ ax 5 


oder 
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p 
(14) Dg Tee (@) = SF pul) Dag Togt (Baty ++ Exp) 
1 


—=— > px (8) Da, Ta,¢(), 


wo die &;, ay:, &:, in § 17, Nr. 1 und 2, die 2 in §18, Nr.1 aus 
den §, 2,,..., % definirt sind. Diese Relation zwischen p + 1 
speciellen Transcendenten, d. h. die Relation (14), liesse sich zwar 
ebenfalls aus Relationen wie (2), § 13, und dem Abel’schen Theorem 
direct herleiten, aber nur durch weitliiufige Rechnungen. Indess wiirde 
diese directe Herleitung dann néthig, wenn man von der Clebsch- 
Gordan’schen Definition der Function 


U(a,, rey Up, é) =2(V;, > se V,) 
durch die Differentialquotienten nach den a,,..., 2%), § ausgehen und 


zur Weierstrass schen Definition durch die Differentialquotienten nach 
den V,,..., Vp gelangen wollte. 


§ 19. 


Nullpunkte und Monodromie der Function 
Al(V) = e-2("), 
1. Es soll sich zuniichst um die Unendlichkeitspunkte der Function 
Q(V) = U(a,,..:, tp; 8) 

als Function der Variablen 2,,..., %p, § handeln. Und zwar gentigte 
es dabei, Q(V) als Function von € zu behandeln; denn da V nur-in 
— V iibergeht, Q(V) also unverindert bleibt, wenn man § durch 
irgend einen Punkt » und 2,,...,%, durch die beziiglich §y zugeordnete 
Gruppe ersetzt, so braucht man nur & mit a, zu vertauschen, 
Ly, Loy very Ue-ty Lusi, +++)» aber durch die p — 1 Punkte zy zu 
ersetzen, welche mit diesen durch eine g verkniipft sind: 

Als Function von § kann Q(V), wie die Darstellung der Ab- 
leitung nach € in (10), § 18 lehrt, nur dann unendlich werden, wenn 
— mit einem der Punkte 2,,..., 2 zusammenfillt. Riickt § an 2,, 
ohne dass 2; = %, (iz), so verhilt sich also, nach § 13, Nr. 1, 
D;Tée(x) wie 

¢ Te¢(2) f(t) 


(¢&a,) ” 
daher Q(V) wie 
g 


€ ¥ 
S& oo ee = — log (cas). 
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Fallen aber zu gleicher Zeit @ — 1 weitere der Punkte 2; in 2,, so 
dass im Ganzen g der Punkte z,,...,%,) mit § zusammenriicken, so 
verhalt sich, nach (10) §18, DeTe¢(x) wie 


f.(®x) 
(céa,) ? 





also Q2(V) wie 

— @ log (cae £); 
d.h. Q(V) wird fiir § = x, unendlich wie — @ mal dem Logarithmus 
einer einfach verschwindenden Grisse, wo @ eine positive ganze Zahl. 

Ausserdem kann 2(V) nur unabhiingig von € zu unendlich werden. 
Dies kann, nach (8), § 18, nur geschehen, wenn einer der Punkte 
Ex1,--+, &p mit a, zusammenfiallt; d. h. wenn entweder § = 2, was 
der vorhergehende Fall ist, oder wenn 2,, 2,,.. +, Z» durch eine Curve 
gy verkniipft sind, wobei zugleich einige dieser Punkte mit § zusammen- 
riicken kénnten. 

Das Verhalten von Q(V) in diesem allgemeinen Falle lisst sich 
mit Hiilfe von Gleichung (10) des § 17 aufden ersteren Fall reduciren. 
Durch 2,, ..., % mégen co*! Curven m gehen. Sei ferner mit will- 
ktirlichen Punkten €, &’, &”,...,&, 1, 9/,..., y{¢—): 


, b 
(@,, «2 Mp, ©) corres. su (as ++ +> Seo 93 
(Uy = +> Ypy &’) ” 1 (@y', «+ +) Sp, €) und (y,, .- +) Yp, n'); 
(Yi, «+ Yr &”) ” oe Ge 5 OID wv Bese TR 


(ye, oy rs § (@)) ” ” (x, —— a“, é). 


So wird durch successive Verbindung dieser Beziehungen: 
(a, ++ Mp, &,8",..-, 8) corres. zu (a), ..., 2), 9, 9, ..., 4”). 


Durch die p-+ @ Punkte der ersten Gruppe geht, wegen der Will- 
kiirlichkeit der §“, keine Curve g mehr; diese Gruppe gehért daher 
einer oo*-Schaar an (in welcher die Punkte & fest werden), In der 
zweiten genannten Gruppe dieser Schaar sind die a Punkte y, y’,...,{¢—») 
ebenfalls willkiirlich, diese Gruppe ist daher véllig bestimmt und 
z,@, ..., % gehdren keiner Schaar an, d. h. diese p Punkte sind 
durch keine p verkniipft. 
Nun sei 


xy g ‘ 
nz fre da, a pn (x) d@z, Vi, = Vi, — [no d@z, 
‘ 


dann ist auch: 








) 
5 
5 


ll- 
er 
er 
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nd 
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vi al é 
Vi <2 foe da, > hacia ~ [ne d@z, 


ferner 


a” wi 
Vv,” ad Vi, — fo) d@, i da, 
$'  'S 
“Bn dw, a ) d@z, 


n(@—1) aia) 
V,@== V,'e—-) — fo (w) da, “J r(x) daz — f pr +e d@,z; 
$(a—1) 
und nach (10) des § 17: 
‘ x 
QV) =2(V’) + Tey(2) +6, 
QV’) =Q(V") +Tey(2) +0, 
ae—1)\ 
Q(Vie-0) = QV) + Tyan) yen( gy )-+ Oe, 
wo die C, C’,..., C- von den a,,..., 2 unabhingig sind. 
Somit 


Q(V) = QV) + Tey (2) + Tee (Z) 4+ 


(a—1) 
-|- Txa—1) (a1) ‘y 6 ) -{- a C. 


In dieser Reduction bezieht sich nun Q(V)) auf p Punkte 2), 
die auf keiner Curve @ liegen; 9, 7/,..., 9'*~!) "kann man nach dem 
Obigen wegen ihrer Willkiirlichkeit so annehmen, dass sie bez, mit 
keinem der Punkte a, w’,..., a@- zusammenfallen. Daher folgt 
nach § 13, Nr. 1: 


Q(V) wird nur dann unendlich, wenn in 


Mi= > J on(z)do. — | gr(2) do, 
’ ti ¢ 


— mit einem der Punkte x; zusammenfiillt, oder wnabhingig von &, 
Mathematische Annalen. XXXVII. 33 











498 M. Noerser. 


wenn niimlich durch 2,,...,%p eine oder unendlich viele Curven 
gehen. Auch kann Beides zugleich eintreten. In jedem Falle wird 
dann Q(V) unendlich wie eine endliche Summe von negativ genommenen 
Logarithmen von einfach verschwindenden Grdossen. 

Directer ergiebt sich dieses Verhalten in allen Fallen aus dem im 
Clebsch -Gordan’schen Werke entwickelten Ausdruck von 


Q(V) = U(a,, .. -, Zp; &) 


(s. § 50 dieses Werkes; es ist dabei nur dTTz,() durch X¢:,(«) do, 
zu ersetzen), der nur Integrale dritter Gattung und ein Glied 


— log >) + GY (%), - - +» Pp (Xp) 
enthalt. 


2. Aus Q(V) werde definirt: 
(1) Al(V, ..., Vp) = AU V) = e- 2"), 

Aus dem in Nr. 1 Bewiesenen ergeben sich fiir diese Function 
folgende Eigenschaften: 

Al(V) ist eine fiir alle endlichen Werthsysteme der V,,..., Vy 
endliche Function. Dieselbe verschwindet, und zwar immer in endlicher 


ganzzahliger Ordnung, nur fiir diejenigen Werthsysteme V,,..., Vy, 
fiir welche, wenn man 


x é 
(2) rim Bf me) d@, ~f g(x) da@., (h=1,2,..., p) 
z i t 


setat, & mit einem der Punkte x; zusammenfillt, oder x,,..., Zp» durch 
eine Curve » verkniipft sind. Tritt der letetere Fall ein, so verschwindet 
Al(V) als Function von & identisch; wenn nicht, als Function von & 
in den p Punkten «,,..., Zp» je einfach, bez. o-fach an einer Stelle 
—E—2, mit der @ der Punkte x,, ..., 2, zusammenfallen. 

3. Monodromie. Bewegt sich das Werthsystem der V,,..., V, 


von (0, ..., 0) nach (V,,..., V,) hin auf einem bestimmten Wege, 
so findern sich auch die (%,,..., x») aus (2), d. h. aus 


(2’) n= > fore) d@,, (h=1,2,...,p) 


nach § 15, von den dort behandelten singuliren Stellen abgesehen, 
eindeutig, und ebenso, nach dem Abel’schen Theorem, die &,;, also 
die 2,(V) von § 17, und damit auch Q(V) und Al(V); und diese 
Aenderungen sind durchaus stetige. Betrachtet man zwei Wege der 
(V), welche zum selben Endsystem fiihren und ohne Ueberschreitung 
jener singularen Stellen in einander iiberfiihrbar sind, so gelangt man 
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nicht nur zum selben Endsystem der (x), also der &%;, sondern nach 
der Definition von (5), § 17 auch zu denselben Endwerthen der Q,(V), 
und somit von Al(V). Von den in § 15 angegebenen fiir die (x) 
singuliren Stellen (V) kommen fiir die Function Al(V), da sie ausser- 
dem sicher endlich und stetig ist, nur diejenigen Stellen (V) in Be- 
tracht, fiir welche Q(V) unstetig ist. Aber gerade diese Stellen — 
x; = §, oder x,,...,%, durch Curven @ verkniipft — sind in Nr. 1, 2 
untersucht: in ihnen verschwindet Al(V), aber nur in endlicher posi- 
tiver ganzzahliger Ordnung, ist also daselbst ebenfalls endlich und 
stetig (ohne unbestimmt zu werden, wie die (x), wenn sie eine Special- 
gruppe bilden). Daher bleibt Al(V), wenn man die Wege der (V) 
iiber jene speciellen Werthsysteme (V) fiihrt, doch eindeutig, d. h. 
Al(V) hat fiir kein endliches Werthsystem der (V) eine singuldre Stelle. 
Somit lasst sich, nach bekannten Siitzen, Al(V) in eine Potenz- 
rethe nach ganzen positiven aufsteigenden Potenzen der V,, V.,..., Vp 
entwickeln, die fiir alle endlichen Werthsysteme der (V) convergirt. 


Mit diesem Satze ist auch das Ziel unserer hier anzustellenden 
Betrachtungen erreicht. Wie man die Formel (10) des § 17 benutzen 
kann, um die kanonischen Integrale 3'* und 2‘ Gattung auf die 
Functionen Al(V) zuriickzufiihren oder, mit Hilfe des Abel’schen 
Theorems, die symmetrischen rationalen Functionen der p oberen 
Grenzpunkte und beliebige rationale Functionen der Coordinaten eines 
Punktes der Grundcurve durch Quotienten von Producten von Func- 
tionen Al(V) auszudriicken, ist im Clebsch- Gordan’schen Werke iiber 
Abcl’sche Functionen so ausfiihrlich dargestellt, dass es nicht ndthig 
wird, von unserem Standpunkte aus darauf einzugehen. 


Erlangen, Juli 1890. 
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Ueber eine Classe von Integralen mit geschlossener 
Integrationscurve. 


Von 


L. PocHHAMMER in Kiel. 


Hat eine mehrdeutige Function F(w) die Form 
F(w) = (w — a)" f(w), 


wo f(w) in der Umgebung des Punktes w= a, eindeutig ist, so 
besitzt das Integral 


fw — «2! F(w) dw, 


in welchem 2 gleichzeitig als Parameter und als obere Grenze vor- 
kommt, die Eigenschaft, den constanten Factor e?‘***” aufzunehmen, 
wenn « einen positiven Umlauf um den Punkt a, ausfiihrt*), Dieser 
Satz gestattet eine Erweiterung, indem gewissen Integralen mit ge- 
schlossener Integrationscurve eine ahnliche EKigenschaft auch im Fall 
der Umkreisung mehrerer singulirer Punkte zukommt. Man betrachtet 
im Folgenden ein Integral w(w#) der Function (w — x) F(w), ge- 
nommen nach w, dessen Integrationsweg S in dem Punkte x beginnt 
und endigt und eine beliebige Anzahl von singuliiren Punkten der 
Function F’'(w) umschliesst. Die Curve S, die sich selbst nicht schneiden 
moége, begrenze ein Flichenstiick, auf welechem die singulaéren Punkte 
4, Gy, . ++, Gm der Function F(w) liegen, und F(w) habe die Form 
(1) F(w) = (w — a,)P (w — a)... (W — Om)?m H(w), 

wo H(w) in der Umgebung der Punkte @,, a, ..., a, eindeutig 
bleibt. Beschreibt dann die Variable x einen positiven Umlauf um 





*) Cfr. die Abh, des Herrn Hossenfelder ,,Ueber die Integration einer 
linearen Differentialgleichung n'*t Ordnung“ im 4'" Bande dieser Annalen, sowie 
die Abh. des Verfassers ,,Ueber eine Classe von Functionen einer compiexen 
Variablen, welche die Form bestimmter Integrale haben‘ (§ 2) im 104" Bande 
des Crelle’schen Journals, 




















Integrale mit geschlossener Integrationscurve. 501 


das ganze von der Curve S eingeschlossene Flichenstiick, so dass die 
Punkte «,, @,..., &m, jedoch keine anderen singuliiren Punkte der 
Function F'(w), umkreist werden, so nimmt das Integral w(), wie in 
dem nachstehenden § 1 gezeigt wird, den Factor 


ti ActBrt + amt) 





auf, Der Satz lisst sich auf mehrfache bestimmte Integrale von ent- 
sprechender Form ausdehnen, Der reelle Bestandtheil der Constante 
4-+ 1 wird in § 1 als positiv vorausgesetzt, da das Integral (x) 
sonst divergent ist. 

Geniigt 4 der letzteren Bedingung nicht, so bildet man in der 
Art, wie der Verfasser in dem Aufsatze ,,Ueber ein Integral mit 
doppeltem Umlauf‘‘*) angegeben hat, ein Integral Q(a), dessen Inte- 
grationsweg aus zwei Umlaufen (einem positiven und einem negativen) 
um den Punkt w und zwei Umliufen um die Gesammtheit der Punkte 
@1, My, +++, &m besteht. Dieses Integral, welches in § 2 behandelt 
wird , nimmt ebenfalls, wenn 2 einen positiven Umlauf um @,, @.,...,@m 
macht, den Factor ¢"!@:t@t~+?mt ouf Ist der reelle Theil von 
4+ 1 positiv, so unterscheiden sich @(#) und Q(z) nur durch einen 
constanten Factor. Das Integral Q(x) behiilt fiir jeden endlichen 
Werth von z, der nicht zu den singuliiren Werthen von F(w) gehirt, 
und fiir beliebige Werthe der in F(w) vorkommenden Constanten einen 
bestimmten Sinn. Das in § 2 abgeleitete Resultat ist im Falle m1 
zugleich eine Erginzung des anfiinglich genannten, auf das Integral 


f ~ (w — x)* F(w) dw_ beziiglichen Satzes, da auch das letztere durch 


ein Integral mit doppeltem Umlauf zu ersetzen ist, sobald die reellen 
Theile der Constanten f, + 1 und 4+ 1 negativ werden. 





*) Diese Annalen, Band 35, pag. 470. 


Ich darf nicht unterlassen, zu erwihnen, dass Herr C, Jordan in dem 
bereits im Jahre 1887 verdffentlichten 3'" Bande seines ,,Cours d’Analyse de 
Ecole Polytechnique*t (Paris, Gauthier-Villars), der mir bisher unbekannt ge- 
blieben war, neben anderen Integralen mit geschlossenem Integrationswege auch 
Integrale mit Doppelumlauf anwendet (§ 193 u.f.). Ferner wird in § 208 des 
genannten Bandes gezeigt, dass das Integral der Function t?— (1 — 2, wenn 
man als Integrationsweg einen Doppelumlauf um die Punkte 0 und 1 wihlt, 
gleich dem Producte aus (1 — e?**”) (1 — e?**2) und dem Euler’schen Integrale 
erster Art ist, In Bezug auf einen Theil der in meinen Abhandlungen ,,Ueber 
ein Integral mit doppeltem Umlauf** und ,,Zur Theorie der Euler’schen Inte- 
grale“ (Band 35 dieser Annalen, pag. 495) enthaltenen Siitze — die ich tibrigens 
in druckfertiger Form schon im Friihjahr 1887 Fachgenossen vorgelegt habe — 
kommt also Herrn C. Jordan die Prioritiit zu. 























502 L. Pocauammer. 


§ 1. 

Man verbinde die singuliren Punkte @,, #,, ..., @», der in (1) 
angegebenen Function F'(w) durch eine gebrochene, sich selbst nicht 
schneidende Linie & (Fig. 1), so dass eine Umkreisung der Linie % 
mit der Umkreisung der m Punkte e,, @,..., @» identisch ist, Daun 
kann das in der Einleitung definirte Integral w(~) — nach § 1 des 
erwaihnten Aufsatzes ,,Ueber ein Integral mit doppeltem Umlauf“ 
(Bd. 35 dieser Ann.) — kurz durch 


(2) a(x) = fw — «) F(w) dw, 


oder, was dasselbe ist, durch 


@ (x) -/"* al Cr — «) F(w) dw 
bezeichnet werden. 

Da der reelle Theil der Constante 4 -+ 1 als positiv vorausgesetzt 
wird, so tragen die dem Punkte x unmittelbar benachbarten Theile 
des Integrationsweges nur unendlich wenig zum Werthe des Integrals 
(a) bei, Man darf also ein unendlich kleines Stiick der Curve S 
nahe dem Punkte x fortlassen und auf diese Weise die geschlossene 
Integrationscurve in eine offene verwandeln. An der unteren Integral- 
grenze werde ein bestimmter Werth der Potenz (w— x)’ und ein 
bestimmter Werth der Function F'(w) fixirt. Derjenige Ausdruck, in 
welchen der gewihlte Zweig der Function F(w) iibergeht, wenn w 
lings S den Umlauf um a,, a, ..., @, ausgefiihrt hat, soll durch 
F,(w) bezeichnet werden. 

Es sei x, ein beliebiger Werth von x, ferner 2, ein von 2, un- 
endlich wenig verschiedener Werth. Kine Curve 2,sa, (Fig. 1), die 
unter Umkreisung der Punkte a,, a,,...,@, vom Punkte x, in posi- 
tiver Drehungsrichtung zum Punkte 2, fihrt, wird wiederum kurz 
durch S bezeichnet. Die Function @(z,) ist (abgesehen von dem un- 
endlich kleinen Betrag, welcher dem kurzen Bogenstiick 2,7, entspricht) 
gleich dem lings dieser Curve S genommenen Integral 


(3) o(2,) = fo — 2) F(w) dw, 


Es handelt sich darum, die stetigen Aenderungen von (7) in dem 
Falle zu ermitteln, dass die Grésse 2 vom Punkte x, aus einen posi- 
tiven Umlauf um die Punkte «,, a, ..., @, macht. Da 2 sowohl 
untere als obere Integralgrenze in (a) ist, so tritt der Weg, den x 
durchliuft, doppelt zu dem anfiinglichen Integrationswege von (3) 
hinzu; ausserdem fndert sich, wenn @ variirt, die zu integrirende 
Function, da sie x als Parameter enthilt. 
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Von a, aus werde (im positiven Sinne) eine ausserhalb S bleibende 
Curve 2,7,§ bis zu einem dicht bei x, liegenden Punkte &, und 
ebenso von a, aus eine der 
letzteren benachbarte Curve 
Xo, § gezogen (Fig. 1). Die 
vier Punkte 2,, 2, &, & 
sollen einander unendlich nahe 
sein. Die Curven 2,7,&, und 
%y%_&, die man schliesslich 
zusammenfallen lisst, geben 
den Weg der Variable x an. 
Es wird vorausgesetzt, dass 
auf dem Fliachenstiick zwischen 
“2,82, und #,7,§ keine singu- 
liren Punkte der Function 
F'(w) liegen. Betrachtet man hi Je 
fiir irgend einen der Curve YS Lane ecenecneett ad 
“8%, angehérigen Punkt w eetg: a 
die Potenz (w — a)’, wiihrend « die Curve 2,7,&, durchliiuft, so be- 
steht, von einem unendlich kleinen Unterschied abgesehen, die Gleichung 


(4) (w — &,)* == eit (yy — x,)*, 


da « den Punkt w im positiven Sinne umkreist hat. 
Man bezeichnet durch w(&,) das Integral 


- 


—_ 


as - 
ins 
~ 
te- 





*b, 
o(&) = J, —&) Fw) dw, 


dessen Integrationsweg die Linie §,7,#,s7,r,§ ist. Die Grosse w(&,) 
stellt denjenigen Werth von w(x) dar, welcher aus @(#,) schliesslich 
erhalten wird, wenn 2 die Curve 2,7,&, durchliuft. Der Integrations- 
weg von (&,) zerfallt in die drei Abschnitte &,7,2,, 2, 8%, und 2,1, §. 
Fiir die Punkte w des mittleren Abschnittes x,sz,, welcher den Inte- 
grationsweg von @(2,) angiebt, ist die Gleichung (4) anzuwenden; die 
Werthe der Function F(w) sind in diesen Punkten die naimlichen, wie 
bei dem Integral (#,). Das in w(§,) enthaltene Integral lings der 
Curve 2,s, hat also den Werth e?*‘4 @(x,). Jedoch hebt sich dieser 
Bestandtheil von a(§,), wie eine einfache Ueberlegung zeigt, gegen 
das Integral lings der Curve §, 7,2, fort. 

Da in (&,) der Punkt w, kein singuliirer Punkt der zu inte- 
grirenden Function ist, so kann der Integrationsweg von @(§,) in der 
Art vereinfacht werden, dass statt der zwei ersten Abschnitte §,7,2, 
und #,sa#, der geradlinige, unendlich kleine Weg &,7, gewahlt wird. 
Letzterer liefert aber (da 4-+-1>0 ist) nur einen zu vernachlissigenden 
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Beitrag zu dem Werthe von @(&,). Mithin ist w(&,) gleich dem lings 
%_%,& genommenen Integral. 


Im Punkte w=, und in den folgenden Punkten w der Curve 

%,r,§ hat die zu integrirende Function den Werth 
(w—§) Fi (w), = &=*(w — x) F,(w). 

Denn der jetzt anzuwendende Zweig der Function F(w) wird durch 
F, (w) bezeichnet, und die Gleichung (4) bleibt giiltig, da die Werthe 
der Potenz (w — &,)* fiir die Punkte w der Curve 2,7, sich stetig 
an die Werthe anschliessen, die zur Curve 2,sxz, gehéren. Demnach 
wird fiir @(&,) die Gleichung _ 
(5) 0) = 2a {wo — 2) F, (0) deo 
erhalten. ' 

Es soll nun die speciellere Voraussetzung gemacht werden, dass 
F(w) eine Function sei, welche den constanten Factor e?*‘* aufnimmt, 


wenn w einen positiven Umlauf um die singuliren Punkte @,,a,, ..., &» 
macht. Man setzt also 


(6) FP, (w) = &*io F(w). 
Dann ergiebt sich fiir w(&,) der Ausdruck 


a(f,) = exer ("Qo — 2)! F(w) deo 


In dem rechts stehenden Integral kann der Integrationsweg 2,1, &, 
durch den urspriinglichen Integrationsweg S ersetzt werden, da auf 
dem Flachenstiick zwischen den beiden Wegen keine singuliren Punkte 
liegen. Auf diese Weise entsteht, wenn man die vier Punkte 2,,2,,&,,& 
schliesslich in einen Punkt zusammenfallen lisst, die Gleichung 


(7) @(§,) = & =e) @(x,). 

Die Function F(w) geniigt der Bedingung (6) zuniichst, wenn sie 
die Form 
(8) F(w) = (w — a,)P: (w — a)... (W — Om)?™ H (w) 
hat, woselbst H(w) eine in der Umgebung der Punkte a, , a, ..., @m 
eindeutige Function von w bedeutet. In diesem Falle ist 


9) (2) — f°" wo — 2) (w — 04) (w — 0) 
2. (W— Gm )™ H(w) dw, 
o=6,+6,+---+ Bn, 
wodurch die Gleichung (7) in 
(10) w(é,) = ott (Prt Prt +B mt) © (2) 


iibergeht. Es ist hiermit der in der Einleitung angegebene Satz be- 
wiesen, dass das Integral (9) den constanten Factor ¢°7{(@+@t~+ Pmt) 


und 
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aufnimmt, wenn «x die Punkte «,, a, ..., @m im positiven Sinne 
umkreist. Die Constanten £,, B,,..., 8m sind keinen Beschrinkungen 
unterworfen, und die Constante 4 nur derjenigen, dass der reelle 
Theil von 4 + 1 positiv sei. 

Die Formeln (6) und (7) finden sodann auch auf den Fall An- 
wendung, wo die Function F'(w) selbst ein Integral von der Form 
(9) ist oder ein solches als Factor enthialt. Es sei y(w) ein zu (9) 
analoges Integral 


(11) x(w) -j-"" “ (v — wy" (v — a)” (v —— a)” 


w+. (Vv — @,)™ h(v) dv 
und F(w) die Function 


(12)  F(w) = (w — ,)* (w — ay)", .. (W— om)’ H(w) x(w), 
wo H(w) und h(v) in der Umgebung der Punkte @,, a,..., @ als 
eindeutig vorausgesetzt werden. Dann nimmt in (6) die Constante 6 
den Werth 

By + Bote ++ Butte tess +eymteu 
an. Folglich hat das Doppelintegral 


o(2) =f" (ww — 2) F(w) aw, 


in welchem /'(w) den Ausdruck (12) bedeutet, die Eigenschaft, den 
Factor 
eB (Brt yt Bet ret + Bat Yt +) 


aufzunehmen, wenn @ einen positiven Umlauf um die Punkte @,, a,..., 0m 
ausfiihrt. In der nimlichen Art lisst sich der Satz auf vielfache Inte- 
grale von beliebiger Ordnung ausdehnen. 


g 2. 


In den vorstehenden Rechnungen ist vorausgesetzt worden, dass 
der reelle Bestandtheil von 4+ 1 positiv sei. Geniigt die Constante 
A dieser Bedingung nicht, so wird, weil das Integral (2) divergirt, 
der in § 1 bewiesene Satz illusorisch. Derselbe kann indessen, wie 
gezeigt werden soll, als ein specieller Fall eines Satzes, der fir jeden 
Werth von 4 einen Sinn behiilt, aufgefasst werden. Statt des in (2) 
angegebenen Integrals w(x) wird ein anderes Integral Q(x) betrachtet, 
dessen Integrationsweg aus einem Doppelumlauf um a und um @, Gy... &m 
besteht, und fiir das ebenfalls eine Gleichung von der Form (7) gilt. 

Man verbinde wiederum die Punkte a,, @,,...,; @m, welche m be- 
liebige singulire Argumente der Function F'(w) darstellen, durch eine 
gebrochene, sich nicht schneidende Linie & und nenne 7’ ein Flichen- 
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stiick, welches die ganze Linie %&{, jedoch keine anderen singuliiren 
Punkte von F'(w) als @,, @,..., %» enthilt. Auf 7 befinde sich auch 
der Punkt 2; ferner sei ¢ ein beliebiger Punkt dieser Fliiche, welcher 
keinem der Punkte @,,@,,...,@m, “ unendlich nahe liegt und der 
Linie 2% nicht angehért. Von c aus werde innerhalb 7' eine ge- 
schlossene Linie cc,¢,c gezogen, die man kurz © nennt, und die den 
Punkt 2, jedoch keinen der Punkte a@,, @,, ..., @m umschliesst. Ausser- 


Fig. 2. 





dem legt man eine geschlossene Curve cb, b,c, welche 8 heissen mége, 
um die Linie 2%; der Punkt # befindet sich ausserhalb %. Es wird 
vorausgesetzt, dass die Punkte ¢,, c,, b,, b, derartig liegen, dass der 
Weg cc,c¢,c den positiven Umlauf um 2, der Weg cb, b,c den posi- 
tiven Umlauf um @,, «,..., %m bedeutet (Fig. 2). 
Ks sei nun Q(a) dasjenige nach w genommene Integral der Function 
(w — xf F(w), 
dessen Integrationscurve sich aus den 4 auf einander folgenden Theilen 
C6, 6,6, Cb,b,c, ce,c,¢, cb, b,c 
zusammensetzt. Die Curven © und 8 werden auf diese Weise zweimal 
durchlaufen, zuerst beide in positiver, dann beide in negativer Drehungs- 
richtung. Nach der obengenannten Abhandlung ,,Ueber ein Integral 
mit doppeltem Umlauf“ wendet man fiir Q (x) die abgekiirzte Bezeichnung 


(13) Q(2) = f ee (0 — 2)? F(w) deo 


an, 
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Es werde vorausgesetzt, dass die Function F'(w) die (in (6) an- 
gegebene) Kigenschaft habe, den Factor e?*‘* aufzunehmen, wenn die 
“Variable w die Linie & im positiven Sinne umkreist. Man nennt 
®(w) die zu integrirende Function in Q(%), so dass 
(14) O(w) = (w — 2) Fw) 
ist. An der unteren Grenze w= c des Integrals Q(x) wird ein be- 
stimmter Werth ®(c) gewiihlt, der ©, heissen mége. Man bezeichnet 
ferner durch N (a) das lings cc,c,¢, ‘sowie durch M(a) das lings cb, b,c 
erstreckte Integral von ®(w), falls an der unteren Grenze c dieser 
Integrale der Werth ©, als Anfangswerth von ©(w) genommen wird. 
Analog zu (2) schreibt man abgekiirzt 


(*(2) 
N(x) —{ (w — x) F(w) dw, 
(15) , 


(mt) 
M (x) =. (w — x) F(w) dw. 


Das Integral Q(x) lisst sich linear durch N(a#) und M(x) aus- 

driicken. Bildet man die Gleichung 
Q(x) = Q, (w) + QW (w) + Q(x) + Qy(@), 
wo 2, (x7), 2,(x), 2;(x), Q,(a) die Integrale liings je eines der 4 Ab- 
schnitte des gegebenen Weges 
CC,C,¢, Cb, b,c, cc,ce,c, cb,b,e 
bedeuten sollen, so ist 
Q,(2) = N(x), Qe) = &** M(x). 

Denn bei N(x), M(x), Q,(~) hat die Function @(w) an der unteren 
Integralgrenze den Werth ®,, wiihrend man an der unteren Grenze 
von Q,(”), wegen der vorhergehenden Umkreisung des Punktes 2, 
den Werth &7‘* , fiir ®(w) zu setzen hat. In Q,(%) gehért zur 
unteren Grenze der Werth ¢?*‘(4+9) @,, zur oberen der Werth 7‘? ,; 
am Endpunkte des Integrationsweges von Q,(x) nimmt die Function 
®(w) wieder den Werth ®, an. Indem man, unter Multiplication 


mit —1, bei Q,(~) und Q,(”) die Integrationscurve umkehrt, er- 
giebt sich 
Q; (7) = — "9 N(x), Q(z) = — M(x), 
so dass fiir Q(x) die Gleichung 
(16) Q(x) = (1 — ei) N(x) 4 (e844 — 1) M(2) 


erhalten wird, 

Um zu untersuchen, in welcher Weise die Grisse Q(x) sich 
iindert, wenn die Variable x einen positiven Umlauf um die Linie % 
ausfihrt, reicht es wegen der Gleichung (16) aus, das Verhalten der 
Gréssen M(x) und N(x) im gedachten Falle festzustellen. Man darf 
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voraussetzen, dass die Curve, auf welcher x bei Umkreisung der Linie 
Y fortschreitet, den Integrationsweg von M(z) vollstiindig umschliesst, 
da letzterer auf eine der Linie %& beliebig nahe kommende Curve zu- 
sammengezogen werden kann. Dann wird, indem die Variable 2 ihre 
Curve durchliuft, in jedem Element des Integrals M(x) die Grosse w 
von x umkreist, woraus folgt, dass der schliessliche Werth von M(z) 
gleich dem Product aus dem anfinglichen Werthe und der Constante 
e?i4 ist. Bei N(x) modificirt sich, wenn # in der angegebenen Weise 
variirt, auch der Integrationsweg, da derselbe der x-Curve ausweichen 
muss*). Um diese Aenderung zu verfolgen, soll zuniichst die «+Curve 
naiher bezeichnet werden. 

Es sei, wie im vorigen Paragraphen, 2, der anfaingliche Werth 
von z, und € ein unendlich nahe bei 2, liegender Punkt; 2 durch- 
laufe die Curve z,r§& (die punktirte Linie in Fig. 3), welche den ge- 
gebenen Integrationsweg © des Integrals N(x) in den Punkten d, und 
d, schneiden mége. Nan nennt ¢, und ¢, zwei Punkte von ©, welche 
nicht weit von d, entfernt sind, und zwischen denen d, liegt; ebenso 


Fig. 3. 





befinde sich d, zwischen den benachbarten Punkten c, und ¢,’ der 
Linie ©. Es sei ferner / ein Punkt von ©, welcher ¢ gegeniiber liegt, 
in dem Sinne, dass er von ¢ durch d, und durch d, getrennt ist. In 
genauerer Bezeichnung ist © hiernach die Curve cc, d,¢,'le,d,¢,'c. 
Wenn @ auf der Curve z,r§ bis zum ersten Schnittpunkte d, gelangt 
ist, so muss im Integral N(x) die Variable w den Punkt d, umgehen, 


*) Cfr. § 1 der obenerwiihnten Abhandlung des Verfassers ,,Ueber eine Classe 


von Functionen einer complexen Variablen, welche die Form bestimmter Integrale 
haben“, Crelle’s Journal, Bd. 104, 
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damit die x-Curve und der Integrationsweg sich nicht schneiden, und 
bei dem weiteren Fortschreiten von «2 wiederholt sich (wegen der 
vorausgesetzten Stetigkeit der Aenderung) fortwihrend dieses Zuriick- 
weichen des Integrationsweges vor der x-Curve. Statt des directen 
Weges von c, zu ¢,' (auf der Curve ©) erhilt man daher (Fig. 3) 
fiir die Variable w einen Weg 

P CoP Cy CC, GC, 
welcher den Curvenbogen d,rd,§ von beiden Seiten umgiebt. In 
iihnlicher Weise weicht auch der Theil ce,d,c,'l des Integrationsweges 
€ dem Wege von x aus. Man ziehe vom Punkte ¢ eine Linie ckl, 
welche zwischen 2, und & hindurchgeht; dieselbe tritt an Stelle des 
Weges ce,d,c,'l, da die z-Curve den Integrationsweg gewissermassen 
vor sich herschiebt. Also ist, nachdem x die Curve xd,rd,& durch- 
laufen hat, der urspriingliche Integrationsweg cc, d,c,'lc,d,¢,¢ des 
betrachteten Integrals durch den Integrationsweg 

ckle,pe,' ec, qe,'e 

zu ersetzen. Die anfiinglichen Werthe der Integrale M(x) und N(a) 
sollen kurz durch M(a,) und N(a,), die schliesslichen Werthe der- 
selben durch M(&) und N(&) bezeichnet werden. Bei M(a,) und 
N(x,) sei wiederum ®, der Werth der Function ®(w) an der unteren 
Integralgrenze w= c. 

Die Elemente des Integrals N(x), welche der unteren Grenze 
w = c benachbart sind, nehmen den Factor e* auf, wenn x die Curve 
x,r& durchliuft. Denn letztere umschliesst die betrefferiden Punkte w, 
so dass (abgesehen von einem unendlich’ kleinen Unterschiede) die 
Potenz (w—&) gleich e?**(w—a,) zu setzen ist. Wegen der Stetig- 
keit von ®(w) innerhalb des bestimmten Integrals iibertriigt sich dieser 
Factor ¢* auf siimmtliche Elemente desselben. 

Da im Integral N(&) der Punkt 2, kein singulirer ist, so kann 
man statt des Abschnitts chlc,p des Integrationsweges einen kiirzeren 
Weg von ¢ nach p wihlen. Andererseits sollen gewisse Strecken zum 
Integrationswege hinzugefiigt werden. Es sei s’ ein beliebiger Punkt 
des Integrationsweges zwischen p und ¢, (Fig. 3); man verbindet c 
und s’ durch eine Linie css’, welche zwischen Y& und § hindurchgeht 
und den Bogen ¢,q des Integrationsweges in einem Punkte s schneiden 
moége. Die EKinschaltung der zwei Strecken s’sc und css’ in den 
Integrationsweg iindert, da die Integrale lings s’se und css’ sich 
gegenseitig aufheben, den Werth von N(&) nicht. Ebenso darf man 
zu dem letzten Theil des Integrationswegs noch einmal die Strecken 
se und cs (welche unmittelbar auf einander folgen sollen) hinzufiigen. 
Mit Riicksicht hierauf kann der Integrationsweg von N(&) aus folgen- 
den 3 Theilen zusammengesetzt werden 

ckle,ps'se, ess'c,ec,se, esge,c. 
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Der erste Theil stellt einen Umlauf um die Linie {& dar; das Integral 
lings desselben ist (bis auf eine unendlich kleine Differenz) gleich dem 
Ausdruck 

ent M(x), 
da es sich von dem oben definirten Integral M(z,) nur dadurch unter- 
scheidet, dass an der unteren Integralgrenze der Werth der zu inte- 
grirenden Function nicht ®), sondern e?**q@, ist. Das Integral lings 
css'¢,'ec,sc stimmt mit dem Producte 

e2zi(o+a) N(a,) 


tiberein. Denn einerseits ist der singulire Punkt €, der vom Integrations- 
wege umkreist wird, von x, nur unendlich wenig verschieden, anderer- 
seits ist an der unteren Integralgrenze der Werth e*¢+) @,anzuwenden, 
weil F(w) in Folge des Umlaufs um die Linie & den Factor e°** auf- 
genommen hat. Am Anfangspunkte der Strecke csqe,'¢ hat ®(w) den 
Werth ¢(e+*4),, am Endpunkte derselben den Werth e'*#*@,, wie 
sich aus den Drehungsrichtungen des Umlaufs um & und des zweiten 
Umlaufs um % unmittelbar ergiebt. Indem man bei dem Integral liings 
esqc,c unter Aenderung des Vorzeichens den Integrationsweg umkehrt, 
findet man dasselbe gleich dem Producte 


— ent M(a,). 
Auf diese Weise entstehen fiir M(&) und N(&) die Gleichungen 
an (A@— SMe), 
N(§) = e=2(1— en) M(x,) + emte+ N(a,). 


Fiir Q(€) hat man nach (16) den Ausdruck 
Q(&) = (1—e*) N(E) + (** — 1) MQ). 


Setzt man fiir M(§) und N(§) die in (17) erhaltenen Werthe ein, so 
entsteht die Gleichung 


Q(E) = e2ai(o+2)(] — e2xi0) N(x,) 
oe e2mid re) a e°nio) (1 — ead) of. ernia — 1| M(a,) 

oder 

Q(E) = eater [(1 — ec?) N(x) + (e°**-— 1) M(a,)). 
Da aber nach (16) 

—— Q%) = (Le) N(@,) + ("4 —1) Ma) 
ist, so gelangt man zu der Formel: 
(18) Q(E) = eit) Q(a,). 
Die Function Q(x) nimmt also, wie behauptet wurde, den Factor 


eai(o+4) auf, wenn die Variable x einen positiven Umlauf um die 
Punkte @,, @,..., &m macht. 
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Der Werth des Integrals Q(x) ist von der Wahl des Punktes ¢, 
in welchem der Integrationsweg beginnt und endigt, unabhingig. Man 
beweist dies, indem man der Curve © eine besondere Gestalt giebt. 
Wird der Punkt ¢ mit einem beliebigen Fig. 4. 
anderen Punkte c des Flichenstiicks 7 
durch eine Linie A, die innerhalb 7 
bleibt und die Linie & nicht schneidet, 
verbunden, und von c eine geschlossene 
Curve D um den Punkt z gezogen 
(Fig. 4), so kann man die zuvor 
angewendete Curve € durch die Linie 
A, die Linie D und die in umgekehrter Richtung zum zweiten Male 
durchlaufene Linie A ersetzen. Hierdurch wird das Integral N() gleich 
dem Trinom 


fi 9) aw +f" ow) aw + f°o(w) aw. 


Wie oben gezeigt wurde, hat ®(w) am Endpunkte des ganzen Inte- 
grationsweges von Q(x) denselben Werth, wie am Ausgangspunkte, 
so dass das erste der Theilintegrale, in welche man Q(«) zerlegt, 
sich wieder stetig an das letzte anschliesst. In Folge dessen darf man 
bei der genannten Zerlegung das Integral 


[ow dw 


zum letzten Summandus machen und erhilt hierdurch fiir Q(#) den 
Ausdruck 





Q(x) -{ “0 (w) dw +f" ow)aw +f" o(w)aw +f " “O(w) dw, 


welcher sich von dem friiheren Ausdruck der Grésse ®(x) nur dadurch 
unterscheidet, dass der Punkt ¢ an die Stelle des Punktes ¢ getreten ist. 
Ist der reelle Bestandtheil der Constante 4 + 1 positiv, so kann 
man (Fig. 2) den Punkt c unendlich nahe an den Punkt x heranriicken 
lassen und die Dimensionen der Curve © verschwindend klein nehmen. 
Hierdurch wird N(x) unendlich klein, und M(x) mit dem in (2) be- 
zeichneten Integral w(x) identisch. Aus (16) ergiebt sich dann die 
Gleichung 
(19) Q (a) = (4 — 1) w(a), 
welche die Beziehung zwischen den Integralen Q(”) und () in allen 
Fiillen, wo (a) tiberhaupt einen bestimmten Sinn hat, ausdriickt. 


Kiel, im Mai 1890. 











Ueber die Tissot’sche Differentialgleichung. 
Von 


L. PocuHammMer in Kiel. 


Zu den linearen Differentialgleichungen m'* Ordnung, welche 
durch einfache bestimmte Integrale auflésbar sind, gehért die von 
Herrn Tissot im 17'* Bande von Liouville’s Journal*) aufgestellte Glei- 
chung, welche durch Integrale von der Form**) 


(1) fie (u—a,)*—! (u—a,)®! +» (w— dy: hindi 


befriedigt wird. Da ausser a,, @),.-.,@n-1 auch die Werthe — oo 
und « als Integralgrenzen in (1) zuliissig sind, so liefern diese Aus- 
driicke das vollstiindige Integral der genannten Differentialgleichung. 

In den nachstehenden Untersuchungen, welche sich auf die nim- 
liche Differentialgleichung beziehen, wird das System der particuliren 
Lésungen derselben vervollstiindigt, indem die Hauptintegrale fiir die 
Umgebungen der einzelnen singuliren Punkte a,, a,,..., @—1 und 
fiir das Gebiet der grossen Werthe von 2, welches kurz die Horizont- 
fliche der a-Ebene heissen midge, ermittelt werden. Diese Haupt- 
integrale lassen sich simmtlich als bestimmte Integrale darstellen, in 
denen die zu integrirende Function die gleiche wie in dem Integral 
(1) ist; als Integrationswege kommen bei denselben neben einfachen 
Verbindungslinien auch geschlossene Curven, resp. Doppelumliufe vor. 
Die logarithmischen Fille der Differentialgleichung werden hier nicht 
in Betracht gezogen. 

Die particuliren Integrale der Tissot’schen Gleichung werden in 
den singuliren Punkten a,, a,,..., @a—1 nur wie Potenzen von «—a,, 
x — ad, ete. unstetig; man kann bei jedem zur Umgebung von a, ge- 
hérigen Hauptintegral, falls dasselbe fiir «= a, unendlich wird, die 


*) pag. 177 ,,Sur un déterminant d’intégrales définies“, 1852. 

**) Die obige Bezeichnung stimmt mit der von Herrn Tissot angewendeten 
nicht vodllig iiberein; namentlich ist hier (abgesehen von der Wahl anderer Buch- 
staben) « durch — wu, und n-+ 1 durch n ersetzt worden. 
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Unstetigkeit durch Division mit einer passenden Potenz von x — a, 
beseitigen. Dagegen treten fiir ein unbegrenzt wachsendes x Unstetig- 
keiten zweiter Art auf, die sich mit den Unstetigkeiten der Potenzen 
von x nicht vergleichen lassen. 

Als eine wesentliche Eigenschaft der Tissot’schen Differential- 
gleichung ist hervorzuheben, dass dieselbe ein particulires Integral 
besitzt, welches eine transcendente ganze Function von 2 ist. Dieses 
Integral, welches im Folgenden durch Y bezeichnet wird, hat in jedem 
beliebigen Theile der wx-Ebene den Charakter eines Hauptintegrals. 
Fiir die Ermittelung der Hauptintegrale im Gebiete der grossen Werthe 
von & erweist sich bei der vorliegenden Differentialgleichung die Lésung 
durch bestimmte Integrale als besonders zweckmiissig. Wegen der bei 
% = co vorhandenen Unstetigkeiten zweiter Art wird die Methode, 
die Differentialgleichung durch Reihen mit fallenden Potenzen zu 
integriren, illusorisch. Die Hauptintegrale der Horizontfliche lassen 
sich jedoch simmtlich in Gestalt bestimmter Integrale darstellen, wobei 
der in der vorstehenden Abhandlung ,,Ueber eine Classe von Integralen 
mit geschlossener Integrationscurve’ bewiesene Satz zur Anwendung 
gelangt. 

Man leitet in dem nachfolgenden § 1 zuniichst die Bedingungen 
ab, unter denen ein bestimmtes Integral von der Form 


fo (w—a2)*—" du, 


wo U nur von u abhiingt, die Tissot’sche Differentialgleichung mn‘ 
Ordnung befriedigt. In §§ 2—4 wird auf die Tissot’sche Gleichung 
3' Ordnung naher eingegangen. Die Hauptintegrale derselben fiir 
die Umgebungen der zwei endlichen singuliren Punkte a, und a, sind 
in § 2, die Hauptintegrale fiir den Bezirk der grossen Werthe von x 
in §3 angegeben. Der § 4 enthilt einen zweiten Beweis der Eigen- 
schaft des particuliiren Integrals Y, fiir alle endlichen Argumente x 
eindeutig und stetig zu sein. 

Die Tissot’sche Gleichung liefert, wie am Schlusse des § 3 gezeigt 
wird, einen Anhalt fiir die Beantwortung der Frage, welche Bedeutung 
die divergenten Potenzreihen fiir die linearen Differentialgleichungen 
haben, denen sie formell geniigen. Man findet in § 3 ein Haupt- 
integral der Horizontfliiche, das § genannt wird, und das sich in eine 
convergente Reihe von der Form 


(w—a,)* {Ao + soe he eae ia -{ 


entwickeln lisst. Die Gréssen A, stellen transcendente Constanten dar, 

von denen je drei auf einander folgende, A,, A,41, A,42, durch eine 

lineare Relation mit rationalen Coefficienten verbunden sind, wahrend 
Mathematische Annalen. XXXVII. 34 
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A 
der Quotient a irrational ist. Da nun die Differentialgleichung, 


wenn man dieselbe durch eine Reihe mit unbestimmten Coefficienten 


S= (e—a,) a) + + Gap + on | 


w— ay, 





integrirt, ausschliesslich rationale Beziehungen zwischen ¢), ¢,, ¢.,... 
ergiebt, so kann der Forderung, dass in letzterer Reihe die Function € 
enthalten sei, nur dadurch geniigt werden, dass neben ¢, auch ¢, will- 
kiirlich bleibt. Fiir beliebige Werthe von c, und ¢, fallt aber die 
obige Reihe S in die Classe der divergenten Reihen, da ausser ¢ kein 
anderes particulires Integral mit dem Anfangsexponenten 4 — 1 im 
Horizontgebiete existirt. 

In §§ 5 und 6 wird die Tissot’sche Gleichung n'*" Ordnung be- 
handelt. Man leitet in § 5 die Systeme der Hauptintegrale fiir die 
Umgebungen der Punkte a, und fiir die Horizontfliche zuniichst unter 
der Voraussetzung ab, dass die reellen Bestandtheile der Constanten 
bi, by, -.., bar, 4 positiv sind. In § 6 wird von dieser Voraussetzung 
abgesehen. Die verschiedenen particuliren Lésungen der Tissot’schen 
Gleichung lassen sich auch im allgemeinen Falle durch bestimmte 
Integrale darstellen, wenn man Integrale, deren Integrationsweg aus 
einem Doppelumlauf besteht, zu Hiilfe nimmt. In § 7 wird auf die 
Bestimmung von Hauptintegralen fiir ringférmige Flachen eingegangen. 
Grenzt man in der z-Ebene irgend ein ringformiges Flichenstiick ab, 
welches eine beliebige Anzahl der singuliren Punkte der Differential- 
gleichung umschliesst, selbst aber frei von singuliren Punkten ist, so 
gehéren auch zu einem solchen Flichenstiick gewisse Hauptintegrale, 
d. h. particulire Integrale, welche, wenn x auf dem ringformigen 
Flichenstiick einen Umlauf um die im Innern liegenden singuliren 
Punkte ausfiihrt, entweder unverindert bleiben oder nur einen con- 
stanten Factor aufnehmen. Es lasst sich nun das vollstiindige System 
der Hauptintegrale, die zu einer ringformigen Fliche gehéren, fiir 
die Tissot’sche Differentialgleichung allgemein aufstellen. Auch bei 
diesen Betrachtungen findet der Satz Anwendung, welcher in der vor- 
stehenden Abhandlung abgeleitet wurde. 
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§ 1. 


Die Tissot’sche Differentialgleichung kann auf die Form 


9 (x) oY ((A—n), 9 (x) + ¥(2)] _ <4 


+ [(A—n +1), 9" (@) + (A—n+1), ¥ ‘(a)| = da" <__¥ 
— [(4—n +2), 9” (x) + (A—n+2), o” (2) 4 r 


Jo Dav.) 
+ (AY Days HP (@] SY 





(2) 





eee (— 1)" [(A—2) 1 PO) (2) + (A— 2) 9 Y"-® (2) ] sy 
+(— 1)" (A— 1) YO") (@) y = O 


gebracht werden, woselbst g(x) und w(x) die ganzen Functionen 
(n— 1)" Grades von x 


p(x) = (t—a,) _—— .. (@—dn-1), 
e@mo@[lt ety tetat teh], 


& — Ag L—G, 1 


(3) 





und g(x), w(x), g’ (x) ete. die Ableitungen derselben bedeuten. Die 
Gréssen 2, a,,6,,... sind constant; unter (A—n),, (A—n+1),, ete. 
werden Binomialcoefficienten verstanden. Man setzt y gleich dem 
bestimmten Integral 


(4) y= f ‘U(u—2)' du, 


in welchem die Grésse U nur von wu abhingt, g constant, und h ent- 
weder constant oder gleich a ist. Falls h den Werth x hat, wird der 
reelle Theil der Constante 4—m als positiv vorausgesetzt. Dann 
hat man 


“1 (—1)"(A—1) (A—2) - - - a—v) f° Ow —2)y-du, 


Nach Substitution dieser Ausdriicke kann die Gleichung (2) durch die 
Constante 

(—1)"(A—1) (A—2) ... (A—n+1) 
dividirt werden, da 


4—1)(A—2 4— 
Q—1)G—2)---G—)@—e—p,, —STNG—B G9, 


4—1)(4—2)...(A—n-+1 
B= DAMM) yt a  SaMRa 


34* 
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ist. Man erhalt hierdurch die Gleichung 








(a — nf" U(u—2)-—" \(2) + g'(x) *—*7 4. 9 ’(2) wr 
Hoot 2s seer | du 





+f" Twa" foe) +¥'@) “F* +0"@ SP 


oe e— a 
°° ee | du—0, 





welche, nachdem der Taylor’sche Satz auf die in den Klammern be- 
findlichen Ausdriicke angewendet worden ist, die Gestalt 


(a—n) f; "e(u) Ulu — 2)! des 

+ fo U(u— x)*-"du | 
annimmt*). Nach der Formel der theilweisen Integration ist aber 
an) f"s (u) U(u—a)*-"—" du 


u=h d U 
=[p(u) U(u— i -f lew) J (u—a2)*-"du. 
Also ergiebt sich aus (2) die Gleichung 


[p(u) U(u —a)-) 


| f (u— ze)" | jciv@v) —v(u) U} du 
Man stellt nun fir die Function U die Differentialgleichung 


(5) 





== (). 





(7) M97) _ yu) =0 
auf und unterwirft die Gréssen g und h der Gleichung 
(8) [p(u) U(u—a2y Ja — [p(u) U(u—2) "juny = 0, 


in welcher man die Werthe « = g und w= h durch den Integrations- 
weg von (4) in Verbindung gebracht denkt und die beziiglichen 
Aenderungen der von wu abhingigen Function als stetige voraussetzt. 


*) Diese Rechnung ist derjenigen viéllig analog, welche der Verfasser im 
Abschnitt II der Abhandlung ,,Ueber hypergeometrische Functionen n'** Ordnung“ 
in Crelle’s Journal Bd. 71, pag. 336, angestellt hat (man beachte auch die Be- 
richtigung in Crelle’s Journ. Bd. 73, pag. 142—43). Jedoch bedeutet p(x) daselbst 
nicht eine ganze Function (n—1)'" Grades, sondern eine ganze Function nt 
Grades von a. 
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Sind die Bedingungen (7) und (8) erfiillt, so befriedigt das Integral (4) 
die Differentialgleichung (2). In die aus (7) folgende Gleichung 


1 aU _ ¥(u)— 9) 


U du gp (u) 
werden gemiiss (3) die Werthe 


p(u) by 
9 (u) saath wat 


by by 4 
U — dg » dlilin u—a,,’ 














gy (u) _ dloggy(u) _ st 1 = 
gu) du a se hic U—G, 4 
eingesetzt, wodurch die Gleichung 


1 dU dlogU _ by — Da—1 
i ae he A han 


—1 








entsteht. Indem man dieselbe integrirt ss Fortlassung der will- 
ktirlichen Integrationsconstante), findet man fiir U den Ausdruck 

(9) U = e* (u— a) (w—ay) » » « (W— a). 

Die Bedingung (8) lautet hiernach 


(10) [en(u— ay)" +» (w— oe =0. 
— [e* (u—a,) --- (u— ay)" (u—2)"]umy 
Man setzt die Ungleichheiten 
(11) b, > 0, b, >0,...,b1>0,4> 8. 
als erfiillt voraus, die, falls die Constanten b,,..., b»-1, 4 nicht reell 
sind, fiir die reellen Bestandtheile derselben gelten sollen, Dann ist 


der Gleichung (10) geniigt, sobald fiir g und fiir h Werthe aus der 
Reihe 


(12) Gy, Agy+++ Un-1, — 0, & 
substituirt werden. Bei dieser Bestimmung der Grenzen g, h ist das 
Integral * 
*h 
(13) y =| P(u, x)du, 
in welchem (uw, 2) die Function 
(14) O(u, 2) = e*(W—a,)*— (uw —ay)®* «(Han _1) (UW — ar) 
bedeutet, eine particuliire Lésung der Differentialgleichung (2). 
Man nimmt an, dass die Constanten a,, @,,..-, Gn—1 simmtlich 


von einander verschieden sind. Ausserdem wird vorausgesetzt, dass 
keine der Constanten 


ers ea oe | 
b +h +--+ +b, by tbat e+ tba tA 


gleich einer positiven oder negativen ganzen Zahl oder gleich Null sei. 
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§ 2. 
Es soll zunichst auf die Differentialgleichung 3'" Ordnung, die 


sich aus (2) fiir n — 3 ergiebt, eingegangen werden. Die Gleichungen 
(2) und (3) lauten fiir n = 3: 








- | p (a) £4 — [(4—3), (2) + ¥(a] $4 
+ [(A—2),9" (a) + (4-2), 8’ (@)] $4 — (41), (@)y = 0, 


- {oo = (xa) (¢—a,), 
v(x) = (w@—a,) (w—a,) + b,(%—a,) + b,(a@— aa). 


Der Gleichung (15) geniigt, wie bewiesen, das Integral 


h 
(17) y -/ e* (u— ay)! (uw — ay)! (u— az)“ du, 
dessen Grenzen g, h aus den Werthen 
@,, A, — Oo, & 


gewahlt werden, Man setzt, gemiiss (11), die reellen Theile der Con- 
stanten b,, b,, 4 — 3 zunichst als positiv voraus. 

In der Umgebung eines jeden der singuliren Punkte a, und a, 
existiren ein mehrdeutiges Hauptintegral und zwei von einander unab- 
hangige eindeutige Integrale. Der Ausdruck 


(18) af eu a, (u— ay (u—2) 4d 


stellt das mehrdeutige Hauptintegral im Bezirk von a,, und der 
Ausdruck 


(19) ne = fe (ua) (w—a)-(u— atu 


das mehrdeutige Hauptintegral im Bezirk von a, dar. Auf das Integral 
(18) wird die Substitution 


angewendet, wodurch dasselbe in das Product aus der Constante 
(—1)- (a, —a,)"-*e™ und der Function 


1 b,—1 
+a- 4) yybi— a ae 
(2 —a,)*+ ‘f, eX (2a) ya (1 —y (1—u2=*) du 


iibergeht. Setzt man nun 


eu (z—a,) [1 = &— a a 





Ag — a 
= Pot, U(G— ay) +72? (@—ay) +++ yyw (©— ay) +--+ ink,, 
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so haben die Constanten y,, y,,... die Werthe 




















pa 41 &—1) 1 1 (bp—1) (by —1 
ro = 1, re ae amt PET = aoa 
_ _* __%! @=) , 1 &=» (bg — 1) 
n= 1.2.38 1.2 ag—a, | aa” Goa" 
in G— 4 _1  O—h _, 1 (be—1),4 
Ye = 1  @—1)! a—a, * @—2)! (m—a,)* “ET |@car 
~~ =a, 
-——, 
(a, — a) 


wo (b, — 1), den w' Binomialcoefficienten von b, — 1, und w! die 
Zahl 1.2... bedeutet. Es ergiebt sich demnach die Beziehung 


m1 
(=1* (a ay)" € (@—ay)t 


v= @ 


=)’ Y»(%— a)’ JS * yet (l—u)"du 
poy 0 





=>) y(e—a) EQ, +2, a), 
w=0 
wenn fiir das Euler’sche Integral erster Art die abgekiirzte Bezeichnung 
1 
E( p,q) -/ w-t(l—u)t" du 
benutzt wird. Da aber fiir ein positives ganzzahliges v die Formel 
(20) E(p+v,q) =~ Pitot’ E(p, 9) 


(p+q) (p+9+1)..- (p+a+e—1) 
gilt, so erhilt man fiir das Integral (18) die Gleichung 








‘ . ~ by (y-+1)...(Bj- +o —1 
21) m= A (ea, Dy pe pT Ey ery 4) 
v= 


in welcher A, die Constante 

A, = (— 11 (a, — ay) E(b,, 2) 
bedeutet. Fiir das Integral (19) entsteht eine analoge Gleichung, wenn 
a, und a,, b, und b, mit einander vertauscht werden. 

Es soll ferner als Integrationsweg des Integrals (17) eine ge- 
schlossene Curve genommen werden, welche in — oo beginnt und 
endigt. Der Gleichung (10) ist durch die Werthe g—h =—— 
geniigt. Man zieht, nachdem fiir 2 ein bestimmter Werth gewahlt 
worden ist, um einen beliebigen Punkt M als Mittelpunkt einen Kreis, 


welcher die Punkte z, a, und a, umschliesst. Der Radius r dieses 
Kreises bleibt im Uebrigen willkiirlich, mége jedoch so gross genommen 
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werden, dass der Punkt x sowohl dem Punkte a, als dem Punkte a, 
naher liegt, als irgend ein Punkt der Peripherie. . Man zieht ferner 
vom Punkte M aus eine Parallele {$ zur negativen reellen Axe; der 
Schnittpunkt des Kreises mit der Geraden $8 heisse J. Lisst man 


Fig. 1. 


(-«/ ay <— 
a 











nun in (17) die Integrationsvariable « zuerst die Gerade {$ von — oo 
bis zum Punkte J, hierauf den Kreis (im positiven Sinne) und zum 
zweiten Male die genannte Gerade von J bis —oo durchlaufen, so 
ist nach § 1 der Ausdruck (17) eine particuliire Lésung der Differential- 
gleichung (15). Das so definirte Integral, das Y heissen mége, wird 
in abgekiirzter Weise (cfr. § 1 der Abhandlung des Verfassers ,,Ueber 
ein Integral mit doppeltem Umlauf“ im 35' Bande dieser Annalen) 
durch das Symbol 


(2, a, » @) 
(22) 4 -{* e* (u—ay,)*— (u — a) (u—a27 "du 
dargestellt. 


Das Integral (22) ist eine transcendente ganze Function von , 
d. h. dasselbe ist endlich und stetig, sobald x im Endlichen liegt, 
und hat fiir jeden Werth von « nur einen Werth, nachdem bestimmte 
Anfangswerthe der Potenzen (w— a,)—, (w—a,)*—, (wu —x)*-! gewiihlt 
worden sind. Liasst man die Grésse z innerhalb der oben erwihnten 
Kreisfliche (Fig. 1) eine geschlossene Curve durchlaufen, welche den 
Punkt a, oder den Punkt a, oder beide Punkte umschliesst, so liefert 
der Endpunkt dieser Curve denselben Werth der zu integrirenden 
Function in (22), wie der Ausgangspunkt, da x keinen der Punkte u 
umkreist hat; auch bleibt der Integrationsweg des Integrals (22) un- 
geandert, weil er von der 2-Curve nicht geschnitten wird. Hieraus 
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folgt, dass der Ausdruck (22) in der ganzen Ebene eine eindeutige 
Function von a ist; denn ausser a, und a, sind fiir die particuliren 
Integrale der Gleichung (15) keine (im Endlichen liegende) singulire 
Punkte vorhanden. Der Beweis, dass das Integral (22) fiir ein end- 
liches auch endlich und stetig ist, ergiebt sich einerseits aus dem 
Umstande, dass die sehr entfernten Theile des Integrationsweges nur 
einen verschwindend kleinen Beitrag zum Werthe des bestimmten 
Integrals liefern, andererseits daraus, dass fiir die tibrigen Theile des 
Integrationsweges die Potenzen (w—a,)"—!, (w—a,)*—, (uw — x) einen 
endlichen Werth haben. 

Um das Integral (22) nach steigenden Potenzen von x — a, zu 
entwickeln, substituirt man fiir (w—2)*— die Reihe 


(u— 2) =[u—a,—(@—a) P41 =(u— a1 — 28 


=(u— ay) {1—(4—1), Soa +e 


uw — ay 
+ (—1~@—1)(F=%) +--+, 


welche im vorliegenden Falle stets convergirt, weil (nach der Definition 
des Kreisradius r) fiir jeden Punkt w des Integrationsweges die Un- 
gleichheit 

mod, (7 —a,) < mod. (u— a,) 


besteht. Hierdurch ergiebt sich fiir Y der Ausdruck - 


=o 


(23) Y¥=)>(-1 1, K,(@—a,), 
v0 
wenn durch K, das constante Integral 


J e* (u— a,) 2 (u— a)” du, 


dessen Integrationsweg mit dem des Integrals (22) tbereinstimmt, be- 
zeichnet wird. Fiir K, hat man den abgekiirzten Ausdruck 


(*(a,, ) 
(24) K, =f " ns e% (u — a,)t4—-9-2 (4 — a) du, 


da a, und a, singulire Punkte der zu integrirenden Function sind, 
die vom Integrationswege umschlossen werden. In (24) wird eine 
neue Variable u mittelst der Gleichung 

U=uU—a, U=—U+a, 


eingefiihrt. Diese Substitution , liefert, wenn die Differenz a, — a, 
durch p bezeichnet wird, fiir K, die Gleichung 
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(0.2) 
(25) K,= nf’ my et prti—r—2 (4, — p> du, 


da den Werthen «=a, und u—a, die Werthe 1. —0 und u—p 
entsprechen. Der Einfachheit halber soll angenommen werden, dass 
in Fig. 1 der Kreismittelpunkt M, der beliebig war, mit dem Punkte 
a, zusammenfalle. Dann durchliuft in (25) die Variable u_ einerseits 
einen Abschnitt der negativen reellen Axe (in beiden Richtungen), 
andererseits einen Kreis, welcher den Nullpunkt zum Mittelpunkt hat 
und den Punkt p umschliesst. 

Die Grésse K, hat die Form eines Integrals, das einer linearen 
Differentialgleichung 2'** Ordnung mit linearen Coefficienten geniigt, 
wenn p als die unabhingige Variable aufgefasst wird. In § 3 der 
Abhandlung des Verfassers ,,Ueber die lineare Differentialgleichung 
zweiter Orduung mit linearen Coefficienten‘ im 36' Bande dieser 
Annalen wird gezeigt, dass das Integral 


P(0, 2) 
f: e“(u—ax)-*ue—e du 
die Differentialgleichung 


d*y , dy 
& aoe = (€— 0) G+ ey 


befriedigt, und dass dasselbe mit der Reihe 
Ta— cafe tet )) of 4... . te inl 
rl +52 +79 cetn? + + inf 
identisch ist. Das Symbol F(a) stellt das geschlossene Integral 


(0) 
eut—'du 
—@ 


dar, welches, wenn der reelle Theil von a@ ein positives Vorzeichen 
hat, mit dem Euler’schen Integral [(a) durch die Gleichung 

T (a) = (er — e-*ie) T (a) = 2: sin (wa) F(a) 
verbunden ist. Kerner mége, wie dort, durch F(a; 9; x) die Reihe 
26 — & =... a So 
(26) F(a; 932) — 1+ 5 54+ 122.ele+n * -+ + inf. 


bezeichnet werden. Ersetzt man in dem oben erwihnten Integral die 
Gréssen x, «, @ durch die respectiven Werthe p, 1—b,, v—b,—b,—A+-3, 
so erhilt man das auf der rechten Seite von (25) stehende bestimmte 
Integral. Demnach besteht die Gleichung 


K, =@ 7 (b, +b,+4—v—2) F(L—b,; v—b, —b, —4+3; p). 
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Fir die Constante F(a—v) gilt die Formel (Gleichung (38) der Ab- 


handlung ,,Zur Theorie der Euler’schen Integrale“ im 35" Bande dieser 
Annalen) 


= _  __— (— 1" F@ 
T(a—w) = (a—1)(@@—2)...@—») 





Also ist 


Pte ty 


wenn unter [¢],, fiir ein beliebiges ¢ und fiir ein positives ganzzahliges 
v, der Werth 


(27) [2], = 2(2—1)(e—2)...(e—v+1), [2], =1, 


verstanden wird. Man findet auf diese Weise fiir K, den Ausdruck 





7 —~§ F 
(28) K,= wae 3), FU—d,; v—b, —b,—A+3; p), 
in welchem B die Constante 

B= ef (b,+b,+4—2), 


und p die Differenz a, — a, bedeutet. Nach Substitution dieses Werthes 
von XK, nimmt die Gleichung (23) die Form 


(*(2, 0, a2) 
Y=]. a e* (uw — a)! (uw — a.) (u— x)" du 


S) @— 0, @— a)” 
heiIL F(1—b,; v— ei y~bhds a —&) 


(29) 
= B 
v=0 
an. 
In dem Integral Y ist keiner der singuliren Puukte a,, a, vor 
dem anderen bevorzugt, woraus folgt, dass in (29) die Constanten 


a, und a,, b, und b, mit einander vertauscht werden kénnen. Daher 
besteht, wenn man B’ die Constante 


e@T (b, +b, +4—2) 
nennt, fiir Y auch die Gleichung 





-1),(@— ay)” 
Tun BS Babpiaay FU; »—b, 0,243; a — a). 


Um ausser Y je eine weitere eindeutige Lésung der Gleichung 
(15) fiir die Umgebung des Punktes a,, bezw. fir die Umgebung des 
Punktes a, zu erhalten, wihlt man beide Grenzen g, h des Integrals 
(17) zuniichst gleich a,, dann gleich a,. Wird als Weg der Variable 
u eine geschlossene Curve genommen, welche im Punkte a, beginnt 
und endigt und die Punkte # und a, umschliesst, so ergiebt sich aus 
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(17) ein Integral der Differentialgleichung, das in der Umgebung des 
Punktes a, (aber nicht in der des Punktes a,) eindeutig ist. Dasselbe 
heisse y}'), so dass 


P(«,4,) 
(30) yy =f e(u — a,)*—! (u— ay)! (u— a) du 


gesetzt wird. Der Integrationsweg sei, um eine bestimmte Curve zu 
fixiren, ein durch den Punkt a, gehender Kreis, in dessen Innern die 

Fig. 2. Punkte x und a, liegen (Fig. 2). Fiihrt die Grésse 
x innerhalb dieses Kreises einen Umlauf um den Punkt 
a, aus, so bleibt in (30) der Integrationsweg ungeindert, 
und die zu integrirende Function hat, da alle Punkte 
w ausserbalb der z-Curve liegen, schliesslich denselben 
Werth wie am Anfang. Folglich ist yf eine in der 
Umgebung des Punktes a, eindeutige Function von a. 
Ferner ist y{) fir «=a, endlich und stetig, da die 
zu integrirende Function endlich und stetig bleibt, und der Integrations- 
weg eine endliche Linge hat, Man entwickelt das Integral y) nach 


steigenden Potenzen von «—a,, indem man, wie oben, fiir (w —2)*-1 
die Reihe 


(w— a, {1— (4-1), SS 4. F(— (1), (ZB) + 


ay 











einsetzt. Dieselbe ist convergent, weil « zur Umgebung des Punktes 
a, gehdren soll, also mod. (2—a,) < mod. (uw — a,) vorausgesetzt werden 
darf, Es ergiebt sich hierdurch die Gleichung 


(31) 4) = >(-1y a, 8 (ea, 


woselbst §, das constante Integral 


Tach 
R, -{; e* (uw —a,)*H*-»—2 (u— ay)» du 


ist. Wird letzteres durch die Substitution w—u-+a,, 1=wu— a, 
umgeformt, so durchliuft die Variable u, der obigen Bestimmung 
gemiiss, vom Nullpunkte aus einen Kreis, welcher den Punkt a, — a,, 
= — p, umschliesst, und es entsteht die Gleichung 


(—p) 
em eal ecutent miei 


Aber nach der oben erwahnten Abhandlung ,,Ueber die lineare Differen- 
tialgleichung 2" Ordnung mit linearen Coefficienten“ (Gl. (35)) ist 
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( (2) 
Jf e* (u— 2) -* ute du 
= E («—e+1, 1—a)a'-e F(a—o+1; 2—9; 2), 
wo F das Functionszeichen (26), und E (r, s) das geschlossene Integral 


(32) E(r,s)= Jf e wl (u—1)-1 du 

bedeutet. Hieraus folgt fiir &, der Ausdruck 

Ry = eh(—p)rtortHi——8 E (by, by +-A—v—1) F(b, 5b, +b,+.4—v—1; —p). 

Nun gilt, wenn v eine positive ganze Zahl ist, fiir H(r,s—v) die 

Formel (cfr. Zur Theorie der Euler’schen Integrale“, (27 a)) 

[r-+s— 1], 
[s— 1], 


—(—1v C+8—) +8—2)...¢+8—%) HF 
=~-¢-9 (s—1)(s—2). .(s—») E(r, 8). 


Indem man dieselbe fiir r—bd,, s=b,-+4—1 anwendet und $ 
die (von v unabhingige) Constante 

B = er(a,—a,)+>H* E (by, b, +4—1) 
nennt, findet man 
er ea F Oss by +b,+4—v—1; a,—a,). 
Die Reihenentwicklung des Integrals (30) lautet also 


E(r,s—v) =(—1) Er, 8) 








Rk, = 





=, « [uth+i—21, ¢2—a, y 
yf) =B > (- 1)"(4—1), fo, +4—9, (<= :) 
v0 


» F(b,; b, +b,+4—v—1; a,—a,). 


Durch Vertauschung der Punkte a, und a, erhilt man aus (30) 
das Integral 


33) = fPer(u— ay) (ua) 21d, 


das ebenfalls die Differentialgleichung (15) befriedigt und in der Um- 
gebung von a, eine eindeutige stetige Function von ~ ist. 


§ 3. 
Das in (22) definirte Integral Y stellt, als transcendente ganze 
Function von x, auch im Gebiet der grossen x ein Hauptintegral der 
Differentialgleichung (15) dar, Neben Y existiren in dem genannten 
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Gebiete der z-Ebene, welches kurz als Horizontfliche bezeichnet 
wird, zwei mehrdeutige Hauptintegrale. 

Da die Differentialgleichung (15) keine anderen endlichen singu- 
liren Punkte als a, und a, hat, so sind ihre Hauptintegrale im Gebiet 
der grossen Werthe von x dadurch charakterisirt, dass sie einen con- 
stanten Factor aufnehmen, wenn « die Punkte a, und a, in einer 
geschlossenen, sich nicht schneidenden Curve umkreist. Wiahlt man 
nun in (17) die vom Punkte a, zum Punkte a, gezogene Gerade als 
Integrationsweg, so erhilt man das Integral 


dessen simmtliche Elemente den Factor e?** aufnehmen, wenn x einen 
positiven Umlauf um die Verbindungslinie von a, und a, ausfiihrt. 
Der genannte Factor tritt, weil alle Punkte « innerhalb der von x be- 
schriebenen Curve liegen, zu der Potenz (w—z)*—' hinzu, wiihrend 
die tibrigen Factoren der zu integrirenden Function, sowie der Inte- 
grationsweg unverindert bleiben. Demnach ist §€ ein Hauptintegral 
der Horizontfliche, welches daselbst die gleiche Art von Mehrdeutig- 
keit zeigt, wie die Potenz z*. Der Quotient 5 behilt fiir 2 = oo 
einen endlichen Werth, da aus (34) die Gleichung | 


A _ (— a e* (u —a,)*— (u — a,)” 41 = “yan 
x a 


folgt, auf deren rechter Seite eine stetig bleibende Function zwischen 
endlichen Grenzen integrirt wird. Um fiir § eine Potenzreihe abzuleiten, 
construire man um @, als Mittelpunkt einen Kreis, dessen Peripherie 
durch a, geht, und setze voraus, dass der Punkt x ausserhalb dieses 
Kreises liege. Dann besteht fiir alle Punkte « der Verbindungslinie 


von a, und a, die Ungleichheit mod. (w—a,) < mod. (w—a,), so dass 
die Reihe 


(wat = (1) (@— at (1 SE 


x— a, 








= (— 1}-1(" - a4 — on |) oe 


+(—1y @—1),(F=4) +--4 


convergirt. Die Substitution derselben in das Integral (34) fiihrt zu 
der Gleichung 


5) 


= (— 1) (@— a) > (= 141), Lr(@— ay), 


v—0 
wo durch Z, das constante Integral 
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L, -/.” e“(u—a,)r—"(u—a,)>—" du 


bezeichnet wird. Indem man u — a, =u setzt und fiir a, —a, 
wiederum p schreibt, erhailt man fiir Z, den Ausdruck 


Pp 
L, = & f et yrt—t(y — pyr du, 


der, wegen der Gleichung (cfr. Gl. (10) und (11) der Abh. ,,Ueber 
d. lin. Differentialgleichung 2‘ Ord. mit lin. Coeff.‘ im 36'" Bande 
dieser Annalen) 


I “@ (u—z)-* ute du 
= (—1)-* E(a@—e+1, 1—«)x'-¢ F(a —e+1; 2— 9; 2), 
mit dem Producte 
(—1)-te% pote! E(b, + v, by) F(b, +; b, +b,+; p) 


identisch ist. Wird [zJ* fiir ein beliebiges ¢ und fiir ein positives 
ganzzahliges v als der Werth 


(35) [el = ae+1)---(@+y—1), [ely—1, 
definirt, so ist nach (20) 


E(b, +, b,) = ly ne b.) 
1 2 [b, +4)" 7 = 
Also hat man 
[oy 
L, = (—1)'-* €(a,—a,)" = nae Fb, +7; 6, +b,4+ 7; a,—a,), 
[Dy + be), 


wo © die Constante 
6 = (—1)+%e% (a—a,)"4>-t E (by, by) 


bedeutet. Fiir das Integral € ergiebt sich auf diese Weise die Reihen- 
entwickelung 


"aa 
s =f e* (uw — a, )*—1 (U— ay)» (u— a) du 
=P, + 
36) = —a,)- yy Sally (aay 
ee Di " [by + ba)" (S=*) 


»F(b, +4; 6, +0,4+7; a, —4,). 
Das dritte Hauptintegral der Horizontfliche wird durch den 
Ausdruck 





F(a, » Ms) 
(37) dite ff * e#(u — a)! (uw — a) (uw — 21 du 


dargestellt. Dieses Integral w, dessen Integrationsweg aus einem 
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(bei 2 beginnenden und endigenden) Umlaufe um die Verbindungslinie 
der Punkte a, und a, besteht, nimmt den Factor 
e24i (b +048) 


auf, wenn die Variable x die genannte Verbindungslinie im positiven 
Sinne umkreist (cfr. § 1 des vorstehenden Aufsatzes ,,Ueber eine Classe 


von Integralen mit geschlossener Integrationscurve“). Der Quotient 
@ 


pa ist also ausserhalb einer die Punkte a, und a, umschliessenden 
Curve eine eindeutige Function von x. Dem vollstindigen Integral 
der Differentialgleichung (15) wird man hiernach im Gebiete der 
grossen Werthe von z die Form 

y= C,6+0,Y+C,0 
geben, wo C,, C,, C, willkiirliche Constante sind. 

Nach einem von Herrn Fuchs bewiesenen Satze*) sind die Summe 
der zu den Hauptintegralen gehérigen Potenzexponenten, genommen 
in Bezug auf alle endlichen singuliren Punkte, und die Summe der 
betreffenden Exponenten fiir das Gebiet der grossen x gleich zwei 
Werthen, die sich nur um eine ganze Zahl von einander unterscheiden. 
Wendet man diesen Satz auf die Differentialgleichung (15) an, so 
ergiebt sich, da 0, 1, b, + 4 — 1, bezw. 0, 1, b, + 4 — 1 die Anfangs- 
exponenten der Reihen in der Umgebung des Punktes a,, bezw. a, 
sind, fiir die erstere Summe der Ausdruck b, + b,+ 24. In der 
Horizontfliche sind die zu Y, £, @ gehdrigen Exponenten gleich 
0,4 — 1, b, + b, +4, ihre Summe gleich b, + b, + 24 — 1, so dass 
die hier ermittelten Werthe in der That dem obigen Satze entsprechen. 

Versucht man, die Differentialgleichung (15) durch eine Reihe 
von der Form 


(38) y= ey (a@—a,* + o,(@—a,)** + ©, (@—a,** +--- 

zu integriren, so findet man fiir den Anfangsexponenten x die quadratische 
Gleichung 

[x — (A—1)] [x — (A—2)] = 0. 

Wird x == 4 — 1 gesetzt, so bleibt von den Coefficienten ausser ¢, 
auch ¢, willkiirlich. Die Reihe (38) ist im Allgemeinen divergent. 
Ueber die ihr zukommende Bedeutung geben aber die vorstehenden 
Rechnungen einen gewissen Aufschluss. Die Reihe (38) enthilt als 
speciellen Fall die in (36) angefiihrte Rethe, die mit dem Integral ¢ 


identisch ist, und zwar geht sie in letztere tiber, wenn fiir x und “ 
0 
die Werthe x — 4 — 1 und 
Sh a () 4) 8 ee MDD gg ) FOrt 1s rt $1 =a) 
Co ~U 5 Ly (by +O) (4 a) F'(b,; 6 +-b2; a —a,) 


*) Cfr. Crelle’s Journal Bd. 66, pag. 142. 
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gewahlt werden. In diesem Falle convergirt also die Reihe (38). In 
allen iibrigen Fallen ist sie divergent. Denn die Ausdriicke £, Y, a 
stellen das vollstindige System der Hauptintegrale fiir den Bezirk der 
grossen Werthe von x dar; ausser € ist kein particulires Integral der 
Differentialgleichung (15) vorhanden, das, wenn 2 die Verbindungs- 
linie von a, und a, umkreist, den Factor ¢ aufnihme. Hieraus 
geht hervor, dass die erwihnte Gleichung fiir den Exponenten x, ob- 
wohl sie quadratisch ist, doch nur zu einem der particuliren Integrale 
der Gleichung (15) in Beziehung steht, niaimlich zu dem Integral §, 
dessen Unstetigkeit bei 2 = oo durch Division mit der Potenz 2*-! 
beseitigt werden kann. Der Umstand, dass fiir « — 4 — 1 der Quotient 


a. bei der obigen formellen Lésung der Differentialgleichung beliebig 
0 

bleibt, gestattet, den irrationalen Werth (1— 4) i fiir “ einzufiihren, 

0 0 

wodurch jene allein convergente Reihe aus (38) erhalten wird. Damit 
aber ¢, willkiirlich neben ¢, sei (also auch der Fall ¢ =O, c, =1 
mdglich werde), muss formell der Werth x — 4 — 2 ausser dem Werthe 
x= 4— 1 wzulissig, mithin die Gleichung fiir x quadratisch sein. Je 


drei Gréssen L,, L,4:, L,42 stehen, wie sich leicht zeigen lisst, zu 
einander in der Beziehung 


(a, —a2)(0, +7) L, + (4,—@, +b, +b,+ 2) Ly41 + Lys = 0. 
Definirt man A, als das Product 
A, = (— 114+ (4 — 1),L,, 
so dass die Reihe fiir € 
Ay 


t= (e—a,)' {y+ + wa rf 


lautet, so geht die obige Gleichung zwischen L,, L,4:, L,+9 in die 
Relation 





(a, — 4p) (b, + v)(A—v—1)(4A—v—2)A, a" 
— (a,—a,-+b,+ b,4+ v) (v-+1) (4 — v — 2) Avgit (v+1)(v+2) Aras 

iiber. Letztere ist mit derjenigen Relation identisch, welche bei der 
Integration der Differentialgleichung (15) durch die Reihe (38) die 
Coefficienten c,, ¢y41, C42 mit einander verbindet. 

Es ist bisher vorausgesetzt worden, dass die reellen Bestandtheile 
der Constanten b,, b,, 4 —3 positiv seien. Die auf A beziigliche Be- 
schrinkung kann nun dahin abgeindert werden, dass der reelle Theil 
von A selbst als positiv vorausgesetzt wird. Denn da die Reihen, in 
welche die bestimmten Integrale entwickelt worden sind, der Differen- 
tialgleichung (15) fiir beliebige Werthe der Constanten b,, 6, und 4 
geniigen, so brauchen letztere nur diejenigen Bedingungen zu erfiillen, 
von denen die Convergenz der bestimmten Integrale abhingt. Die hier 
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betrachteten Integrale haben aber, sobald b,, b,, 4 im reellen Theil 
positiv sind, simmtlich einen bestimmten Sinn. Auf den Fall, wo die 
reellen Theile von b,, 4 negativ sind, wird in § 6 niher eingegangen. 


§ 4. 


Da das Integral Y mit der in (29) angegebenen \Reihe identisch 
ist, so kann man die Eigenschaften desselben durch Betrachtung jener 
Reihe ableiten. Es soll nun der Satz, dass Y eine transcendente ganze 
Function von x ist, auch in der Art bewiesen werden, dass man zeigt, 
dass die Reihe (29) fiir jeden endlichen Werth von x convergirt. 

In der Reihe 


F(a; 932) =14+5"-2+5 sty ot... + inf, 


sel @ = Q, + 70,, WO ee @, reelle Werthe bedeuten; ferner werde 
mod. « kurz durch a’, und mod. z durch ¢ bezeichnet. Ist 9, positiv 
und grésser als a’, so besteht, wie sich aus der folgenden einfachen 
Rechnung ergiebt, die Ungleichheit 


(39) mod. F(a; 9; 2) < e*. 
Da fiir reelle positive Werthe der Grosse g, und einer sonst beliebigen 
Grésse 6 
mod. (@-+-6)< a +6, 
mod. (9+ 6) = mod. (9+ +192) > 0 + 5, 


ato - ate 
mod. te ete 


ist, so folgt aus der Voraussetzung e, > «’ die Ungleichheit 
ate 





mod. <t, 





die auch fir o =O gilt. Man avi also, indem man durch k eine 
beliebige positive - Zahl bezeichnet und der Grésse 6 nach einander 
die Werthe 0,1,2,...,4—1 giebt, die Ungleichheiten 


a are a+2 a+k—1 
mod. (¢ etl e+2 etk— i)<1, 


« (@-1)...(a-+k— 1) tr) oe ae 
mee. (sth (e+k—1) 1.2...k) S13 


Aber der Modul einer Reihe ist héchstens gleich der Summe der 
Moduln der einzelnen Terme. Daher ergiebt sich 





mod. F(a; e935 <1+4+ ae S +: “te ee : oe - + inf., 


d, h. 
mod. F(a; @; 2) < e*. 
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Diese Ungleichheit wird auf die in der Reihe (29) vorkommenden 

Ausdriicke 
F(1 — b,; v—b, —b, —4 +43; a, — a,) 

angewendet. Dass man b, + b, + 4 als einen nicht ganzzahligen Werth 
voraussetzt, wurde bereits in § 1 erwahnt. Wird mod. (a,—a,) durch 
p bezeichnet, so besteht nach (39) die Ungleichheit 
(40) mod. F(1 — b,; v—b, — b, —A+.3; a, —a,) < 7 
sobald der reelle Theil der Zahl »v — b, —b,—4-+3 grdsser als 
mod. (1—b,) ist. Der Modul der Constante b, + b, + 4— 2 mige B 
heissen; dann iibersteigt der reelle Theil von »v — b, — b, —4+3 
die Zahl vy — B, da er mindestens den Werth vy — 6 + 1 hat. Wiahlt 


man also irgend eine bestimmte positive ganze Zahl m, welche der 
Ungleichheit 


m — B > mod. (1—b,) 
gentigt, so ist um so mehr der reelle Theil von m—b, —b, —4+3 
grésser als mod.(1—b,). Folglich gilt bei dieser Definition von m 
die Ungleichheit (40) fiir alle Werthe v, die > m sind. 

Durch R,, soll nun die Summe aller derjenigen Terme der Reihe 
(29) bezeichnet werden, welche eine héhere Potenz von x — a, als 
die (m— 1)'* enthalten. Man setzt also (unter Anwendung der Be- 
zeichnung (27)) 


vn (a — 1), (@ —a,)” , 
Bu = BD) i 4b41= a], PUM; ¥—b, by 943; a), 


em 


Es ist aber (wenn v>m), da (4—1), den Binomialcoefficienten 
bedeutet, 





= at, 
[b,+0,4+-4—3], 1.2... [b;-+-b.+4—3]), 
1 (A—1)(A—2)...(4—m) 





7.2... 0 (Oy Oy A—8)... +O, -A—m—2) 
(A—m—1)(4A—m—2)...(4—») 

” Oy FA—m—3)... FOF A— v— 2)? 

so dass in R,, der Factor 
(4—1)(4—2)... (A—m) 
(Oy by 4—3) . « «(0 +O, 4—m — 2) 
vor das Summenzeichen tritt. Das Product aus dem letztgenannten 
Factor und der Constante B heisse B,. Ferner werde in dem Quotienten 
(A—m —1)(4A—m—2)...(A—») 
(6; bg 4—m — 3)... (04 0g-+- 4 — v—2) 

das Vorzeichen aller in den Klammern stehenden Gréssen geiindert, 
wodurch derselbe die Form 
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(v—A) (v—4—1)...(m—1 +1) 
(v — by — by —4-+-2) (v—b,— by — 2-1)... (m —D, —b,— 4-4-3) 
[»—A],_m 
~ [v— 0, — b= 1-2], 


annimmt, wihrend sein Werth sich nicht findert. Auf diese Weise 
entsteht fir R,, die Gleichung 


[» — = (a _— a,)” 
Bu = BS = —b—2+2,_m 1-2..-9 
. F(i—d,; v—b,—b,—A+-3; a,—a,). 
Man nennt zur Abkiirzung s, die Grosse 











[y—b,— be—1+2],_m 1.2...9 
- F(1—b,; v—b,—b, —A+3; .—4)} 


Sy = mod. co : it E— a,)" 


und S die Summe 


S = Sm + Smit + Smee fees + inf. . 
Der Beweis, dass die Reihe (29) convergirt, ist erbracht, sobald man 
zeigt, das S einen endlichen Werth hat. 

Es sei 4’ der Modul von 4, und x irgend eine reelle positive Zahl, 
die den Werth #, d. h. mod. (6, +-b,-++-A—2), iibersteigt. Dann ist 
mod, (x—-4)<«x-+ 4’, mod. (x—[b,+b,+ A4—2]) > x — B, 
woraus, wenn x successiv gleich v, y—1,...,m-+ 1 gesetzt wird 
(die Zahl m ist nach ihrer Definition grésser als 6), die Ungleichheiten 


mod. [(v—4)(v—&—1)...(m—A+1)] <(v-+2’)(v--a’—1)...(m-L2'+1), 
mod, [(v— b, —b, —4-+-2) (v—b, —b, —A+ 1)... (m—b, —b, —4+3)] 
> (v—B) (v—B—1)...(m—B+1) 


folgen. Indem man dieselben durch einander dividirt, findet man 


| (»—2),_,. vu vta—1 m+i+1 


(v—b,—b,—1+2],_,, = v—-6 v—B—1 © m—6+1° 
Aber von den Briichen 


v+2 y+ —1 m+ +1 
“y—B? e—p—i1°° > m—pB+1 





Saeet der grésste. Denn werden durch 6 — 6 und t — B zwei 


reelle positive Zahlen bezeichnet, so ist im Fall 6 >t 


14 £4 ote <1+ aye 
d, h. 
o+27’ t+2’ 
77 o—p 
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Man verstirkt demnach die obige Ungleichheit, indem man fiir jeden 
der v —m Briiche den Werth “++ +1 cinfuhrt. Hierdurch ergiebt sich 








m—B-+1 
(»—2),_., al 
mod, [o—b,—b,—1-+2),_,, < iS) ? 


wo © die (positive reelle) Constante 
— m+i +1 


m—B+1 
bedeutet. Nach Beriicksichtigung dieser und der in (40) angegebenen 
Ungleichheit erhilt man, wenn mod, (vw —a,) = £& gesetzt wird, die 
Beziehung 


s, << erm =F 
- 1.3..0? 





woraus 


S<em ha 


O&é @2é2 
wt 1.2...(m-+1) +T3 (m-- 2) ++-4 





folgt. Es ist um so mehr 
6) @2é2 ©3 £3 
sor fit ty hy OP} 
d. h. 
S < ertobem, 
Da nun », m, © bestimmte endliche Constanten bezeichnen, so ist S 


ein endlicher Werth, sobald der Punkt 2 im Endlichen liegt. Mithin 
ist die Reihe (29) fiir jedes endliche Argument x unbedingt convergent. 





§ 5. 

Analoge Resultate wie fiir die Differentialgleichung (15) findet man 
fiir die in (2) genannte Tissot’sche Gleichung n'‘* Ordnung. Die ver- 
schiedenen particuliren Integrale derselben entsprechen in ihrer Form 
den in §§ 2 und 3 behandelten Functionen. 

Die Differentialgleichung (2) besitzt, wie die Gleichung (15), ein 
particuliires Integral Y, das eine transcendente ganze Function von x 
ist. Dasselbe wird durch den Ausdruck 


(a4 5 25° 8q—1) 
(41) Y -{* D(u, x) du 


angegeben, in welchem (wv, x) die Function (14) bedeutet. Man setzt 
voraus, dass von den verschiedenen Zweigen der Function ®(u, x) in 
(41) ein bestimmter gewihlt worden ist. Der Integrationsweg von Y 
ist aus Fig. 1 ersichtlich, wenn nur der dort gezeichnete Kreis so gross 
genommen wird, dass er alle singuliren Punkte a,,..., @a—1 um- 
schliesst. Dass das Integral (41) in der Umgebung eines beliebigen 
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singularen Punktes a, eine eindeutige Function von x ist, folgt aus 
dem Umstand, dass es unverindert bleibt, wenn x einen Umlauf um 
a, ausfiihrt. Ausserdem ist, wie man leicht beweist, der Werth des 
Integrals ein endlicher, sobald z endlich ist. Es darf ferner in (41), 
da mod. (u — a,) > mod. (2 — a,) ist (wenn man den erwahnten Kreis 
gross genug wahlt), fiir (« — x)*—' die convergente Reihe 


(w—a,¥*[1—(@—1), 44... 4 (— 1-0), GEM) 4] 
substituirt werden. Hierdurch erhalt man die iil 


(42) Y= >) (-1y @—1) Bw — ay, 
vy=0 


in welcher P, den Werth 


P — e* (u — a, rt»? (4 — ay)o ... (uw — An—1) "du 


hat. Der Integrationsweg von P, stimmt mit dem von Y iiberein, 
ist also (da w in P, nicht vorkommt) als ein einfacher Umlauf um 
die Punktengruppe a,,..., @n_1 zu bezeichnen. Sieht man einen der 
Parameter @,,..., Gn-1, % B, a,, als unabhingige Variable an, so 
ist P, selbst ein zu Y analoges particulires Integral einer Tissot’schen 
Differentialgleichung (m — 1)'* Ordnung. So wird fir n=—4 die 
Grésse P, mit dem Integral (22) identisch , falls in diesem die Werthe 
az, 4 durch a,, b, + 4—v—1, und die Werthe a,, a,, b,, b, 
durch @,, a3, b,, 6, ersetzt werden. 

In dem Bezirke eines beliebigen singuliren Punktes a, wird das 


einzige daselbst vorhandene mehrdeutige Hauptintegral durch den 
Ausdruck 


(43) — Jo a) de 


dargestellt, in welchem (wu, z) wiederum die Function (14) bezeichnet. 
Substituirt man hierin 


U— dy = U(X — ay) 
und nennt H die Function 


H=e'**) (1 —wu cnn yO. Ja 


a,— & 


z—a bg-1—-1 “—a oe41—-1 
ee ae ee ee 
1 — & 


z—a bg—1—! 
° (1 — ¥ nteaein, . 
G1 — % 
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so entsteht die Gleichung 
wa. ae 
qx = Const. (7 — ax)* J ut" (1 — uu)! Hdu. 
Die Coefficienten der Entwickelung der Function H nach steigenden 
Potenzen von u(% — a) mogen 0), 0,, 0,,... heissen, so dass 
H = 0, + d,u(% — ay) + 0,u?(@—a@)? +--+ + 0,u"(~@—ay)’+--- 


gesetzt wird. Dann findet man fiir 7, nach Benutzung der Formel 
(20), die zu (21) analoge Gleichung 


1 Tg Op (bg $1) (OF —1 
(44) m—=A(e—a)t?* SP, Gt GraH ine: 





v=0 


in der A die Constante 
(— 14-1 e** E(dy, 2) (ax — a,)*— (a, — a)... 
bedeutet. 

Es werde ferner von einem singuliren Punkte a, aus, der ver- 
schieden von a, aber sonst beliebig ist, eine geschlossene, sich nicht 
schneidende Curve gezogen, welche den Punkt « und den Punkt a, 
jedoch keinen der iibrigen singuliiren Punkte umschliesst, Das lings 
dieser Curve genommene Integral 


(45) y®) — iy " O(u, x) du, 


welches analog zum Integral (30) gebildet ist und (nach § 1) der 
Differentialgleichung (2) geniigt, ist eine. eindeutige stetige Function 
von x in der Umgebung des Punktes «=a. Denn es bleibt un- 
verindert, wenn die Variable 2 innerhalb der genannten Curve den 
Punkt a, umkreist, und der Werth desselben ist ein endlicher, da 
nach (11) der reelle Theil von 0, positiv ist. Man entwickelt das 
Integral y nach steigenden Potenzen von # — a,, indem man fir 
(u — x)" die Reihe 
. 


— a, twt—a v 
w—ay[ —(A—1),— — fp ooo el IPR) (G3) 4.. | 
einfihrt. Dann ergiebt sich 





v= 


(46) y? = >) (— 1 &— 1) BW — wy, 


v=0 


wo zur Abkiirzung 


— / (4x) ou— a,x U. du, 
oJ % 


Up = (uw — ay) + © (Ww — aga)" (WU — aay PH -- 


eee (u — n—1)°*—2* 











536 | L. Pocnnammer. 


gesetzt wird. Der Integrationsweg von §, ist mit dem von y(* identisch. 
Auch die Grosse $8, stellt, wie P,, ein particulires Integral einer 
Tissot’schen Differentialgleichung (n — 1)'** Ordnung dar, wenn einer 
der Parameter a,,..., @,—: als unabhiingige Variable aufgefasst wird. 
Denn die zu integrirende Function in 3, hat die Form (14), und der 
Integrationsweg entspricht der in (10) angegebenen Bedingung. 

Durch Anwendung der particuliiren Lésungen (41), (43) und (45), 
welche in der Umgebung des Punktes a, den Charakter von Haupt- 
integralen haben, erhilt man als vollstindiges Integral der Differential- 
gleichung (2) die Summe 


Cy mt Cn y+ Cyyf +--+ + Ceykra + Capi yt +++ Oriya +c, Y, 
in der C,, C,,...,C, willkiirliche Constante bedeuten. 

Im Bezirk der grossen Werthe von # existiren » — 2 von ein- 
ander unabhiingige particulire Integrale der Gleichung (2), welche die 
Kigenschaft haben, nach Division durch z*— eine im genannten Gebiet 
eindeutige und stetige Function von g zu liefern. Durchliuft x (im 
positiven Sinne) eine sich nicht schneidende Curve, welche alle singu- 
liren Punkte a,,...,@,—1 umschliesst, so nimmt in dem Integral 


(47) b= O(u, x) du, 
a 
dessen Integrationsweg innerhalb jener Curve liegen soll, jedes einzelne 


Element den Factor e?*‘* auf. Der Quotient fa ist daher in der 
x 


Horizontfliche eine eindeutige Function von x. Die Gleichung 


g "ay ii a-1 
SBR 1 fee (way) (way a (1) de 


zeigt ausserdem, dass dieser Quotient in den unendlich entfernten 
Theilen der «-Ebene einen endlichen Werth behilt. Bei der Ent- 
wickelung von &,; in eine’ Potenzreihe, die fiir grosse Werthe von x 


convergirt, soll, in Analogie zu (36), die Differenz 2 — a, als Potenz- 
basis gewaihlt werden. Man setzt 


(u — #1 = (— 14 («@ — ay > (—1)"(A— 1)y (Sao) 
und erhalt hierdurch die Gleichung oe 


(48) bx,2 a (= 1-1 (x — a) >) (-- 1)" (a — 1), Q» (x — a)’, 
v=0 
in der Q, das constante Integral 


ay = 
a= f e*(u — a)*t— U,du, 
a 
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und U; (wie oben) das Product 
(u — a,)™-* (uw — ay)? 22. (te — aga) (we — aay 
eee (wu — Qn—1) "1 


bezeichnet. Die Grésse Q, hat wiederum die Form eines particuliren 
Integrals einer Tissot’schen Differentialgleichung (nm — 1)’ Ordnung. 
Man bemerke, dass die Integrale £,,,, wenn 1 und m von k ver- 
schieden sind, in der Umgebung des Punktes a, eindeutige und stetige 
Functionen von # darstellen und daher auch an Stelle der in (45) an- 
gegebenen Integrale y® angewendet werden kénnen. 


Das in (41) definirte Integral Y ist im Gebiete der grossen Werthe 
von « das einzige eindeutige Integral der Differentialgleichung (2). 


Als mehrdeutiges Hauptintegral im genannten Gebiete findet man 
ferner den Ausdruck 


(49) om f Cneemrto-t) wig, 2) de, 


in welchem die Variable « vom Punkte 2 aus einen positiven Umlauf 
um die »—1 Punkte a,, ..., da, ausfiihrt. Denn @ geniigt der 
Differentialgleichung (2) und nimmt (nach § 1 des vorstehenden Auf- 


satzes ,,Ueber eine Classe von Integralen mit geschlossener Integrations- 
curve) den Factor 
oti (orb orb +0, +2) 


auf, wenn « die Punktengruppe a,, ..., Gn—1 in positiver Drehungs- 
richtung umkreist. 
Aus diesen Betrachtungen ergiebt sich, dass die Functionen 


(50) fis, Cas, «+> e-ae-a, ZF, @ 


m von einander unabhiingige particulire Lésungen von (2) sind, die 
in der Horizontfliiche den Charakter von Hauptintegralen haben. Die 
Summe 

Cy $1,2 + Cy 8,5 + - ++ + Ca-2bn—2,n-1 + Gi ¥ + C,@, 
in der C,,..., C, willkiirliche Constanten bezeichnen, stellt demnach 
eine fiir das Gebiet der grossen Werthe von x geeignete Form des 
allgemeinen Integrals der Gleichung (2) dar. 


§ 6. 


Die in § 5 als particulire Lésungen der Gleichung (2) ermittelten 
bestimmten Integrale sind sammtlich convergent, wenn die reellen 
Bestandtheile der Constanten b,,b,, ..., bac, 4 das positive Vor- 
zeichen haben. Ist aber der reelle Theil einer Constante b,, resp. der 
Constante 4 negativ oder gleich Null, so werden diejenigen Integrale 
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divergent, in denen a,, resp. x als Grenze vorkommt. Der kiirzeren 
Bezeichnung halber wird, wie in (11), festgesetzt, dass, wenn die Con- 
stanten b,, 4 nicht reell sind, die Ungleichheiten 6, >0, b, < 0, 
4>0,4<0 sich auf die reellen Bestandtheile derselben beziehen 
sollen. 


An Stelle des Integrals (43) 


Nt = fo, x) du 
ay 
kann, wenn b, > 0, aber 4 < 0 ist, der Ausdruck 


(51)  @(u, 2) du, 
a, 


und wenn 4>0, <0 ist, der Ausdruck 


(52) P hy (u, 2) du 


angewendet werden. Die Integrationswege von (51) und (52) bestehen 
aus einem einmaligen Umlauf um den Punkt 7, bezw. um den Punkt a. 
Der Bedingung (10) geschieht Geniige, da bei dem ersteren Integral 
g9=h=a,, bei dem letzteren g —=h =~ gesetzt wird. Ist weder 
b, noch 4 im reellen Theil positiv, so mége statt 4, das Integral 


(63) for ow, 2) du 


genommen werden, dessen untere Grenze ein beliebiger (nicht singu- 
larer) Punkt ¢ ist, und dessen Integrationsweg aus je einem positiven 
und je einem negativen Umlauf um den Punkt # und um den Punkt a, 
und zwar in der in (53) angedeuteten Reihenfolge, besteht. Der Be- 
dingung (10) geschieht durch diesen Integrationsweg Geniige. Die 
Integrale (51), (52) und (53) lassen sich nach steigenden Potenzen 
von « — a in Reihen entwickeln, welche sich von der Entwickelung 
(44) des Integrals x, nur durch diejenigen Constanten unterscheiden, 
welche als Factoren vor die ganze Reihe treten. Wahrend in (44) 
die Constante A das Euler’sche Integral E(d,, 4) als Factor enthiilt, 
kommen bei den aus den Integralen (51), (52), (53) entstehenden 
Reihen die constanten Integrale E(b;, 4), E(A, bi), (be, 4) als 
Multiplicatoren vor*). 

In analoger Weise ersetzt man das in (47) bezeichnete Integral 
&,; durch ein Integral, dessen Integrationsweg eine einfache geschlossene 


*) Cfr. die Abhandlung ,,Zur Theorie der Euler’schen Integrale‘‘ im 
35%" Bande dieser Annalen, §§ 1—2. 
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Curve, resp. ein Doppelumlauf ist, sobald die reellen Bestandtheile der 
Constanten },, 6; negativ oder gleich Null werden. 


Das Integral Y behilt, gemiiss seiner Definition in (41), fiir be- 
liebige Werthe der Constanten einen bestimmten Sinn. Dagegen 
werden die Integrale y®*) und @, bei denen, nach (45) und (49), die 
Variable u eine im Punkte a;,, resp. 2, beginnende einfache geschlossene 
Curve durchlauft, fiir b; < 0, resp. fiir 4 < 0 divergent. Man wendet 
nun an Stelle von (45) im Fall b, < 0 das Integral 


(54) f sible ®(u, x) du 


und an Stelle von w im Fall 4 < 0 das Integral*) 


(AU 2, A-, 2) 
(55) f D(u, x) du 


an, woselbst 9 die Verbindungslinie der Punkte 7 und a,, und 
eine die » — 1 Punkte a,, a,,..., Gn: verbindende gebrochene Linie 
bedeuten modge. Die Integrale (54) und (55), bei denen « als ein 
endlicher, von @,, ...; @—1 verschiedener Werth vorausgesetzt wird, 
sind ohne jede weitere Einschriinkung convergent. Als untere Grenze c 
derselben kann ein beliebiger, nicht singulirer Werth gewahlt werden. **) 


*) Cfr. § 2 der vorstehenden Abh. ,,Ueber eine Classe von Integralen mit 
geschlossener Integrationscurve.“ 


**) Herr C. Jordan verdffentlicht in dem (bereits auf pag. 501 dieses Bandes 
erwihnten) Band III seines Cours d’Analyse (Paris 1887), § 192 u. f., werthvolle 
Entwickelungen, welche in mancher Beziehung den in dieser Abhandlung an- 
gestellten Untersuchungen parallel laufen, jedoch auf allgemeineren Voraus- 
setzungen beruhen. Herr C. Jordan behandelt in § 192 eine lineare Differential- 
gleichung n* Oidnung von derjenigen Form, die bei der verallgemeinerten 
hypergeometrischen Differentialgleichung (Crelle’s Journ. Bd. 71, pag. 336) vor- 
liegt, und auf die man die Tissot’sche Differentialgleichung bringen kann (cfr, 
der obige § 1); er beschriinkt aber die Betrachtung nicht auf den Fall, wo der 


n 
Coefficient p(x) der héchsten Ableitung at (in der Bezeichnung des § 1) eine 
x 


ganze Function n'" Grades (wie bei der hypergeometrischen Differentialgleichung) 
oder eine ganze Function (n — 1)" Grades (wie bei der Tissot’schen Differential- 
gleichung) ist, sondern lasst auch niedrigere Grade dieser Function zu, Ist g(a) 
eine ganze Function (nm — s)'", und w(x) eine ganze Function (nm — 1)'*" Grades 
von 2, so wird die in § 1 dieses Aufsatzes angegebene Differentialgleichung (2) 
durch s transcendente ganze Functionen von x, die wesentlich von einander ver- 
schieden sind, befriedigt, Man schreibt dieselben als bestimmte Integrale, indem 
man als untere und als obere Integralgrenze Punkte des unendlichen Horizonts, 
bei welchem s Abschnitte zu unterscheiden sind, wihlt (§ 195 des Bandes III). 
Das Ziel der obigen Abhandlung lag, wie ich bereits in der Einleitung erwihnt 
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§ 7. 

Zum Schluss sollen die Rechnungen der §§ 5 und 6 noch in der 
Weise ergiinzt werden, dass man in der x-Ebene ein beliebiges ring- 
formiges Filiichenstiick, auf dem keine singuliren Punkte liegen, be- 
trachtet und die zugehérigen Hauptintegrale der Differentialgleichung 
(2) aufstellt. 

Ist eine homogene lineare Differentialgleichung frei von logarith- 
mischen Integralen, so gehéren, wie aus den bekannten Untersuchungen 
des Herrn L. Fuchs folgt*), zu einer beliebigen geschlossenen Curve 
stets m particuliire Integrale von der Beschaffenheit, dass sie, wenn x 
den Umlauf lings der geschlossenen Curve vollendet hat, entweder 
ihren friiheren Werth wiedererhalten oder einen constanten Factor 
aufnehmen. Befindet sich im Innern der geschlossenen Curve nur ein 
einziger singulirer Punkt der Differentialgleichung, so kann man die 
betreffenden Integrale kurz die Hauptintegrale dieses singuliren Punktes 
nennen. Umschliesst die Curve simmtliche singulire Punkte, so sind 
die zugehérigen Integrale die Hauptintegrale fiir das Gebiet der grossen 
Werthe von x. Zwischen diesen beiden Annahmen liegt nun der Fall, 
dass von der betrachteten Curve, welche sich selbst nicht schneiden 
mége, mehrere singulire Punkte der Differentialgleichung, jedoch 
nicht alle, umschlossen werden. Indem man die singuliren Punkte, 
die im Innern der Curve liegen, durch eine gebrochene Linie ver- 
bindet und das der letzteren benachbarte Gebiet fortlisst, verwandelt 
man den von der geschlossenen Curve begrenzten Theil der «-Ebene 
in ein ringférmiges Flichenstiick, welches keine singuliren Punkte 
mehr enthalt. Die zu der Curve gehérigen Hauptintegrale sind 
dann zugleich als die Hauptintegrale dieser ringférmigen Fliche zu 
bezeichnen. 

Treten in einem Gebiete gleichzeitig mehrere eindeutige particulire 
Integrale auf, resp. mehrere Integrale von derselben Mehrdeutigkeit, 
so sind selbstverstiindlich die Hauptintegrale der Gleichung dort keine 
véllig bestimmten Functionen; man erhilt vielmehr eine Gruppe von 
particuliren Integralen (multiplicirt mit willkiirlichen Constanten), aus 
denen beliebige lineare Ausdriicke gebildet werden kénnen. Dies gilt 
auch fiir die ringférmigen Flichenstiicke der «- Ebene. 

Es seien @,, @.,..., @m diejenigen singuliren Punkte der Differential- 
gleichung (2), welche sich im Innern einer geschlossenen, sich selbst 


habe, hauptsiichlich in der Aufstellung der vollstindigen Systeme der Haupt- 
integrale der Tissot’schen Gleichung fiir die einzelnen Abschnitte der x-Ebene, 
wofiir der in der vorgedruckten Arbeit abgeleitete Satz sich als wesentlich erwies. 

*) § 38 der Abhandlung ,,Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen 
mit verinderlichen Coefficienten in Bd. 66 des Crelle’schen Journals. 
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nicht schneidenden Curve Qt befinden (Fig. 3). Das von der Curve Mt 
umschlossene Flichenstiick heisse J. Die Punkte a,, a,,..., dm mdgen 
durch eine gebrochene Linie 2, welche sich selbst nicht schneidet und 
aus 7’ nicht heraustritt, mit einander verbunden werden, Das ring- 


Fig. 3. 





formige Flaichenstiick, welches aus 7 entsteht, wenn man die ge- 
brochene Linie %& und ihre niichste Umgebung fortlisst, wird 7” ge- 
nannt. Innerhalb Z” ziehe man, als Weg der Variable x, von einem 
beliebigen Punkte a, aus die sich selbst nicht schneidende, geschlossene 
Linie A, welche die Linie & umgiebt. 

In (47) wurde §,; als das particuliire Integral 


ci. = fo, x) du 
Gp 


definirt, in welchem (uw, 2) die Function (14) bedeutet. Da nun 
nach der Voraussetzung die »—m—1 singuliren Punkte an4i, 


Gm4t2) ++ + Gn, ausserhalb der Curve Mt liegen, so erfahren die 
n— m — 2 Integrale 


(56) Cm-+1, m+29 Em-+2, mM+3)* 2 + be—2,.0—1) 

deren Integrationswege die Curve 3% nicht schneiden sollen, keinerlei 
Aenderung, wenn die Variable x liings der Curve A die gebrochene 
Linie & umkreist, Denn die zu integrirende Function %(u, xz) hat 
im Endpunkte der z-Curve den niimlichen Werth wie im Ausgangs- 
punkte derselben, und die Integrationswege werden durch den obigen 


Umlauf nicht beeinflusst. Diese Eigenschaft kommt ausserdem dem 
Integral 


(57) ~" O(u, 2) du 


a—1 


und der in (41) angegebenen transcendenten ganzen Function Y zu. 
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Auch in (57) soll der Integrationsweg ausserhalb der Curve Mt bleiben. 
Man erhilt auf diese Weise » — m von einander unabhingige par- 
ticulire Integrale der Tissot’schen Gleichung, welche auf der ring- 
formigen Fliche Z” eindeutige stetige Functionen von x sind. 

Die m — 1 Integrale 


(58) fac, Gees ~ > = Se-tes 


deren Integrationswege aus den Abschnitten der gebrochenen Linie 2 
gebildet werden mégen, sind mehrdeutige Hauptintegrale fiir die Flache 
T’. Denn die Aenderung, die sie erleiden, wenn x die Curve A im 
positiven Sinne durchliuft, besteht nur in der Aufnahme des Factors 
ei2, welcher in jedem einzelnen Integralelemente zu der Function 
®(u, x) hinzutritt. 

Das n° Hauptintegral fiir die Fliche 7’ wird durch das bestimmte 
Integral 


(a) 


(59) , Ou, a) du 


angegeben, dessen Integrationsweg im Punkte x beginnt und endigt 
und einen einfachen Umlauf um die gebrochene Linie % beschreibt. 
Nach § 1 der vorstehenden Abhandlung ,,Ueber eine Classe von Inte- 
gralen mit geschlossener Integrationscurve nimmt das Integral (59) 
den Factor 

(60) at i(ocb ort +o tA) 


auf, wenn x die Linie & im positiven Sinne umkreist. Im allgemeinen 
Falle, wo b,, b,,... und A beliebige Constanten sind, stellt der Aus- 
druck (59) ein Hauptintegral der Flache 7” von einer diesem Flichen- 
stiick eigenthiimlichen Mehrdeutigkeit dar; denn die Aufnahme des 
Factors (60) erfolgt nur bei dem Integral (59) und nur im Falle eines 
Umlaufs um die Linie XY. 

Die obigen Betrachtungen iibertragen sich, wie hier erwahnt sein 
moge, fast vollstindig auf die hypergeometrische Differentialgleichung 
n'* Ordnung mit den m endlichen singuliren Punkten a,, a.,..., Gn 
(Crelle’s Journ., Bd. 71, pag. 336). Man hat dann in (13) und in 
den bestimmten Integralen der §§ 5 und 6 die Function ®(w, 2) durch 
das Product 


(61) (uw — a,)o—! (uw — ay)! 2. (tu — aa)’ (u — 2) 


zu ersetzen. Die Gleichung besitzt (wie die Tissot’sche) » — m par- 
ticulére Integrale, welche auf der ringférmigen Fliche 7” eindeutig 
und stetig bleiben. Dies sind (wihrend das Integral Y fortfillt) die 
nm —m—1 zu (56) analogen Ausdriicke 


Smt, m-+2 Cin-+2, m4-3 > eee £.—1,8 
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und das zu (57) analoge Integral zwischen den Grenzen a, und oo, 
Ferner sind die mehrdeutigen Hauptintegrale (58) und (59) auch hier 
direct anwendbar, nachdem die Function (61) an die Stelle der Function 
®(u,2) getreten ist. Das Entsprechende gilt auch von der allge- 
meineren, in der Anmerkung zu pag. 539 genannten Differential- 
gleichung. Die zur ringférmigen Fliche 7” gehérigen eindeutigen 
Integrale von der Form (56) verringern sich zugleich mit der Anzahl 
der singuliiren Punkte der Gleichung; andererseits treten die s parti- 


culiren Integrale hinzu, welche transcendente ganze Functionen von 
x sind*), 


Kiel, im Mai 1890. 


*) Als Arbeiten, in denen die Integration linearer Differentialgleichungen 
mittelst bestimmter Integrale von einem ‘hnlichen Gesichtspunkte aus, wie in 
dem obigen Aufsatze, resp. wie in meinen friiheren Publicationen, behandelt 
wird, sind auch die folgenden (in russischer Sprache geschriebenen) Abhandlungen 
des Herrn P. Nekrassoff in Moskau zu nennen: 1, ,,Die allgemeine Differen- 
tiation‘; 2, ,.Anwendung der allgemeinen Differentiation auf die Integration der 
Differentialgleichungen von der Form > (a, + 6,2) x’ D'y = 0“; 3. ,,Anwen- 
dung der allgemeinen Differentiation auf die Reduction vielfacher Integrale (mit 
Riicksicht auf die Integration der Laplace’schen Gleichung)“; 4. ,,Die linearen, 
durch bestimmte Integrale lisbaren Differentialgleichungen“. Die Abhandlungen 
sind in dem Math. Journal der Math. Gesellschaft der Universitit Moskau er- 
schienen, und zwar die 3 ersten in Bd. XIV, 1889, die vierte.in Bd. XV, 1890. 
Wie mir der Verfasser mittheilt, wird derselbe demniichst tiber die von ihm 
daselbst erhaltenen Resultate in den mathematischen Annalen ausfiihrliches Referat 
erstatten. 


d, 27, November 1890, 














Zur Nicht-Euklidischen Geometrie. 
Von 
Fexvrx Kiew in Gottingen. 


Eine Vorlesung iiber Nicht-Euklidische Geometrie, die ich die 
letzten beiden Semester hindurch gehalten habe, gab mir die will- 
kommene Gelegenheit, auf jene Gedankenreihen zuriickzugreifen, denen 
ich in verschiedenen Arbeiten aus den Jahren 1871—73 Ausdruck 
gegeben habe*). Indem ich die neuere Litteratur des Gegenstandes 
verglich, bemerkte ich, dass die fundamentalen Auffassungen, von 
denen ich damals ausging, immer nur erst theilweises Verstiindniss ge- 
funden haben, und dass gewisse damit zusammenhingende Frage- 
stellungen , iiber welche ich mir seit lange bestimmte Ansichten gebildet 
habe, noch gar nicht behandelt sind. Mittlerweile erfahre ich, dass 
eine zusammenhingende Darstellung der Theorie, von einem Stand- 
punkte aus, der von dem meinigen jedenfalls nicht sehr verschieden 
ist, demnichst von Hrn. Lindemann in dem zweiten Bande von 
Clebsch’s Vorlesungen iiber Geometrie publicirt werden wird. Um 
so lieber kann ich mich nachstehend auf die Besprechung solcher 
Punkte beschrinken, in denen ich Neues zu bieten habe, oder deren 
Darlegung in einer besonderen Form mir erwiinscht erscheint. In I 
reproducire ich zunichst gewisse Ideen, die Clifford im Jahre 1873 
darlegte, die aber bisher nur wenig bekannt geworden sind, trotz des 

*) Es sind dies insbesondere: 

Zwei Arbeiten ,,iiber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie‘‘ in den 
Banden 4 und 6 dieser Aunalen (1871, 1872), 

meine Programmschrift ,,Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geome- 
trische Forschungen‘‘ (Erlangen 1872, bei A. Deichert; dieselbe ist erst vor 
kurzem, mit Zusitzen und Verbesserungen von meiner Seite versehen, durch 
Hrn, Gino Fano in Bd, 17 der Annali di Matematica (1890) in italienischer Ueber- 
setzung neu publicirt worden), 

ein Aufsatz: ,,Ueber den allgemeinen Functionsbegriff und dessen Darstellung- 
durch eine willkiirliche Curve‘ in den Berichten der Erlanger physikalisch- 
medicinischen Gesellschaft von 1873 (wiederabgedruckt in Bd, 22 dieser Annalen), 
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grossen Interesses, welches sich an ‘dieselben kniipft*), Dieselben 
geben mir den Anlass, in II die Frage der ,,Nicht-Euklidischen Raum- 
formen“, iiber welche Hr. Killing vor einigen Jahren ein eigenes 
Werk publicirte**), aufs Neue aufzunehmen: mein Resultat ist, dass 
eine Reihe solcher ,,Raumformen“ existirt, welche bisher noch nicht 
die verdiente Beachtung gefunden haben. Eben in diesem Nachweise, 
sowie in den verschiedenartigen Bemerkungen, die ich mit demselben 
weiterhin verkniipfe, diirfte die Hauptbedeutung meiner diesmaligen 
Darlegungen enthalten sein. In III entwickele ich eine besonders ein- 
fache Art, auf Grund rein projectiver Betrachtungen die analytische 
Geometrie einzufiihren. Im Princip kommt dieselbe selbstverstiindlich 
auf die betreffenden Ideen v. Staudt’s (oder auch von Moebius) 
zuriick, aber sie ist wesentlich anschaulicher, als die mir sonst be- 
kannten Darstellungen der Theorie, und diirfte also an ihrem Theile 
die Schwierigkeiten vermindern, die immer noch bei verschiedenen 
Mathematikern meinen friiheren hierauf beziiglichen Ausfiihrungen ent- 
gegenzustehen scheinen***), In IV endlich discutire ich allgemeinere 
Fragen: ich erliutere die principielle Bedeutung derjenigen Auf- 
fassungsweise der Nicht-Euklidischen Geometrie, die von der pro- 
jectiven Geometrie beginnt, und nehme ausfiihrlicher, als ich friiher 
that, Stellung zum Problem der geometrischen Axiome. 


*) Wie ich von Hrn, Lindemann erfahre, wird er in seiner demniichstigen 
Publication einen Haupttheil der Clifford’schen Betrachtungen (nimlich den- 
jenigen, der sich auf die Theorie der windschiefen Parallelen und die zugehdrigen 
Schiebungen des Raumes bezieht) seinerseits zur Darstellung bringen. Bisher sind 
diese Fragen am ausfiihrlichsten von Sir R. 8. Ball behandelt. Vergl. insbeson- 
dere dessen neuesle Abhandlung ,,On the theory of the Content“ in den Trans- 
actions der R. Irish Academy, vol. 29 (1889), deren beziiglicher Inhalt in das 
Schlusscapitel von Gravelius’ ,,‘[heoretischer Mechanik starrer Systeme“ (Berlin 
1889) aufgenommen ist. Ueber Clifford’s bez, Originalmittheilungen vergl, weiter 
unten im Texte. 

**) Leipzig, bei Teubner 1885. 
***) So dussert sich z, B, Hr. Ball in der Einleitung zu seiner oben genannten 
Abhandlung: 
ln that theory (the Non-Euclidian Geometry) it seems as if we try to replace 
our ordinary notion of distance between two points by the logarithm of a certain 
anharmonic ratio, But this ratio itself involves the notion of distance measured 
in the ordinary way. How then can we supersede the old notion of distance 
by the Non-Euclidian notion, inasmuch as the very definition of the latter involves 
the former‘? 
Und Cayley selbst iussert sich auf p. 605 des zweiten Bandes seiner Collected 
Papers (Cambridge 1889), indem er v. Staudt’s Einfiihrung der Zahlen bespricht: 
lt must however be admitted that, in applying this theory of v. Staudt’s 
to the theory of distance, there is at least the appearance of arguing in a circle’. 


Mathematische Annalen, XXXVII. 36 
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I. 
Ueber Clifford’s Ideen von 1873. 


Gleich nach Veréffentlichung meiner ersten Abhandlung zur Nicht- 
Euklidischen Geometrie hat sich Clifford mit der ihm eigenthiimlichen 
Unmittelbarkeit geometrischer Intuition auf das eifrigste den damit 
gegebenen Fragestellungen zugewandt. Durchdrungen von der beson- 
deren Symmetrie und Eleganz der elliptischen Geometrie, suchte er 
deren Kigenart nach geometrischer und mechanischer Seite hin in 
besonders einfacher Weise zu formuliren. Die Verhandlungen der 
Londoner Mathematischen Gesellschaft enthalten hieriiber nur zwei 
vorliufige Mittheilungen; es sind dies: 


1) Preliminary sketch of biquaternions (Bd. 4, 1873), 
2) On the free motion under no forces of a rigid system in an 
n-fold homaloid (Bd. 7, 1876), 
die in Clifford’s gesammelten Abhandlungen (Mathematical Papers, 
London, Macmillan 1882) unter Nr. XX und XXVI abgedruckt sind. 
Am letztgenannten Orte folgen dann aber noch unter Nr. XLI, XLII, 
XLIV drei weitere hierher gehérige Aufsiitze: 


1) Motion of a solid in elliptic space (aus dem Jahre 1874), 

2) Further Note on Biquaternions (von 1876), 

3) On the Theory of screws in a space of constant positive curvature 

(ebenfalls von 1876). 

Ich kann auf die zahlreichen, interessanten Ideen, welche Clifford in 
diesen Arbeiten darlegt, hier leider nur sehr unvollstiindig eingehen. 
In der That méchte ich mich hier auf eine einzelne Stelle der ,,preli- 
minary sketch of biquaternions‘ beschrinken, wo Clifford in einer 
neuen, sogleich darzulegenden Weise parallele Linien des elliptischen 
Raumes definirt und daran folgende Bemerkung kniipft, die ich wért- 
lich reproducire (cf. ges. Werke; p. 193 oben): 

»lThere are many points of analogy between the parallels here 
defined and those of parabolic geometry. Thus, if a line meets two 
parallel lines, it makes equal angles with them; and a series of parallel 
lines meeting a given line constitute a ruled surface of zero curvature. 
The geometry of that surface is the same as that of a finite parallelo- 
gramm whose opposite sides are regarded as identical.“ 

Eben die Verhiltnisse auf der letztgenannten Fliiche erschienen 
Clifford besonders bemerkenswerth: auf der Versammlung der British 
Association for the Advancement of Science vom Jahre 1873, die in 
Bradford stattfand, hat er eigens tiber dieselbe vorgetragen und mir, 
wie Sir R. 8. Ball und anderen Mathematikern, die damals anwesend 
waren, wiederholt deren Eigenschaften persdnlich erliutert. In den 
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bez. Reports ist nur der Titel des Clifford’schen Vortrags wieder- 
gegeben*), um so wichtiger ist es mir, hier nachtraglich Einiges davon 
zur Geltung zu bringen. Ich beginne damit, einige zugehérige analy- 
tisch-geometrische Formeln in derjenigen Weise zu entwickeln, die 
ich wiederholt in meinen Vorlesungen befolgte**): wie Clifford selbst 
die bez. Resultate abgeleitet hat, vermag ich im Einzelnen nicht zu 
sagen, 

Wir betrachten zuniichst die gewdhnliche Interpretation von 
x + iy auf der Kinheitskugel. Bei derselben haben bekanntlich zwei 
diametrale Punkte Argumente folgender Form: 


(1) rer, — + eP 
(ich werde zwei solche Argumente spiiterbin kurazweg_,,diametral “‘ 
nennen). Wir betrachten ferner lineare Substitutionen von 4=a#+iy: 
ae wd + BL 

~ yao? 
bei denen zwei diametrale Elemente festbleiben, die sich also geometrisch 
als eine Drehung der Kugel um einen ihrer Durchmesser darstellen. 
Wie anderweitig bekannt und beispielsweise auf p. 33, 34 meiner ,,Vor- 
lesungen iiber das Ikosaeder“ ausgefiihrt ist, kann man einer solchen 
Substitution folgende Gestalt geben: 
, ,__ (d-ie)t — (bia) 
(2) = tia t+ die)? 
unter a, b, c, d reelle Gréssen verstanden. Dabei ist, wenn § 7 € die 
rechtwinkligen Coordinaten eines beliebigen der zwei Kugelpunkte sind, 
welche bei der bez. Drehung festbleiben, wenn ferner g den Winkel 
bezeichnet, durch welchen um diesen Punkt gedreht wird: 


Q 


(3) a=o&-sin®, b—oy-sin®, c=—ef-sin 2, d=—g-cos> 
3? 1 2 2 


2 ? 
unter @ die Quadratwurzel /a?+0?+ c*-+- d? verstanden. Aus Griinden, 
die ich p. 35, 36 der genannten Vorlesungen auseinandersetzte, nenne 
ich Substitutionen von der Form (2) solche vom Quaternionentypus. 
Sei jetzt eine Fliiche zweiten Grades gegeben. Wir betrachten 
diejenigen Collineationen des Raumes, welche nicht nur die Fliche als 
solehe in sich iiberfiihren sondern auch jedes der beiden Systeme auf 
ihr verlaufender gerader Linien, — diejenigen Collineationen also, bei 
denen die Nicht-Euklidische Maassbestimmung unveriindert bleibt, die 


*) On a surface of zero curvature and finite extent. 

**) Vergl. z, B. die Darlegungen in meiner Arbeit: ,,Ueber binire Formen 
mit linearen ‘l'ransformationen in sich‘‘. Math. Ann. Bd, 9, 1875 (insbes. p. 188, 189 
daselbst), 


36* 
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man auf die F, griinden kann, und die man also als zugehérige Nicht- 
Euklidische Bewegungen bezeichnen wird. Mégen wir die geradlinigen 
Erzeugenden erster Art der Flache durch einen Parameter 4, diejenigen 
zweiter Art durch einen Parameter uw in iiblicher Weise festlegen. 
Die allgemeine Collineation der in Rede stehenden Art wird dann be- 
kanntlich in der Weise zu geben sein, dass man fiir 4 und w irgend 
zwei lineare Substitutionen anschreibt: 


Vea wtt8 = “eth 
yi+a’ yu+o 


(vergl. z. B, Ikosaeder p. 179ff.). Dabei treten dann von selbst die- 
jenigen zwei Arten von Collineationen der F, in sich besonders hervor, 
auf welche hier die Aufmerksamkeit gelenkt werden soll. Es sind dies 
erstens diejenigen, bei denen w ungeindert bleibt: 


, ad ‘ 
(3) Wwe SET u=—#, 
zweitens die anderen, bei denen 4 festgehalten wird: 
en + wets. 
(4) roe € Seer 


Ich werde die durch (3) gegebenen Collineationen Schiebungen der 
ersten Art nennen, die durch (4) gegebenen Schiebungen der zweiten 
Art (Clifford gebraucht statt ,,Schiebung“ das Wort ,,Vectorbewegung“ 
oder auch wohl nur ,, Vector“). Bei einer Schiebung erster Art bleiben, 
allgemein zu reden, zwei Erzeugende erster Art der Fliche punktweise 
fest und es schreitet also jeder Raumpunkt auf derjenigen geraden Linie 
fort, die durch ihn so gelegt werden kann, dass sie diese beiden Er- 
zeugenden erster Art trifft, d. h. also auf der durch ihn gehenden 
geraden Linie derjenigen linearen Congruenz, deren Leitlinien eben 
jene zwei Erzeugenden sind. Bei einer Schiebung zweiter Art tritt 
natiirlich entsprechendes Verhalten gegeniiber zwei Linien der zweiten 
Art ein. Jede Schiebung der einen Art ist mit jeder Schiebung der 
anderen Art vertauschbar (keineswegs aber mit jeder Schiebung der- 
selben Art). Die allgemeine uns interessirende Collineation unserer 
F, in sich kann nur in einer Weise in die Aufeinanderfolge einer 
Schiebung der ersten Art und einer Schiebung der zweiten Art auf- 
gelést werden. 

Wir specialisiren jetzt unsere Fliiche zweiten Grades dahin, dass 
sie eine ,,reelle, nulltheilige“ Fliche sei, d. h. eine Fliche mit reeller 
Gleichung aber ohne reellen Punkt*), Die simmtlichen Erzeugenden 


*) Die hier im Texte gebrauchte Ausdrucksweise scheint mir bequem, inso- 
fern ich das Attribut ,,imaginir“ am liebsten nur einer Fliiche beilege, deren 
Gleichung complexe Coefficienten besitzt. Um bei den ,,reellen“ Flaichen zweiter 
Ordnung eine Bezeichnung zu haben, die von der Inbetrachtnahme der unendlich 
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einer solchen Flache sind natiirlich imaginir, aber es zeigt sich, dass 
das einzelne System dieser Erzeugenden reell ist, indem es zu jeder 
imaginiéren Linie, welche es umfasst, die conjugirt imaginiare Linie 
hinzu enthalt, Solche zwei conjugirt imaginire Linien wihlen wir 
jetzt als Directricen einer zugehérigen Schiebung. Offenbar wird 
letztere reell, und wir finden so, zu unserer Fliche gehérig, dreifach 
unendlich viele reelle Schiebungen der einen wie der anderen Art, durch 
deren Combination die Gesammtheit der sugehirigen reellen Nicht- 
Euklidischen Bewegungen entsteht. Wir wollen das Gesagte hier ana- 
lytisch bestiitigen und zugleich fiir die in Rede stehenden reellen 
Schiebungen explicite Formeln aufstellen. Der Bequemlichkeit halber 
sei unsere Fliche durch folgende Gleichung gegeben: 


(5) a? + £,? + x? + 2? = 0, 
die wir zwecks Darstellung der zugehérigen Erzeugenden in nach- 
stehender Weise spalten: 


(2, + tay) (@ —- 12_) + (3+ 424) (4 — 1a) = 0. 


Wir schreiben dann etwa: 


pa tien tit 

(6) | Lyin, a%— tx,’ 
\p— sti _ mties 
# Hy — 12, %, ——t2, 


und haben also z, B. fiir eine Erzeugende erster Art, indem wir noch 
re” fiir 4 setzen, die beiden Gleichungen: 


(2) (,-+ia,) = — ré?(x,+ix,), 
re” (2,—ia,) = (%3— ta), 


Indem wir hier ¢ durch — ¢ ersetzen, erhalten wir fiir die conjugirt 
imaginire Gerade: 


(a,— ta) = — re-#(%,—ia,), 
re-'¥(a, + 12) = (@-+1%,), 
Aber dieses Gleichungspaar kénnen wir auch so ordnen: 
(+ %%)) = . eF (ay 1%,), 

* * e'? (a, —ia,) = (%—ta,), 
und haben damit einen Specialfall der Gleichungen (7) selbst, wo das 
rev durch — t e? ersetzt ist. Die zu (7) conjugirt imagindre Linie 
tst also in der That selbst eine Erzeugende der ersten Art. Aber zugleich 


fernen Ebene unabhingig ist, unterscheide ich neben den ,,nulltheiligen“ reellen 
Flichen ,,ovale“und ,ringformige“‘. 
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erfahren wir: Conjugirt imagindre Erzeugende haben diametrale Para- 
meter. Hierauf und auf Formel (2) ruht jetzt die Darstellung der 
reellen Schiebungen. Die betreffende Rechnung verliiuft folgender- 
massen : 

Wir haben zuniichst aus (6): 


(8) a + i%,: 2, — ix, : 4, + i%,: 4, —ta, = Aur: l:—yp:d, 
oder, wie wir unter Einfiihrung eines Proportionalitiitsfactors g schreiben : 
oz, =Au+), 
ox, = (tet, " 
ae =A— 


.<104-68 o 


Hier tragen wir nun ms 4 zunichst allgemein ein: 


,_  a@itB 

=< yi+o? 
wahrend mw unverindert bleiben soll. Wir bekommen dann nach ge- 
hériger Modification des Proportionalititsfactors @: 


gx = (a@i+B)u+ (y4+9), 
Q' xy = — i(a@d+B)u + i(ya+9d), 
ex; = (a@A+B) — (yA+d)u, 


Gx = i(a@4+f) + i(yd+d)u. 


Hier tragen wir jetzt fiir Au, 2, uw, 1 die ihnen proportionalen Werthe 
aus (8) ein, wobei o in @” iibergehen mag. Wir erhalten sd zur 
Darstellung der zu (5) gehérigen Schiebung erster Art: 


Q°xy—= =a (4, ix,)+ O(e,—ix,)— B(x,+ix,)+ 7(x,—iay), 
Q” Ly = — ia(a,+ix,)+10(x,—ix,)+iB(x, +ix,)+ip (x,—iz,), 
O° xy =— (a, +ix,)+ B(x, — ix,)+ B(x, ia,)4- «(4,—ix), 
Qa, = iy(a,+ix,.)+iB (x, —ix,) —id(2,+ix,)+ia(«,—iz,), 


oder, anders geordnet: 


gx, = (+a+0)x,4i(a—8)xz,4+ (—b+y)x,—i(+8+y7)2,, 
(9) Q" ay =i(—a+d)x,+ (a+0)z,+i(+6+y7)2,+ (—B+r7)%, 
Q’ ats —= (+6 —7)2,—i(B+y7)a,+ (+a+9)a,+ i(—a+d)a,, 
g xy =i(+b+y)x,+ (B—y)a,+i(+a—d)a,+ (+ a49)ay. 
Aber wir wiinschen eine analytische Darstellung insbesondere der 


reellen Schiebungen der ersten Art. Wir substituiren daher aus den 
Formeln (2): 


a=d+ic, B=—b+ia, y=bd+ ia, = d— ic. 
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Gleichzeitig wollen wir den in (9) auftretenden Proportionalitiitsfactor 
e” ebenso wie auf der rechten Seite den Factor 2 der Einfachheit 
halber weglassen, Wir erhalten so die iibersichtlichen Formeln: 


“= <dzx,— cx, + ba,+ a24,, 
(10) t= cx,+dzr,—-az,+ ba, 
ty = — bax, + ax, + dx, + cx, 
x = —ax, — bx, — ca, + day, 
die wir auch so ordnen kinnen: 
a == dz, — ax, — bx, — cay, 
(11) a =ax,+ daz, — cx, + daz, 
t, = ba, + dx, —ax,+ cx, 
x; = cx, + da, — bz, + az,. 
Hier liegt die Beziehung zur Quaternionentheorie auf der Hand. Wir 
sagen sofort: Bezeichnet q die Quaternion: 
gq=d+ai+bj+ck, 
so ist unsere reelle Schiebung erster Art durch die Formel gegeben: 
(12) (ay ia, +ja, hay) = q+ (a+ 12,+jx,+kay). 
Genau so findet man fiir eine Schiebung zweiter Art: 
(13) (tj Fix +jx/+kr,’) = (tyra, +jt,+ha,) +g; 
unter q' irgend eine Quaternion d’ + ia’ + jb’ + ke’ verstanden. Fiir 


die allgemeine reelle lineare Transformation unserer F, in sich aber 
kommt die schine Formel: 


(14) (aia ja, hay) = q+ (a +i, +jr,+ha,) +g. 

Diese Formel (14), welche das Resultat unserer Ueberlegungen in 
knapper Form zusammenfasst, ist schon vor langer Zeit von Cayley 
gegeben worden (cf. Recherches ultérieures sur les déterminants gauches, 
Crelle’s Journal Bd. 50, 1855, oder auch Werke, Bd. II, p. 214), und 
stimmt natiirlich mit den entsprechenden Formeln iiberein, welche von 
Clifford, bez. Sir R. 8. Ball entwickelt werden. 

Es handelt sich nunmehr um die geometrische Deutung der durch 
(12) dargestellten Schiebung der ersten Art. Zu dem Zwecke fiihren wir 
jetzt die zu (5) gehdrige Nicht-Euklidische (elliptische) Maassbestimmung 
ein und wahlen der Einfachheit halber die bei letzterer auftretende, 
noch willkiirliche multiplicative Constante so, dass das Kriimmungs- 
maass gleich 1 wird. Wir definiren dementsprechend als Nicht- 
Euklidische Entfernung zweier Punkte x, « den Ausdruck 


Bs Ea yy  X_ty + x32, + 2,0) a 
(15) wee Var. ty? a+ 2°: Vacs? + x4? +a st xy? 
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und als Winkel zweier Ebenen u, uw’ durchaus analog: 


(16) W = are cos——— ty Fy Fe Fy 

Veg? +? ust pag?» Vay 2p eg tug? 
Es ist wohl iiberfliissig, dass ich die Formeln (10) oder (12) auch noch 
fiir Ebenencoordinaten anschreibe. Uebrigens denken wir uns in alle 
diese Formeln jetzt fiir a, b, c, d die Werthe (3) eingetragen. Wir 
haben dann sofort aus (15), (16): Bet einer Schiebung von der Amplitude 
@ riickt jeder Punkt des Raumes auf der durch ihn hindurchgehenden 


Congruenslinie um das Stiick = fort; ebenso dreht sich jede Ebene wm 





die in thr liegende Congruenzlinie um den Winkel +. Die einzelne 
Schiebung ist also eine Schraubenbewegung des Raumes, bei welcher 
unendlich viele Schraubenaxen existiren: die Linien der zugehdérigen 
linearen Congruenz. Dabei unterscheiden sich, wie leicht zu sehen, 
die Schiebungen erster und zweiter Art durch den Sinn der jeweiligen 
Schraubenbewegung: bezeichnen wir irgend eine Schiebung erster Art 
als eine Schiebung rechtsherum, so sind alle Schiebungen erster Art 
Schiebungen rechtsherum, alle Schiebungen zweiter Art Schiebungen 
linksherum. Die zugehérigen Congruenzen sind eben selbst rechts- 
herum gewunden, bez. linksherum gewunden. 

Mit den so gegebenen Sitzen (die ich nicht weiter ins Einzelne 
ausfiihre) ist nun die Grundlage fiir Clifford’s neue Parallelentheorie 
gegeben. Was parallele Linien im parabolischen (Euklidischen) Raume 
sind, steht fest: bei der Definition paralleler Linien des Nicht- 
Euklidischen Raumes werden wir zuniachst nur insoweit eingeschrinkt 
sein, als wir darauf achten miissen, dass die Definition in die gewdhn- 
liche Euklidische tibergeht, sobald der Nicht-Euklidische Raum in einen 
Euklidischen ausartet. Dieser Bedingung geniigt man selbstverstiind- 
lich durch die gewdhnliche Festsetzung, welche solche Linien des 
Nicht-Euklidischen Raumes parallel nennt, die sich in einem unendlich 
fernen Punkte (einem Punkte der Fundamentalfliiche zweiten Grades) 
schneiden, Aber die so definirten Parallelen haben, wie Clifford 
hervorhebt, fast alle die eleganten Eigenschaften verloren, die den 
Euklidischen Parallelen zukommen. Diese Eigenschaften beruhen, nach 
Clifford, wesentlich darauf, dass Euklidische Parallelen vermége der- 
selben Raumbewegung in sich selbst verschoben werden kénnen. Aber 
die gleiche EKigenschaft haben im Nicht-Euklidischen Raume, wie wir 
sahen, die Linien der gerade besprochenen Congruenzen (der einen wie 
der anderen Art). Ein Biindel Euklidischer Parallelen kann geradezu 
als Ausartung einer derartigen Congruenz angesehen werden. Daher 
der Vorschlag: als Nicht-Euklidische Parallelen solche (windschiefe) 
gerade Linien zu bezeichnen, welche der gleichen Congruenz (der einen 
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oder anderen Art) angehiren, d. h. welche dieselben beiden imagindren 
Erzeugenden der ersten oder gweiten Art unserer Fundamentalfliche 
treffen. Die so definirten (Clifford’schen) Parallelen sind imaginir, 
wenn die gewohnlichen Nicht-Euklidischen Parallelen reell sind, nimlich 
im hyperbolischen Raume, dafiir sind sie auf Grund der vorausgeschickten 
Entwickelungen reell gerade da, wo es die gewdéhnlichen Parallelen 
nicht sind, namlich im elliptischen Raume. Sie zerfallen dabei ersicht- 
lich in Parallele der einen oder der anderen Art, d. h. in rechtsgewun- 
dene und in linksgewundene Parallelen. 

Es ist hier nicht meine Absicht, noch ausfihrlich die Zweckmissig- 
keit der Clifford’schen Definition darzuthun. Vielmehr wende ich mich 
gleich zur Theorie der besonderen Flachen zweiten Grades, von denen 
im obigen Citate die Rede war. Es handelt sich um die ringformigen 
Fliichen zweiten Grades (Regelfliichen), welche mit der Fundamental- 
fliche (5) ein geradliniges Vierseit gemein haben. Die Erzeugenden 
erster Art dieser ‘Fliche, ebenso wie ihre Erzeugenden zweiter Art, 
sind im Clifford’schen Sinne unter sich parallel; die einen rechts-parallel, 
die anderen links-parallel. In Folge dessen kann die Flache in unserem 
elliptischen Raume auf zwei Weisen in sich verschoben werden, einmal 
so, dass die Erzeugenden der einen Art die Bahncurven abgeben, wihrend 
die der zweiten Art unter einander vertauscht werden, das andere 
Mal umgekehrt. Wir schliessen, dass alle Erzeugenden erster Art mit 
den sie treffenden Erzeugenden zweiter Art je denselben Winkel ein- 
schliessen (den wir # nennen wollen) und dass die Stiicke, welche auf 
zwei Erzeugenden der einen Art von zwei Erzeugenden der anderen 
Art ausgeschnitten werden, gleich lang sind. Offenbar kénnen wir 
die Figur, welche auf der Flaiche von solchen zweimal zwei Erzeugen- 
denstiicken umgranzt wird, ein Parallelogramm nennen; denn sie hat, 
obgleich nicht eben, mit dem Parallelogramm der Euklidischen Ebene 
die wesentlichen Eigenschaften gemein. Gleichzeitig erkennen wir in 
der Fliche, eben wegen der Verschiebungen, die sie in sich zulasst, 
eine Fldche constanter Kriimmung. Aber die zweierlei Schiebungen 
sind, wie wir wissen, mit einander vertauschbar. Hieraus allein folgt 
bereits, wie Clifford hervorhob, dass das Kriimmungsmaass der Fliche 
gleich Null ist. 

Alles dieses sind besonders elegante Kigenschaften der betrachteten 
Flaiche (die im elliptischen Raume in mancher Hinsicht dieselbe Rolle 
spielt wie im gewdéhnlichen, parabolischen Raume die Ebene). Aus 
ihnen folgt, worauf Clifford vor allen Dingen die Aufmerksamkeit 
richten wollte: Die Gesammtfliiche hat einen endlichen Flicheninhalt. 
In der That kann man sie ja in unendlich viele, unendlich kleine 
Parallelogramme von der Winkeléffnung @ zerschnitten denken, deren 
Summation sofort gelingt und als Gesammtinhalt der Flache, indem 
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die Gesammtlinge der Erzeugenden der einen wie der anderen Art 
= 2 ist, x? . cos # ergiebt. — Dieses Resultat ist darum so bemerkens- 
werth, weil es unseren gewdhnlichen Vorstellungen von den Kigen- 
schaften einer unbegriinzten Mannigfaltigkeit verschwindenden Kriim- 
mungsmaasses widerstreitet. Man glaubt (oder glaubte) allgemein, dass 
eine soleche Mannigfaltigkeit, gleich der Euklidischen Ebene, wnend- 
liche Ausdehnung besitzen miisse; die Clifford’sche Fliche (so will ich 
die in Rede stehende Fliche zweiten Grades fortan nennen) belehrt 
uns, dass dies keineswegs nothwendig der Fall zu sein braucht. Es 
hangt dies offenbar mit dem Umstande zusammen, dass die Clifford’sche 
Flache als ringférmige Flaiche zweiten Grades mehrfachen Zusammen- 
hang besitzt. So sehen wir denn jetzt ein allgemeines Problem vor 
Augen, mit dem wir uns bald ausfihrlich beschiftigen wollen, das 
Problem: alle Zusammenhangsarten anzugeben, welche bei geschlossenen 
Mannigfaltigkeiten irgendwelchen constanten Kriimmungsmaasses iiber- 
haupt auftreten kinnen. 


Il. 


Von den verschiedenen (Euklidischen oder Nicht-Euklidischen) 
Raumformen. 


Ehe ich das bezeichnete Problem in seiner Allgemeinheit in Angriff 
nehme, sei es mir gestattet, die Aufmerksamkeit auf einen besonderen 
dabei in Betracht kommenden Punkt zuriickzulenken, der in meinen 
ersten Abhandlungen zur Nicht-Euklidischen Geometrie an zwei Siellen 
besprochen ist (Bd. 4 dieser Annalen, Note zu p. 604; Bd. 6, p. 125). 
Indem ich damals die projective Geometrie als Grundlage der Nicht- 
Euklidischen Geometrie voranstellte, verursachte die Einordnung des 
Euklidischen Raumes und des sogenannten Gauss’schen Raumes (des 
allseitig unendlich ausgedehnten Raumes constanter negativer Kriimmung) 
keinerlei Schwierigkeit: dieselben entsprechen direct den beiden Fallen 
der von mir so bezeichneten parabolischen, bez. hyperbolischen Geo- 
metrie. Anders beim Raume constanter positiver Kriimmung (dem 
sogenannten Riemann’schen Raume). Wie Riemann selbst sich die 
hier in Betracht kommenden Verhiltnisse innerhalb dieses Raumes 
gedacht hat, ist nach den kurzen Andeutungen, welche er hieriiber 
giebt*), nicht ganz klar; jedenfalls aber haben Beltrami und die 
siimmtlichen an ihn kniipfenden Mathematiker die Geometrie des ge- 


*) Vergl. ,, Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen“, 
insbesondere den Satz, der in den Ges, Werken auf p. 266 unten abgedruckt ist. — 
Ich halte es selbstverstiindlich fiir wahrscheinlich, dass Riemann dort an den 
sphirischen Raum gedacht hat, aber seine Worte passen auch, ohne unrichtig 
zu sein, auf den elliptischen Raum. 
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naunten Raumes schlechtweg mit derjenigen der Kugel parallelisirt 
und daraus geschlossen, dass die Punkte eines solchen Raumes, gleich 
den Gegenpunkten der Kugel, paarweise zusammengehéren, in der 
Art, dass alle geodiitischen Linien, welche durch den einen der beiden 
Punkte hindurchgehen, auch durch den anderen laufen. Ich hatte dem 
gegentiber darauf aufmerksam zu machen (Bd. 4, 1. c.), dass die Kugel 
nicht der einfachste Typus einer zweidimensionalen, geschlossenen 
Mannigfaltigkeit constanter positiver Kriimmung ist, dass dieser viel- 
mehr durch das vom Mittelpunkte der Kugel auslaufende Strahlen- 
biindel geliefert wird (dessen Strahlen den Kugelpunkten ein-zweideutig 
entsprechen). Die elliptische Geometrie, wie ich sie verstehe, deckt 
sich also nicht mit der sonst discutirten sphdrischen Geometrie*), sondern 
ist einfacher. In der elliptischen Geometrie ist die Gruppirung der 
geraden Linien und Ebenen des Raumes genau dieselbe, wie in der 
projectiven Geometrie: zwei Gerade schneiden sich, wenn tiberhaupt, 
nur einmal. Die complicirteren Verhiltuisse des sphirischen Raumes 
entstehen erst, wenn man den linearen elliptischen Raum durch Pro- 
jection auf ein Gebilde zweiten Grades tibertrigt. — 

Es ist mir kein Zweifel, und ich habe mich dariiber bereits in 
Bd. 6 1. c. mit aller Deutlichkeit geiussert, dass ich mit den so bezeich- 
neten Auseinandersetzungen einen wirklichen Irrthum der friiheren Dar- 
stellungen aufgedeckt habe. Meine Anschauungen vom elliptischen 
Raume sind dann spiiter in anderer Weise unabhingig von Herrn 
Newcomb entwickelt worden**), Indem ich mir vorbehalte, sogleich 
noch auf die ausfiihrlichen hier anschliessenden Untersuchungen des 
Hrn. Killing einzugehen***), méchte ich hier vorab die Frage auf- 
werfen, wesshalb man zur klaren Erfassung des elliptischen Raumes 
erst so spit gekommen ist, und die dazu fihrenden Ueberlegungen 
selbst heute immer noch nicht allgemein bekannt scheinen?y). Der 
Unterschied des sphiirischen und des elliptischen Raumes ruht natiirlich 
wieder in deren Zusammenhangsverhiltnissen, und der ,,Zusammen- 
hang“ des elliptischen Raumes hat etwas Ungewohnliches. Bleiben wir 
der Einfachheit halber, weil die Sache da am kiirzesten bezeichnet 








*) Ich werde die beiden Namen ,,elliptisch“ und ,,sphiirisch“ in dem hier 
hervortretenden Sinne auch in der Folge auseinanderhalten. 

**) Elementary theorems relating to the geometry of a space of three dimen- 
sions and of uniform positive curvature in the fourth dimension. Bd. 83 des Journals 
fiir Mathematik, 1877. 

***) Ueber zwei Raumformen mit constanter positiver Kriimmung, Journal, 
Bd. 86, 1879, sowie in dem 1885 bei Teubner erschienenen Werke (auf welches 
schon oben Bezug genommen wurde): Die Nicht-Euklidischen Raumformen in 
analytischer Behandlung. 

;) cf. z. B. Poincaré im Bulletin de la Société Mathématique de France, 
Bd, 15 (1887), p. 203 ff. 
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werden kann, bei zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten. Es handelt 
sich da um den Unterschied der gewdhnlichen einfachen Flichen und 
der von Moebius entdeckten Doppelfliichen, bei denen man durch 
continuirliches Fortschreiten iiber die Fliche hin von einer Seite auf 
die andere gelangen kann*). Die Existenz dieser Doppelflichen wider- 
streitet unserer Gewdhnung, welche einseitig von solchen Flichen ab- 
gezogen ist, die einen Kérper begrinzen und eben darum nothwendig 
einfach sind. Dies ist die ganze hier vorliegende Schwierigkeit. In der 
That: die elliptische Ebene verhilt sich wie die Ebene der projectiven 
Geometrie und diese ist, wie ich schon vor langer Zeit an Bemerkungen 
von Schlafli ankniipfend auseinandersetzte**), eine Doppelfliche. 
Die elliptische Geometrie ist einfach desshalb so lange unbeachtet ge- 
blieben, weil der Begriff der Doppelfliache den Geometern nicht geliufig 
war, oder, wenn sie ihn in der projectiven Geometrie gebrauchten, 
nicht als solcher zum Bewusstsein gekommen war. 

Nun einige Bemerkungen zu den Entwickelungen des Hrn. Killing. 
Herr Killing hat vornehmlich den Gedanken verfolgt (dem gewiss bei- 
gestimmt werden kann), dass der sphirische Raum auch neben dem 
elliptischen Raume noch ein besonderes Interesse behilt. Als einen 
wirklichen Fortschritt betrachte ich den Killing’schen Beweis, dass bei 
den von ihm festgehaltenen Hypothesen (welche ich iibrigens sogleich 
noch einer naheren Kritik unterwerfen werde) als Raumformen con- 
stanten positiven Kriimmungsmaases keine anderen mdglich sind, als 
eben der elliptische und der sphirische Raum (Journal fiir Math., 
Bd. 89, 1. c.). Clifford und ich sind an diesem Satze vorbeigefiihrt 
worden, weil wir unsere Aufmerksamkeit, unserer damaligen, wesent- 
lich analytischen Auffassung entsprechend, von vornherein auch auf 
complexe Werthe der Coordinaten gerichtet hatten. Die Abbildung 
des elliptischen Strahlenbiindels auf eine um seinen Mittelpunkt herum- 
gelegte Kugel erschien mir daher (Ann. Bd. 4, 1. ¢.) nur als specieller 
Fall der n-deutigen Abbildung desselben auf irgendwelche Fliche ne 
Ordnung; Clifford stellt in seiner oben besprochenen Arbeit (Preliminary 
sketch of biquaternions, Werke p. 189) dem _,,linearen“ elliptischen 
Raume ausdriicklich héhere ,,algebraische“ Riaiume entgegen. Diese 
algebraischen Raiume werden unatiirlich ,, Verzweigungselemente“ ent- 
halten, d. h, Punkte, welche mit den sonstigen Punkten des Raumes 
nicht gleichberechtigt sind (in meinem Beispiele sind dies diejenigen 


*) Vergl. die Mittheilungen von Hrn, Reinhardt in Bd, II von Moebius’ 
gesammelten Werken, (Leipzig 1886), pag. 519ff — Wegen der allgemeinen 
Theorie dieser Zusammenhangsfragen siehe Dyck in Bd, 32 der Annalen, p, 472 ff. 
(Beitréige zur Analysis situs), — Vergl. tibrigens auch die durchaus zutretfendea 
Aeusserungen von Hrn. Newcomb in Nr. XIII seiner citirten Abhandlung, 

**) Math. Ann. Bd. 7, p. 550 (1874). 
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Punkte der F’,, in denen Strahlen des elliptischen Strahlenbiindels 
beriihren). Auch im Falle des sphirischen Raumes sind Verzweigungs- 
elemente, algebraisch zu reden, vorhanden; nur sind dieselben alle 
imaginar und man kann also von ihnen abstrahiren, indem man sich 
auf die Betrachtung reeller Elemente beschrénkt. Und nun verstehe ich 
Hrn. Killing’s Resultat dahin, dass es neben dem eigentlichen 
elliptischen Raume keinen anderen reellen algebraischen Raum con- 
stanten, positiven Kriimmungsmaasses giebt, der frei von Verzweigungs- 
elementen wire, als eben den sphirischen Raum. Es ist dies im Sinne 
der Analysis situs zu verstehen, welche solche geometrische Gebilde 
als gleichwerthig erachtet, welche durch stetige Deformation in einan- 
der tibergefiihrt werden kénnen*). Wir sagen also vielleicht besser, 
dass ein reeller Raum constanten positiven Kriimmungsmaasses, der 
keine Verzweigungselemente enthdlt, eindeutig entweder auf den elliptischen 
Raum oder den sphirischen Raum muss bezogen werden kinnen. — 
' Erscheint so das Hauptresultat des Hrn. Killing mit meinen An- 
schauungen sehr wohl vereinbar, so kann ich demselben in einer 
anderen Hinsicht nicht zustimmen: 

Hr. Killing bezeichnet den elliptischen Raum als Polarform des 
sphirischen (oder, wie er sagt, des Riemann’schen) Raumes. Anlass 
dazu ist wohl gewesen, dass im elliptischen Raume, der oben mit- 
getheilten Formel (15) entsprechend, die Gesammtliinge einer geraden 
Linie ebenso gleich a ist, wie die Winkelsumme im’ Ebenenbiischel 
des sphiirischen Raumes. Aber die Winkelsumme im Ebenenbiischel 
des elliptischen Raumes ist doch auch gleich z, und nicht etwa gleich 
2x, wie es die Gesammtlinge der geraden Linie des sphirischen 
Raumes ist. Der elliptische Raum ist eben sich selbst durchaus 
dualistisch; er ist seine eigene Polarform. Hrn. Killings Benennung 
ist also unzutreffend. Nichts hindert, sich die wirkliche Polarform 
des Riemann’schen Raumes auszudenken. Aber das wird so complicirt 
und fremdartig, dass es keinen Zweck hat, hier niher darauf einzugehen. 

Beiliufig will ich noch auf einen anderen Unterschied des sphirischen 
und des elliptischen Ravmes aufmerksam machen, der nicht ohne 
Interesse ist und noch nicht bemerkt zu sein scheint. Bekanntlich ist 
durch. Hrn. Schering die Theorie des Potentials auf beliebige Nicht- 
Euklidische Raume ausgedehnt worden**), Setzen wir das Kriimmungs- 

*) So erscheint also z. B. ein in sich geschlossener ovaler Flachentheil irgend 
einer Fliche héherer Ordnung als gleichwerthig mit der Kugel, und es ist mit 
dem Satze des Textes nicht im Widerspruch, wenn man gegebenenfalls einen solchen 
Flaichentheil ebensowohl zwei-eindeutig den reellen Strahlen eines Strahlenbiindels 
zuordnen kann, wie die Kugel selbst. 

**) Géttinger Nachrichten 1870, p. 311—321: Die Schwerkraft im Gaussischen 


Raume, ebenda 1873, p. 149ff.: Die Schwerkraft in mehrfach ausgedehnten Gaussi- 
schen und Riemann’schen Rawmen. Vergl, hierzu auch Killing in Bd. 98 {des 
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maass des sphirischen Raumes, um mit unseren friiheren Formeln in Ueber- 
einstimmung zu sein, gleich Eins, so wird ihm zufolge das Elementar- 
potential zweier Massenpunkte a,b, im Falle drei Dimensionen in Betracht 
kommen, (eine Annahme, auf die wir uns hier beschriinken wollen): 
(17) V = cotg ras. 

Sei jetzt a’ der sphirische Gegenpunkt von a. Riickt b an a heran, so 
wird cotg r,, positiv unendlich, riickt es an a’, so negativ unendlich. 
Wir haben also eine Elementarwirkung, bei welcher jedesmal gleich- 
zeitig mit einer anziehenden Masse in a@ eine ebenso stark abstossende 
Masse in a’ gesetzt ist. Diese Mitwirkung des Gegenpunktes a’ lisst 
sich auch nicht entbehren. Man sieht dies am besten, wenn man 
das gesuchte Elementarpotential V als Geschwindigkeitspotential einer 
Flissigkeitsbewegung deutet: indem der sphirische Raum endlich ist, 
muss bei ihm, sobald eine Quelle gegeben ist, aus welcher Fliissigkeit 
ausstrémt, nothwendig eine andere Stelle gegeben sein, in der Fliissig- 
keit verschwindet. — Meine Bemerkung ist nun, dass die hiermit 
skizzirte Theorie nothwendig an der Annahme des sphirischen Raumes 
haftet und im elliptischen Raume ihre Bedeutung verliert. In der That 
kann Formel (17) fiir den elliptischen Raum kein eigentliches Potential 
vorstellen. Denn da a und a’ im elliptischen Raume coincidiren, ist 
die durch (17) vorgestellte Function des Punktes 6 im elliptischen 
Raume nur bis auf das Vorzeichen bestimmt: der Punkt } soll also nach 
Formel (17) seitens eines und desselben Punktes a gleichzeitig angezogen 
und abgestossen werden, oder auch a soll gleichzeitig Quelle und Ver- 
schwindungsstelle einer Fliissigkeitsbewegung sein. Eine solche Viel- 
deutigkeit ist augenscheinlich mit der Idee einer Elementarwirkung 
unvertriglich *). 

Gehen wir nun zu der allgemeinen Fragestellung iiber, die wir 
zum Schlusse von Nr. I formulirten. Auch hier werde ich mit einer 
Journals fiir Mathematik (1884): Die Mechanik in den Nicht-Euklidischen Rawm- 
formen (cf. insbesondere p. 24—29 daselbst). — Der ,,Riemann’sche Raum Schering’s 
ist wieder unser spbirischer Raum. 

*) Ich wiirde im Texte auch noch gern auf die Betrachtungen eingegangen 
sein, welche Hr. v. Helmholtz in seinem bekannten Vortrage: Ueber den Ur- 
sprung wnd die Bedeutung der geometrischen Axiome (1870, abgedruckt in Heft 3 
der populiren wissenschaftlichen Vortrige, Braunschweig 1876) tiber das Sehen 
in Nicht-Euklidischen Riiumen entwickelt. Inzwischen finde ich es schwer, die- 
selben im Einzelnen zu verstehen. Indem wir hier bet Aufstellung der hyper- 
bolischen, der elliptischen, der parabolischen Raumform gleichférmig von der 
projectiven Geometrie ausgehen, ist fiir uns von vornherein gegeben, dass allemal 
die Gesetze der Perspective dieselben sein miissen. Ersetzen wir hinterher den 
elliptischen Raum durch den sphiirischen, so kommt eine bestimmte Complication 
durch das Auftreten der Gegenpunkte hinzu. Von dieser Complication ist aber 
bei Hrn. v. Helmholtz, trotzdem er sich iibrigens genau an die Beltrami’schen 
Entwickelungen anschliesst, nirgends die Rede; vielmehr passt das, was 1. c. p. 47 
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kritischen Bemerkung beginnen. In der That hat sich ja Hr. Killing 
an den genannten Orten dieselbe Aufgabe gestellt, die uns hier be- 
schaftigen soll, niimlich die, alle Nicht-Euklidischen (oder auch Euklidi- 
schen) Raumformen aufzuziihlen. Wir sahen bereits, dass in dieser 
Hinsicht der elliptische und der sphirische Raum bei ihm fortgesetzt 
neben einander betrachtet werden. Dagegen fehlt bei ihm die Raum- 
form verschwindender Kriimmung, die wir in Nr. I kennen lernten: 
die Clifford’sche Flache. Auch hat, so viel ich weiss, keiner der 
anderen zahlreichen Mathematiker, die tiber Riume verschwindender 
Kriimmung geschrieben haben, der durch die Clifford’sche Fliche 
realisirten Méglichkeit gedacht. Es ist also, ohne dass man es merkte, 
immer eine willkiirliche Voraussetzung eingefiihrt worden, die das 
Resultat der Ueberlegung unndthig einschriinkte. Ich werde versuchen, 
diese Voraussetzung hier zu bezeichnen. Sei es dabei wieder, der 
grésseren Bestimmtheit des Ausdrucks halber, gestattet, nur von zwei- 
dimensionalen Mannigfaltigkeiten zu reden. Hat eine solche Mannig- 
faltigkeit, wie wir voraussetzen, constante Kriimmung und ist sie zugleich 
unbegrinzt, so kann jeder einfach berandete, einfach zusammenhingende 
Theil derselben auf ihr auf dreifach unendlich viele Weisen verschoben 
werden (ohne je an eine Hemmung zu stossen). Aber darum ist keines- 
wegs nothig (was bei den Killing’schen Raumformen zutrifft), dass sich 
die Mannigfaltigkeit als Ganzes auf dreifach unendlich viele Weisen in 
sich verschieben lisst. Man vergleiche in dieser Hinsicht die Kigen- 
schaften der Clifford’schen Fliiche. Dieselbe gestattet allerdings zwei- 
fach unendlich viele Bewegungen in sich selbst, entsprechend den 
einfach unendlich vielen Schiebungen der einen, wie der anderen Art, 
durch welche sie in sich itibergeht: bei diesen zweifach unendlich vielen 
Bewegungen bleibt kein Punkt der Fliiche fest. Aber nun versuche 
man etwa, die Clifford’sche Fliiche unter Festhaltung eines ihrer Punkte, 
gleich einer Euklidischen Ebene, um diesen Punkt in sich selbst zu 
drehen. So wird man sofort bemerken, dass dies nicht méglich ist. 
In der That haben die von einem Punkte der Fliiche unter verschie- 
denen Azimuthen auslaufenden geodiitischen Linien derselben ganz 
verschiedene Liinge: die beiden durch den Punkt hindurchgehenden 
geradlinigen Erzeugenden der Fliche haben, wie wir wissen, die Ge- 
sammtliinge 2, aber in ihrer unmittelbaren Nahe kénnen geoditische 
Linien der Fliche gefunden werden (wir werden dies sogleich noch 
explicit zeigen), die unbegriinzt oft tiber die Flache hinlaufen, ohne 


gesagt wird, ohne Weiteres auf die Verhiiltnisse des elliptischen Raumes, ohne 
darum fiir den sphiirischen Raum unrichtig zu sein. (Es heisst dort z, B.: Den 
seltsamsten Theil des Anblicks der sphiirischen Welt wiirde aber unser eigener 
Hinterkopf bilden, in dem alle unsere Gesichtslinien wieder zusammenlaufen wiirden, 
so weit sie zwischen anderen Gegenstiinden frei durch gehen kinnen, etc. —). 
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sich zu schliessen, und also unendliche Lange haben, Die hiermit 
formulirten Bemerkungen sind, denke ich, entscheidend: Man hat, 
indem man das Problem der Raumformen behandelte, bislang die be- 
rechtigte Forderung freier Beweglichkeit einfach zusammenhdngender 
Raumstiicke durch die weitergehende Annahme ersetet, die Réume als 
Ganzes seien in sich frei beweglich. 

Clifford selbst hat bereits (an der oben citirten Stelle) angedeutet, 
wie man sich am leichtesten Einsicht in die speciellen Zusammenhangs- 
verhiltnisse seiner Fliiche verschafft. Man denke sich nimlich die 
Fliche lings zweier von einem Punkte derselben anlaufender Er- 
zeugender derselben aufgeschnitten, wodurch sie einfach berandet und 
einfach zusammenhingend wird. Die so geschnittene Fliche kénnen 
wir dann offenbar unter Aufrechterhaltung ihrer Maassverhiltnisse auf 
ein Stiick der Euklidischen Ebene abbilden (auf ein Stiick der Euklidi- 
schen Ebene abwickeln, um diesen sonst in der Flachentheorie tiblichen 
Ausdruck anzuwenden); nimlich auf einen Rhombus von der Winkel- 
offnung &® und der Seitenliinge x: 





Fig. 1. 


wobei die gegeniiberstehenden Seiten dieses Rhombus so zu einander ge- 
hiren wie sie durch eine Parallelverschiebung der Ebene aus einander 
hervorgehen (was durch die Doppelpfeile der Figur angedeutet sein 
soll). An dieser Figur studiren wir nun mit Leichtigkeit die einzelnen 


/ J a/ 
SE ee 


Af i, 
fa np / / 
Fig. 2. 

Fragen, die uns interessiren; z. B. den Verlaut einer geoditischen 
Linie tiber die Clifford’sche Flache hin. Noch bequemer wird diess 
iibrigens, wenn wir Fig. 1 vermége der zugehdérigen Parallelverschie- 
bungen (welche die einzelne Kante je in die gegeniiberliegende tiber- 
fiihren) vervielfailtigen und uns so eine Zerlegung der Ebene in ein 
Rhombennetz verschaffen, wie es durch Figur 2 vorgestellt wird. 
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Offenbar giebt uns diese neue Figur ein Bild davon, wie sich die 
Abwickelung unserer Euklidischen Ebene iiber die Clifford’sche Flache 
hin gestaltet: sowie in der Figur unendlich viele Rhomben neben 
einander liegen, so wird die Clifford’sche Flaiche bei der genannten 
Abwickelung mit unendlich vielen Blittern tiberdeckt, welche glatt in 
einander iibergehen, ohne irgendwelche Verzweigungspunkte darzu- 
bieten. — Woollen wir also den Verlauf einer geoditischen Linie auf 
der Flaiche verfolgen, so haben wir nur zuzusehen, wie unser Rhomben- 
netz von einer geraden Linie der Ebene durchzogen wird. Ich be- 
trachte z. B. die gerade Linie AB der vorstehenden Figur, die von 
einem Eckpunkte (A) auslaufend vier Rhomben durchsetzt, ehe sie 
wieder in einen Eckpunkt (B) einmiindet, von dem aus sie sich dann 
genau so weiter erstreckt, wie urspriinglich vom Punkte A aus. Offen- 
bar ist es nur néthig, dieses begriinzte Stiick AB auf die Clifford’sche 
Flache zu tibertragen. Und diess gelingt am leichtesten, indem wir 
die vier Stiicke, mit denen AB die vier Rhomben durchsetzt, durch 
geeignete Parallelverschiebung siimmtlich in den urspriinglichen Rhombus 
zuriickverlegen. Es entsteht so ein gebrochener Linienzug: 
12, 23, 34, 41, 

dessen Uebertragung auf die Clifford’sche Flache uns keine Schwierig- 
keit mehr macht. — Insbesondere kénnen wir so ohne Weiteres eine 
geodatische Linie finden, welche unendlich oft tiber die Clifford’sche 
Fliche hinliuft, ohne sich zu schliessen. Wir werden einfach in 
Figur 2 eine gerade Linie ziehen, welche von A auslaufend keinen 
weiteren Eckpunkt der Figur mehr trifft. — Wir gedenken endlich 
eines letzten Mittels, um die in Frage kommenden Beziehungen noch 
lebhafter zu erfassen. Dasselbe besteht darin, dass wir den Rhombus 1 
so zu einer Ringfldiche zusammenbiegen, dass die zusammengehdrigen 
Stellen gegeniiberliegender Kanten zur Deckung kommen. Zu dem 
Zwecke miissen wir uns natiirlich, da es sich um keine congruente 
Abwickelung handelt, den Rhombus aus einer dehnbaren Membran 
gebildet denken. -Auf die so entstehende Ringfliche ist dann die 
Clifford’ sche Fliiche stetig eindeutig bezogen und wir kénnen an ihr in 
einfachster Weise die simmtlichen Zusammenhangsfragen, insbesondere 
den Verlauf unserer geoditischen Linien verfolgen. — 

Ich habe die verschiedenen Abbildungen der Clifford’schen Fliche 
hier so ausfiihrlich besprochen, weil uns jetzt die dabei zu Grunde 
liegende geometrische Denkweise zur allgemeinen Erledigung des vor- 
gelegten Problems der Euklidischen und Nicht-Euklidischen Raum- 
formen dienen soll. Ich beschrinke mich dabei vorab auf zwei 
Dimensionen. 

Was die zweidimensionalen Euklidischen Raumformen angeht, so 
ist sofort ersichtlich, dass uns eine solche gegeben sein wird, auch 
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wenn wir nicht, wie in Figur 1, von einem Rhombus, sondern von 
einem beliebigen Parallelogramm der Euklidischen Ebene ausgehen, 
dessen Rander wir durch geeignete Parallelverschiebung zusammen- 
geordnet denken. Wir kénnen dieses Parallelogramm sogar zu einem 
Parallelstreif ausarten lassen: 


/ / 


Fig. 3. 








der dann, bei der Zusammenbiegung, nicht eine Ringfliiche sondern 
eine Cylinderfliiche ergiebt (auf die wir ihn sogar congruent abgewickelt 
denken kénnen). Wir haben so zwei neve zweidimensionale Euklidische 
Raumformen, die iibrigens gleich der Clifford’schen Mannigfaltigkeit 
(die sie als besonderen Fall einschliessen) durch einseitige Flichen 
versinnlicht werden. Wir kénnen noch eine dritte Raumform zufiigen, 
die unter dem Bilde einer Doppelfliiche erscheint. In der That habe 
ich an einem anderen Orte*) ausfiihrlich gezeigt, dass man eine Ring- 
fliche in der Art stetig deformiren kann, dass sie schliesslich eine 
Doppelfliche beiderseitig iiberzieht; indem wir bei diesem Deformations- 
processe die Ringfliche fortgesetzt in geeigneter Weise als Trigerin 
einer Kuklidischen Maassbestimmung ansehen, wird schliesslich die 
Doppelflaiche zu einer solchen und reprasentirt dann, sobald wir zwischen 
ihren beiden Seiten nicht weiter unterscheiden, eine neue Euklidische 
Raumform. Hiermit aber haben wir, sage ich, die Gesammtheit der 
in Betracht kommenden eweidimensionalen Nicht-Euklidischen Raum- 
formen erschopft. 

Der Beweis ist nicht einfach und kann hier nur in allgemeinen 
Ziigen angedeutet werden: 

Jedenfalls kénnen wir uns zuvérderst auf die Aufzihlung ein- 
seitiger Mannigfaltigkeiten der gewollten Art beschrinken: denn etwaige 
Doppelflachen kénnen wir immer auf einseitige Flichen reduciren, indem 
wir uns dieselben doppelt tiberdeckt denken und dadurch zwischen ihren 
beiden Flachenseiten unterscheiden**), Ist erst die Aufzihlung der ein- 
seitigen Flaichen beendet, werden wir nachtriiglich iiberlegen, ob wir 
dieselben zu Doppelflachen zusammenbiegen kénnen, und auf wie viel 
verschiedene Weisen dies méglich sein mag. 

Sei also eine einseitige zweidimensionale Euklidische Mannig- 
faltigkeit zu suchen. Wir denken uns dieselbe durch stetig gekriimmte 


*) In meiner Schrift: Ueber Riemann’s Theorie der algebraischen Functionen 
und threr Integrale (Leipzig 1882), (p. 80, unten), 

**) Eben dadurch entsteht in einfachster Weise (um hier darauf zuriickzu- 
greifen) aus dem elliptischen der sphiirische Raum. 
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Schnitte, die vielleicht aus dem Unendlich-Weiten*) kommen und 
sich im Endlichen jedenfalls nur in einem Punkte schneiden sollen, 
in einen einfach zusammenhingenden Bereich verwandelt und diesen, 
wie wir es soeben im Beispiele thaten, in die Euklidische Ebene ab- 
gewickelt. In letzterer entsteht dann ein Polygon, welches offenbar 
die doppelte Eigenschaft hat: 


dass seine Seiten paarweise mit einander durch Euklidische Be- 
wegungen sur Deckung gebracht werden kinnen, 

und dass die Summe seiner im Endlichen gelegenen Winkel (welche 
zusammengenommen die Umgebung jener einen Stelle ausmachen, in 
welcher sich die auf der urspriinglichen Mannigfaltigkeit anzubringenden 
Schnitte eventuel kreuzen sollten) gleich 2x ist. 


Es wird darauf ankommen, alle soleche Polygone der Kuklidischen 
Ebene aufzuzihlen. Und da zeigt sich denn, dass es keine anderen 
Polygone dieser Art giebt, als das Parallelogramm, bez. den Parallel- 
streif, oder doch, dass alle anderen krummlinigen Polygone der ge- 
suchten Art, die man construiren mag, durch geeignete Verschiebung 
der auf der anfinglichen Mannigfaltigkeit zu construirenden Schnitt- 
linien auf Parallelogramm oder Parallelstreif zuriickgebracht werden 
kénnen. 

Endlich ist zu zeigen, dass man von den so gewonnenen ein- 
seitigen Euklidischen Mannigfaltigkeiten auf keine andere Weise zu 
Doppelmannigfaltigkeiten iibergehen kann, als auf die soeben an-~ 
deutungsweise erwihnte. — 

Wir haben jetzt die gleichen Untersuchungen fiir Mannigfaltig- 
keiten positiver, bez. negativer constanter Kriimmung durchzufihren. 
Wir werden dies thun, indem wir auf der Kugel und in der hyper- 
bolischen Ebene geeignete Polygone construiren, bei denen wir dann 
noch hinterher untersuchen, ob wir sie etwa zu Doppelflichen zu- 
sammen biegen kénnen. Das Resultat ist im Falle der Kugel dusserst 
einfach, indem wir nimlich bei ihr tiberhaupt keine Polygone finden, 
die unseren Bedingungen geniigen, was zur Folge hat, dass Kugel 
und elliptische Ebene die einzigen hier in Betracht kommenden Mannig- 
faltigkeiten positiver Kriimmung bleiben. Ganz anders im Falle des 
negativen Kriimmungsmaasses. Hier handelt es sich, was die Con- 
struction geeigneter Polygone angeht, um eine ausgedehnte Theorie, 
welche aber — selbstverstandlich unter anderen Gesichtspunkten und 
sogar mit einer Allgemeinheit, die wir nicht brauchen, — von anderer 
Seite, namlich seitens der modernen Functionentheorie, fertig behandelt 
vorliegt. Ich denke hier zuniichst an die Fundamentalpolygone , welche 


*) d.h. aus dem Unendlich-Weiten der fiir die Fliche geltenden Maass- 
bestimmung, 
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Hr. Poincaré construirt, um die simmtlichen eindeutigen Functionen 
einer complexen Verianderlichen zu finden, die durch reelle lineare 
Transformationen in sich tibergehen*). Die gréssere Allgemeinheit der 
Poincaré’schen Construction liegt darin, dass bei ihr die Winkel- 
bedingung minder eng gefasst ist, als bei uns. Aber auch wenn wir 
unsere beschriinktere Fassung einfiihren, erhalten wir immer noch fiir 
jedes Géschlecht p unendlich viele zugehérige Polygone. Alle diese 
Polygone definiren uns neue Raumformen constanten negativen Kriim- 
mungsmaasses. In meiner soeben citirten Schrift tiber Riemann’s 
Theorie etc. sind denn auch (pag.81 daselbst) hinreichende Andeutungen 
dariiber gegeben, wie man die so erhaltenen einseitigen Raumformen 
gegebenentalls zu Doppelmannigfaltigkeiten zusammenbiegen kann. 
Dies also ist die Antwort, welche wir auf unsere Frage nach den 
verschiedenen Raumformen im Falle zweier Dimensionen zu ertheilen 
haben. Analoge Ueberlegungen werden wir fiir dreidimensionale Riume 
durchfiihren , indem wir geeignete Polyeder construiren. Wir werden 
da im parabolischen Raume das Parallelepiped etc. in Betracht zu 
ziehen haben, im hyperbolischen Falle aber die Polyeder, welche 
Hr, Poincaré in Band 3 der Acta Mathematica untersucht**). Ich 
verzichte darauf, dies hier in’s Einzelne auszufiihren, weil dies ausser- 
ordentlich viel Raum erfordern wiirde***). Immer wiirde ich wiinschen, 
dass die Fragestelfung von anderer Seite aufgenommen wird. In der 
That ist dieselbe ja fiir die Raumlehre, sofern wir diese mit der For- 
derung freier Beweglichkeit starrer Korper beginnen wollen, fundamental. 
Letztere Forderung ist bekanntlich seinerzeit durch Hrn. v. Helm- 
holtz vorangestellt wordeny). Um hier alle Bemerkungen zusammen 
zu haben, die ich tiber das solchergestalt zu griindende System der 
Geometrie zu machen habe, gedenke ich anhangsweise noch der Helm- 
holtz’schen Forderung der Monodromie des Raumes. Dieses neue 
Postulat verlangt zuniichst, dass iiberhaupt volle Umdrehung um eine 
Axe méglich sein soll; es werden dadurch z. B. die Raume mit in- 
definitem Bogenelemente ausgeschlossen. Dieser Theil des Postulates 
ist gewiss gerechtfertigt und soll hier unerértert bleiben. Aber 
Hr. v. Helmholtz giebt seinem Postulate eine weitergehende Bedeutung, 





*) Vergl. etwa Acta Mathematica I (1882): Mémoire sur les groupes 
fuchsiens. 
**) Mémoire sur les groupes kleinéens (1883). 
***) Was den Begriff der Doppelmannigfaltigkeit im Falle dreier Dimensionen 
angeht, so vergl. die bereits citirte Abhandlung von Hrn. Dyck in Bd. 32 der 
math. Annalen. 


+) Ueber die thatsiichlichen Grundlagen der Geometrie, Bd, 4 d. Verh. d. 
naturhistorisch-medicinischen Vereins zu Heidelberg, 1866; Ueber die Thatsachen, 
die der Geometrie zw Grunde liegen, Gittinger Nachrichten 1868. 
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indem er der Mdglichkeit gedenkt, dass bei voller Umdrehung des 
Raumes um eine Axe sich die Abstiinde der Punkte von der Axe viel- 
leicht nicht ungeindert reproduciren. In der That hat Hr. v. Helm- 
holtz fiir den Fall zweier Variabelen am Schlusse seiner Mittheilung 
in den Gottinger Nachrichten eine mit drei Parametern ausgestattete 
Transformationsgruppe angegeben, welche tibrigens alle Eigenschaften 
einer (Euklidischen oder Nicht-Euklidischen) Bewegungsgruppe hat, 
aber die hiermit bezeichnete Mdéglichkeit realisirt. Wir sehen dies 
sofort, indem wir uns die Transformationen der Gruppe etwa folgender- 
massen anschreiben: 


(a! + iy’) = emtine « (w+ iy) + a+ id. 

Hier sind g, a, b die drei Parameter, m und » aber bedeuten zwei 
nicht verschwindende Constante. Die Forderung der Monodromie liuft 
nun insbesondere auch darauf hinaus, derartige Gruppen auszuschliessen. 
Demgegeniiber muss constatirt werden, dass Gruppen der gewollten 
Eigenschaft iiberhaupt nur bei zwei Dimensionen existiren (so dass also 
fiir Raume von drei und mehr Dimensionen die Forderung der Mono- 
dromie in ihrem zweiten, hier allein in Discussion stehenden Theile 
gegenstandslos ist). Einen ausfiihrlichen Beweis hierfiir giebt Hr. Lie 
in den Leipziger Berichten von 1886*). Ich meinerseits méchte hier 
auf eine einfache Ueberlegung aufmerksam machen, aus welcher das 
Gleiche ohne alle Rechnung folgt. Die Sache ist, dass bei drei und 
mehr Dimensionen positive und negative Drehung um eine Axe noth- 
wendig gleichberechtigte Operationen sind. Denn man kann in einem 
solchen mehrdimensionalen Raume die Axe, um welche gedreht wird, 
unter Festhaltung eines ihrer Punkte selber drehen, bis sie in um- 
gekehrter Richtung in ihre urspriingliche Lage hineinfallt: dann hat 
sich Drehung rechts herum von selbst in Drehung links herum ver- 
 wandelt, Wiirden nun etwa bei Drehung rechts herum die Abstinde 
der Raumpunkte von der Axe vergréssert, so miisste dies auch bei 
Drehung links herum, d. h. bei der inversen Operation, der Fall sein, 
was ein Widerspruch ist. 


III. 
Von der rein projectiven Begriindung der analytischen Geometric. 


Meine Entwickelungen in Band 4 und 6 dieser Annalen, denen 
zufolge die projective Geometrie auch in ihrer analytischen Form vor 
Entscheidung iiber die Frage des Parallelenaxioms soll aufgestellt 
werden kénnen, ruhen wesentlich auf dem Nachweise v. Staudt’s, 
dass man den Zahlbegriff in die Geometrie auf Grund blosser projec- 








*) Bemerkungen zu v. Helmholtz’ Arbeit iiber die Thatsachen, welche der 
Geometrie zu Grunde liegen. 
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tiver Constructionen einfiihren kann, ohne irgend von Maass und 
Messen zu sprechen. Trotzdem hieriiber in den letzten 20 Jahren 
Vieles von verschiedenen Seiten geschrieben ist, scheinen doch noch 
immer besondere Schwierigkeiten dem Verstiindnisse entgegen zu stehen, 
wie ich schon in der Hinleitung bemerkte. Vielleicht liegt dies an 
der Unanschaulichkeit des urspriinglichen v, Staudt’schen Verfahrens, 
bei welchem abstracte Definitionen vorangestellt werden und dem Leser 
selbst tiberlassen bleibt, wie er eine Uebersicht der schliesslich néthig 
werdenden Operationen gewinnen will. Diese Unanschaulichkeit liegt 
aber, hier wie in anderen Theilen der Geometrie, keineswegs im 
Wesen der Sache. Vielmebr gelingt es, wie ich hier zeigen michte, 
an einer einzigen einfachen Figur gleichzeitig die Einfiihrung der 
Zahlen und die Grundsitze, nach welchen mit denselben zu operiren 
ist, deutlich zu machen. 

Es wird gut sein, die so bezeichnete Aufgabe von vorneherein 
nach verschiedenen Seiten zu umgrinzen. Zielpunkt ist uns der all- 
gemeine Nachweis, dass man durch bestimmte projective Construction 
auf jedem Grundgebilde erster Stufe (also, um uns auf die Ebene zu 
beschranken, auf jedem Strahlbiischel und auf jeder geraden Punkt- 
reihe der Ebene) eine Werthevertheilung x derart angeben kann, dass 
zwischen den x, x’ zweier Grundgebilde, die projectiv auf einander be- 
zogen sind, eine lineare Relation x’ = a 14 statt hat. Nun wird 
aber die beabsichtigte Scalenconstruction sich wegen ihres projectiven 
Charakters von einem ersten Grundgebilde sofort auf jedes andere, 
mit ihm projectiv verbundene iibertragen. Daher kénnen wir den 
beabsichtigten Nachweis auf die Betrachtung eines einzigen Grund- 
gebildes einschrinken, in der Weise, dass wir zeigen: Wie immer 
wir auf einem solchen Grundgebilde zwei projective Scalen x, x’ con- 
struiren modgen, immer stehen dieselben in linearer Abhdngigkeit. Aber 
auch diesen Ansatz werden wir noch modificiren. Ein einfacher Ueber- 
schlag wird uns lehren, dass bei der von uns auszufiihrenden Scalen- 
construction drei willkiirliche Constante benutzt werden. Ebenso viele 
wesentliche Constante sind in der Formel 2’ = *%+8 enthalten. 


yx+0 
Wir kénnen daher unsere Forderung umkehren und den Nachweis ver- 


langen, dass wir zu jeder Werthevertheilung x, die wir auf einem festen 
Grundgebilde erster Stufe durch unsere projective Construction gewinnen 
mogen, durch Verdnderung der Grundelemente unter Wiederholung 
unserer Construction eine Werthevertheilung x’ hinzuw construiren kinnen, 
die zu thr im irgendwelcher vorgegebener linearer Abhéngigkeit 
a’ me SET stony, 











yx+a 
Dieser letzte Beweis soll nun wirklich erbracht werden, indem 
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wir als festes Grundgebilde ein Strahlbiischel der Ebene nehmen (was 
den Vortheil bietet, dass uns unabhingig von der Ansicht, die wir 
uns vom Parallelenaxiom bilden mégen, alle seine Elemente zuginglich 
sind). Dabei wird es sich, was die Construction irgend welcher Scala 
x angeht, selbstverstindlicherweise nur darum handeln kénnen: jedem 
rationalen Werthe von x ein Element unseres Grundgebildes zuzuweisen, 
wobei wir den Nachweis verlangen, dass die so entstehenden ,,rationalen“ 
Elemente des Gebildes auf diesem nach der Grésse des zugehérigen x 
geordnet sind und in ihrer Gesammtheit das Gebilde ,iiberall dicht “ 
iiberdecken. Aber auch die Forderung, die wir betreffs der Formel 


L' = ett stellten, werden wir entsprechend einschranken. Wir 


werden dieselbe niamlich ausschliesslich unter der Voraussetzung be- 
handeln, dass die a, B, y, 0 commensurabel sind; wir geben dem Aus- 
druck, indem wir statt der allgemeinen Formel lieber gleich die 
folgende hinschreiben: 

~ 233 

~ e¢e+td? 
in welcher a, b,c, d ganze Zahlen bedeuten sollen. Die Determinante 
(ad — bc), die selbstverstiindlich nicht verschwinden soll, setzen wir 
weiterhin — py. — Die so umgrinzten Constructionen und Beweise 
werden dann so durchzufiihren sein, dass wir immer wieder den 
v. Staudt’schen Satz von der Vierseitsconstruction gebrauchen, durch 
den wir irgend drei in bestimmter Reihenfolge genommenen Elementen 
unseres Grundgebildes jeweils ein viertes, welches wir das harmonische 
Element nennen, zuordnen kénnen. 
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. Fig. 4. 


Die Figur, die ich mir jetzt construirt denke, ist die projective 
Verallgemeinerung des gewohnlichen Parallelogramm-Netzes (Fig. 4). 
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Die betreffende Verallgemeinerung bietet sich unmittelbar, sobald man 
bemerkt, dass von den in der Figur markirten Punkten 
- G2, G-1, 0, A4iy Ge, .+- 
je drei aufeinanderfolgende zu dem unendlich fernen Elemente A, von 
den ebenfalls angegebenen Punkten 
-+ bg, bs, 0, Bis, Bas, ... 
je drei aufeinanderfolgende zu dem unendlich fernen Elemente B har- 


monisch sind. Statt lingerer Erliuterung schalte ich hier das Beispiel 
einer so verallgemeinerten Figur ein: 








Fig. 5. 


Offenbar kénnen wir bei ihrer Construction vier Punkte, z. B. 0, a41, 
bis, ¢, beliebig annehmen; alle weiteren Punkte sind dann eindeutig 
bestimmt. Wir nennen jetzt den Punkt, in welchem sich die Strahlen 
Ban, Ab, kreuzen, den Punkt (m,); m und m sind dabei irgend 
zwei (positive oder negative) ganze Zahlen. Man sieht dann in Fig, 4 
durch elementargeometrische Ueberlegungen: 

Sind m,n; m,n; @ irgend welche ganze Zahlen, so liegen die 
Punkte (m,n), (m’, n’), (m + e(m'— m), n+ oe(n’ — n)) auf 
gerader Linie. 

Eben denselben Satz werden wir bei Figur 5 durch wiederholte 
Anwendung des Satzes vom Vierseit beweisen kénnen. 

Hiermit haben wir nun alle Hiilfsmittel, um fiir das von 0 aus- 
laufende Strahlbiischel der Fig. 5 alle von uns postulirten Entwicke- 
lungen zu machen. Offenbar liegen je zwei Punkte (m, ») und 
(om, en) mit O auf gerader Linie. Eben dieser Linie als einem Ele- 
mente des von 0 auslaufenden Strahlbiischels legen wir jetet den Zahlen- 
werth «= m/, bei. Wir erhalten so fiir jeden rationalen Werth von 
x einen Strahl, und dass diese ,,rationalen“ Strahlen im Biischel ebenso 
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auf einander folgen, wie die der Grésse nach geordneten zugehdrigen 
xz, ferner dass sie das Biischel ,,iiberall dicht‘‘ tiberdecken, diirfte 
durch den blossen Anblick unserer Figur deutlich sein. Nicht minder 
ist auf Grund einfacher projectiver Ueberlegungen klar, dass die so 
gewonnene Werthevertheilung 2 von drei willkiirlichen Parametern 
abhingt, dass sie nimlich vdllig festgelegt ist, wenn wir die drei 
Strahlen OA, OB, OC, die beliebig ausgewihlt werden diirfen, in 
bestimmter Weise angenommen haben. Wir kénnen also gleich zum 
zweiten Theile unserer Entwickelung tibergehen. Wir verlangten zu 
zeigen, dass wir zur ersten Scala x fiir die Strahlen unseres Biischels, 
unter Festhaltung der einmal gewiahlten Constructionsweise, eine neue 
Scala x’ hinzuconstruiren kénnen, die mit ihr durch irgendwelche 
ax+b 
cxz-+d 
von nicht verschwindender Determinante verstanden, die wir gleich p 
setzten). 

Dieser Nachweis ist nun in speciellen Fallen, die ich hier vorab 
bespreche, wenn nimlich eine der folgenden drei Formeln vorgelegt ist: 


e=axt+l 


Formel 2’ = 





verbunden ist (unter a, b, c, d ganze Zahlen 


, x 
o' == —, 
Pp 
durch blossen Anblick der Figur 5 zu erbringen (man orientire sich 
vielleicht vorab jedesmal an der Figur 4, die unseren Gewohnungen 


2 = — 


a? 


besser entgegenkommt). Wollen wir z. B. 7’ = ~ construiren, werden 
wir Fig. 5 als soleche ganz unverindert lassen und nur die ihr bei- 
gesetzten Buchstabenreihen a,b vertauschen. Wollen wir 2 = = 


haben, so werden wir die Punkte b und die Linien Ab der Figur un- 
geiindert lassen , dagegen von den Punkten a@ (und also den Linien Ba) 
nur diese beibehalten : 

5 , - Ap, Gp, O, tp, A+ap) +++ 
und sie mit 

. a_s, a1, O, a1, se, 

bezeichnen. Nicht minder construiren wir die Scala xz’ = x + 1 durch 
eine Figur der von uns betrachteten Art, deren Lage gegen Fig. 5 
ohne Weiteres ersichtlich sein diirfte. 

Und nun ist das Schéne, dass, aus arithmetischen Griinden, mit 
diesen speciellen Féillen der allgemeine von uns 2u erbringende Nachweis 
bereits von selbst mit erledigt ist. In der That ist es ein bekanntes 
Theorem der Arithmetik (welches z. B. in der Theorie der Transfor- 
mation der elliptischen Functionen immerzu benutzt wird*)), dass man 
jede Substitution: 


*) Vergl. z. B. Dedekind im 83. Bande des Journals fiir Mathematik, p. 287 ff. 
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, ax +. b 
is cez+d 
aus den speciellen Substitutionen: 





a “=, a’ =ar+1 
durch eine endliche Zahl von Wiederholungen, bez. Combinationen 
erzeugen kann. Jeder einzelne dieser Schritte bedeutet aber die Er- 
setzung der urspriinglichen Figur 5 durch eine neue derselben Art; 
dieselbe Bedeutung hat also die allgemeine Formel 2’ = *~ + was 


. cx 
zu beweisen war. 





IV. 


Von der principiellen Bedeutung der projectiven Geometrie, nebst all- 
gemeinen Bemerkungen iiber die geometrischen Axiome. 


In meinen Abhandlungen in Bd. 4 und 6 habe ich nirgends die 
Frage beriihrt, in welchem Sinne es psychologisch berechtigt erscheint, 
die projective Geometrie vor der Geometrie des Maasses zu entwerfen 
und geradezu als Grundlage der letzteren zu betrachten. Hierauf diirfte 
etwa Folgendes zu antworten sein: 

Wir kénnen zwischen mechanischen und optischen HKigenschaften 
des Raumes unterscheiden. Erstere finden in der freien Beweglichkeit 
starrer Kérper ihren mathematischen Ausdruck, letztere in der Grup- 
pirung der den Raum durchziehenden geraden Linien (der Lichtstrahlen, 
oder der vom Auge ausgehenden Visirlinien). Es handelt sich nun 
hier nicht um die Frage, wie tiberhaupt unsere Raumvorstellung ent- 
steht (oder im Laufe der Generationen entstanden ist): Niemand wird 
wohl zweifeln, dass mechanische und optische Erfahrungen dabei zu- 
sammenwirken oder zusammengewirkt haben. Vielmehr handelt es 
sich darum, ob man beim methodischen Aufbau der Raumwissenschaft 
die Eigenschaften der einen oder der anderen Art voranstellen soll. 
Durch Hrn. v. Helmholtz sind, wie wir ausfiihrlich besprachen, die 
mechanischen Eigenschaften bevorzugt worden: meine Arbeiten zeigen, 
dass man ebensowohl mit den optischen Eigenschaften beginnen kann. 
Beiderlei Entwickelungen kénnen neben einander bestehen; eine jede 
von ihnen hat ihre besonderen Vorziige. Wenn es fiir den Anfinger 
fasslicher sein mag, mit den starren Kérpern und ihrer Congruenz zu 
beginnen, so giebt uns die projective Methode bessere Uebersicht. Ich 
mochte, um dies zu belegen, geradezu auf die Entwickelungen der 
Nr. Il zuriickverweisen. Alle die Unterscheidungen, die ich dort be- 
spreche: zwischen dem elliptischen und spharischen Raume und den 
anderen Raumformen, ergeben sich bei Zugrundelegung der projectiven 
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Anschauung wie von selbst, wihrend es eines hohen Maasses von 
Abstraction bediirfen méchte, um auf dem anderen Wege zu denselben 
zu gelangen. — 

Zum Schlusse noch einige Worte iiber das Wesen der geometrischen 
Axiome iiberhaupt. In der mathematischen Literatur zum Mindesten 
scheint mir betreffs derselben fast allgemein eine Ansicht verbreitet*), 
welche von derjenigen abweicht, die ich fiir richtig halte, und von der ich 
in meinen friiheren hierher gehérigen Arbeiten Gebrauch gemacht habe, 
chne mir des Widerspruchs gegen andere Meinungen deutlich bewusst zu 
sein. Die betreffende Ansicht geht dahin, dass die Axiome die ,,That- 
sachen“ der raiumlichen Anschauung formuliren und zwar so voll- 
stiindig formuliren, dass es bei geometrischen Betrachtungen unndthig 
sein soll, auf die Anschauung als solche zu recurriren, es vielmehr 
geniigt, sich auf die Axiome zu berufen. Ich méchte zuniichst jeden- 
falls den zweiten Theil dieses Satzes bestreiten. Eine geometrische 
Betrachtung rein logisch zu fiihren, ohne mir die Figur, auf welche 
dieselbe Bezug nimmt, fortgesetzt vor Augen zu halten, ist jedenfalls 
mir unméglich. Man verweist in dieser Hinsicht ja wohl auf das Ver- 
fahren der analytischen Geometrie. Aber eine bloss rechnende ana- 
lytische Geometrie, welche von den Figuren abstrahirt, kann ich 
ebensowenig als eigentliche Geometrie gelten lassen, wie gewisse 
Zweige der sogenannten synthetischen Geometrie, die sich nur dadurch 
von analytischer Geometrie unterscheiden, dass an Stelle der alge- 
braischen Formelsprache eine andere gesetzt ist. — Doch nun zum 
ersten Theile des Satzes! In meinem Aufsatze iiber den allgemeinen 
Functionsbegriff, den ich in der Kinleitung citirte, habe ich ausfiihrlich 
auseinandergesetzt (und hierin stimme ich mit Hrn. Pasch tiberein), 
dass ich die raumliche Anschauung als etwas wesentlich Ungenaues an- 
sehe, —- mag nun von der abstracten Anschauung die Rede sein, wie 
sie uns durch Gewohnung geliiufig geworden ist, oder von der con- 
creten Anschauung, die bei empirischen Beobachtungen zur Geltung 
kommt. Das Axiom ist mir nun die Forderung, vermége deren ich 
in die ungenaue Anschauung genaue Aussagen hineinlege. Eine geo- 
metrische Betrachtung aber denke ich mir so, dass wir die Figur, um 
welche es sich handelt, als solche unablissig vor Augen behalten, und uns 
dann in jedem Augenblicke, in welchem es sich um scharfe Beweisfiihrung 
handelt, auf die Axiome als festes logisches Substrat zuriickbeziehen. — 
Der Inhalt der Axiome erscheint bei dieser Auffassung so weit will- 


*) Ich méchte hier insbesondere auf die Vorleswngen tiber neuere Geometrie 
von M. Pasch verweisen (Leipzig, 1882), insofern die Grundanschauungen, von 
denen Hr. Pasch ausgeht, mit meinen eigenen sehr gut iibereinstimmen, ab- 
gesehen eben von der im Texte niher zu erliuternden Differenz hinsichtlich der 
Bedeutung der Axiome, 


——__—__—_—__—.— 
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kiirlich, als mit der Ungenauigkeit unserer Raumanschauung ver- 
triglich ist. Eben hierin, aber auch nur hierin, ruht fiir mich die 
Berechtigung der Nicht-Euklidischen Geometrie (unter Nicht-Kukli- 
discher Geometrie die reale Disciplin und nicht bloss die abstracten 
mathematischen Betrachtungen verstanden, zu denen dieselbe Anlass 
gegeben hat). Uebrigens ist es von diesem Standpunkte aus selbst- 
verstaindlich, dass wir unter gleichberechtigten Systemen von Axiomen 
jeweils das einfachste bevorzugen und eben darum zumeist mit der 
Euklidischen Geometrie operiren, welche fiir die gewéhnlichen Frage- 
stellungen die einfacheren Aussagen liefert. — Was aber die Entstehung 
der Axiome angeht, so weiss ich dariiber nichts weiter zu sagen, als 
dass wir die zu ihnen fiihrende Abstraction hier wie in anderen Ge- 
- bieten unwillkiirlich vollziehen. Das, was in der Anschauung oder im 
Experimente nur approximativ gegeben ist, das formuliren wir in 
exacter Weise, weil wir anderenfalls damit nichts anzufangen wissen. — 
Hiermit ist denn auch die Stellung gegeben, die ich zur Theorie des 
Irrationalen einnehme. Sicher liegt die Veranlassung zur Bildung der 
Irrationalzahlen in der scheinbaren Stetigkeit der Raumanschauung. 
Ich kann aber, da ich der Raumanschauung keine Genauigkeit bei- 
lege, ihr auch nicht die Evxistenz des Irrationalen entnehmen wollen. 
Vielmehr ist mir die Theorie des Irrationalen etwas, was in rein 
arithmetischer Weise zu begriinden oder zu umgrinzen ist, und was 
wir dann, dank den Axiomen, in die Geometrie hineintragen, um 
auch in ihr diejenige Schiirfe der Distinctionen zu erreichen, welche 
die Vorbedingung der mathematischen Behandlung ist. 


Goéttingen, den 20. August 1890. 


























Ueber die Nullstellen der hypergeometrischen Reihe. 
Von 


Fexix Kuz in Gottingen. 


Nachstehend entwickele ich einige Betrachtungen iiber die Differen- 
tialgleichung der hypergeometrischen Reihe 
l. ot Mm. 

F(L, m, 0,2) = 14+ 28 g4 24) me ies 
welche darin gipfeln, dass ich die Anzahl der Nullstellen bestimme, 
die F zwischen x = und « — 1 besitzt, Ich hoffe, dass nicht nur 
das so erhaltene Resultat einiges Interesse erregt*), sondern auch die 
zur Herleitung desselben angewandte Methode. Irre ich nicht, so wird 
diese Methode bei der ferneren Untersuchung der linearen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung noch mannigfache Dienste leisten kénnen. 


? 


| ao 
Von der charakteristischen Zahl X, welche einer linearen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung beziiglich eines Intervalls zukommt. 


Sei irgend welche lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung 
vorgelegt: 


ad? d 
(1) — Ge +p-so+a-9=0, 


deren Coefficienten p, g zuniichst nur der einen Bedingung unterworfen 
sein sollen, reell zu sein (wie wir denn tiberhaupt zuniichst nur reelle 
Werthe auch der Variabeln x, y in Betracht ziehen). Wir grenzen 
auf der X-Axe irgend ein Intervall AB ab, welches weder einen 
singuléren Punkt von (1) enthalten noch an einen solchen heranreichen 
soll, und betrachten den Verlauf, welchen irgend welche reelle Lésung 


*) In der That diirfte dieses Resultat neu sein; es scheint nicht, dass die 
im Texte bezeichnete Frage, trotz ihrer Einfachheit, bisher von anderer Seite 
behandelt wurde; von speciellen Fallen, wie Kugelfunctionen etc, natiirlich ab- 
gesehen, — Stieltjes in Bd, 100 der Comptes Rendus (1885) und Hilbert in 
Bd. 103 des Journals fiir Mathematik (1887) behandeln den Fall der mit einer 
endlichen Gliederzahl abbrechenden hypergeometrischen Reihe, 
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y yon (1) in diesem Intervalle nimmt. Wird y im genannten Intervalle, 
indem es immer wieder durch Null hindurchgeht, auf und ab oscilliren, 
oder wird es, wenn iiberhaupt, nur einmal zu Null werden? Und wie 
gross wird im ersteren Falle die Zahl der in unser Intervall fallenden 
Nullstellen sein? 

Die so bezeichneten Fragen liegen jedenfalls ausserordentlich nahe. 
Aber es scheint, dass dieselben seit den schénen Untersuchungen von 
Sturm in den Banden 1 und 2 von Liouville’s Journal (1836—37) 
kaum mehr ernstlich bearbeitet worden sind. Sturm giebt dort u. a. 
das wichtige Theorem, dass die Nullstellen irgend eweier linear-unab- 
hiingiger Lisungen y,, y. von (1) im Intervalle AB nothwendig ab- 
wechseln (so dass also in unserem Intervalle die Wurzeln der Gleichung 
y, = 90 von denjenigen der Gleichung y, —0 separirt werden, und 
umgekehrt). Anschliessend hieran will ich dem Intervalle AB beziig- 
lich der Differentialgleichung (1) eine bestimmte charakteristische Zahl 
zuordnen, welche fernerhin mit X bezeichnet werden soll. Sei nimlich 
y, eine solche Lésung von (1), welche in dem einen Endpunkte des 
Intervalls, etwa in A, verschwindet. Mit X bezeichne ich sodann die 
Anzahl der Nullstellen, welche dieses y, im Inneren des Intervalls 
besitzt (so dass also nicht nur die Nullstelle in A nicht mitgezihlt 
wird, sondern auch nicht eine etwa nach B fallende Nullstelle). Aus 
dem Sturm’schen Satze folgt dann sofort, dass jede andere Particular- 
lésung y, von (1) innerhalb AB mindestens X-mal und hichstens (X+-1)- 
mal verschwindet. Auf dieses X nun richten wir unsere Fragestellung. 
Wir werden verlangen diirfen, bei irgendwelcher gegebenen Differential- 
gleichung (1) fiir jedes Intervall AB die Zahl X wirklich zu berechnen. 
Die so bezeichnete Problemstellung wird sofort noch ein wenig erweitert 
werden, tibrigens in der vorliegenden Arbeit nur im ganz speciellen 
Falle zur Erledigung gelangen. 


§ 2. 
Einfihrung des Quotienten y, : y, = 4. 


Unter y,, y, mégen wieder zwei solche Particularlésungen von (1) 
verstanden werden, wie wir sie gerade betrachteten, so also, dass y, 
von y, linear unabhiingig ist, und y, im Punkte A verschwindet. Der 
bestimmteren Ausdrucksweise halber will ich noch annehmen, dass y, 
im Punkte A negativ sei, wihrend y, von A beginnend positive Werthe 
annehmen mag. Wir bilden uns den Quotienten y, : y, = 9 und fragen, 
wieso in den Werthen, die er lings des Intervalls AB annimmt, die 
charakteristische Zahl X zur Geltung gelangt. Offenbar beginnt 7 bei 
x=A mit dem Werthe — co und geht, wahrend 2 von A bis B 
lauft, im Ganzen X-mal durch co hindurch. Aber zwischen je zwei 
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aufeinanderfolgenden Unendlichkeitsstellen unseres y liegt dem Sturm’- 
schen Satze zufolge eine und nur eine Nullstelle derselben. Wir ver- 
allgemeinern dies leicht, indem wir neben y, und y, irgend eine lineare 
Combination y, — Cy, ins Auge fassen und auf sie nnd y, den Sturm’- 
schen Satz anwenden. Wir erkennen dann, dass 9 zwischen je zwei 
aufeinanderfolgenden Unendlichkeitsstellen tiberhaupt jeden reellen 
Werth C einmal und nur einmal annimmt. Wéahrend x von A bis B 
liiuft, liiuft hiernach », ohne zwischendurch umeukehren oder auch nur 
stehen zu bleiben, immer wiederholt von — co bis +00, Und ewar 
vollendet es diesen Weg im Ganzen X-mal, — eine Aussage, bei welcher 
der Endpunkt B als nicht mehr unserem Intervalle angehdérig angesehen 
wird, weil sonst in dem besonderen Falle, dass B Nullstelle fir y, ist, 
(X-+-1) Durchlaufungen der genannten Werthereihe zu zihlen sein 
wiirden. 

An die so gewonnene neue Bedeutung des X kniipft nun sofort 
die Verallgemeinerung, welche wir gerade in Aussicht stellten. Ich 
will annehmen, dass unsere Differentialgleichung (1) eine Reihe reeller 
singulirer Punkte besitzen mége, die mit c—a,7—b,... bezeichnet 
sein sollen. Ich setze ferner der Einfachheit halber voraus, dass sich 
die Lésungen unserer Differentialgleichung in einem solchen Punkte 
nicht nur reguldr verhalten, sondern zu reellen Exponenten gehéren. 
Wir kénnen dann von dem Werthe, den der Quotient y irgend zweier 
Particularlésungen y,, y, von (1) im singuliren Punkte annimmt, als 
von einer wohldefinirten Grésse sprechen. Nun kénnen wir y,, y, im 
Allgemeinen nicht so wiihlen, dass das eine in «=a von Null ver- 
schieden ist, das andere verschwindet: wir kénnen sie aber so aus- 
suchen, dass ihr Quotient y,: y, = bei x =a unendlich wird, oder, 
um es bestimmter zu sagen, negativ wnendlich wird, wenn wir aus 
unserem Intervalle auf den Punkt =a zuschreiten. In Folge dessen 
kénnen wir jetzt die Definition unseres X auf solche Intervalle aus- 
dehnen, die einerseits oder auch beiderseits an einen singuldéren Pumkt heran- 
reichen. Wir wihlen einfach ein solches », welches in dem einen End- 
punkte des Intervalls (der mit dem singuliiren Punkte a zusammenfallen 
mag) negativ unendlich wird, und zéhlen ab, wie oft dasselbe, wiihrend 
xz von a ausgehend das Intervall iiberstreicht, seinerseits den Weg von 
— oo bis + co vollendet. Den anderen Endpunkt des Intervalls be- 
trachten wir dabei natiirlich, um mit unseren bisherigen Festsetzungen 
in Uebereinstimmung zu bleiben, als selbst dem Intervall nicht mehr 
zugehorig. 

Hiermit bietet sich zugleich eine erste Einschrinkung der Frage- 
stellung des vorigen Paragraphen. Es seien a, b, c,..., die auf- 
einanderfolgenden singuliren Punkte, welche die X-Axe tragt. Dann 
interessiren uns von allen Intervallen, die man auf der X-Axe abgrenzen 
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kann, jedenfalls die am meisten, die von einem singuléren Punkte zum 
niichstfolgenden hinreichen, d. h. die Intervalle ab, bc, ..., na selbst. 
Wir wollen unsere anfangliche Forderung also dahin einschriinken, 
dass wir bei gegebener Differentialgleichung (1) nur fiir diese Intervalle 
die Bestimmung des zugehérigen X verlangen. 


§ 3. 
Inbetrachtnahme complexer Werthe der Variabeln. 


Wir ziehen jetzt neben den reellen Werthen von x und q beliebige 
complexe Werthe derselben in Betracht und denken uns diese in einer 
X-Ebene, bez, H-Ebene gedeutet. Zugleich wollen wir betreffs der 
Differentialgleichung (1) einige vereinfachende Annahmen machen. 
Wir wollen nimlich fortan voraussetzen, die Coefficienten p,q in (1) 
seien rationale Functionen von x, wohlverstanden rationaie Functionen 
mit reellen Coefficienten (damit die anfiingliche Forderung reeller p, g 
aufrecht erhalten bleibt), und ihre simmtlichen Unendlichkeitspunkte 
seien durch Angabe der reellen Unendlichkeitspunkte a, b, c,..., 
bereits erschépft. Wir zerschneiden jetzt die X-Ebene lings ihrer 
reellen Axe und erhalten so zwei Halbebenen, von denen wir die eine, 
etwa die positive, der weiteren Betrachtung zu Grunde legen. Wir 
bezeichnen ferner mit 4 den Quotienten irgend zweier, nicht noth- 
wendig reeller Particularlésungen von (1). So kénnen wir das con- 
forme Abbild, welches ein solches 4 von der Halbebene X entwirft, 
nach den Untersuchungen von Hrn. Sch warz*) sehr einfach bezeichnen. 
Dasselbe stellt néimlich ein Kreisbogen-n-Eck vor, dessen Ecken den 
singuliren Punkten a,b, ..., der X-Axe entsprechen; die Ecken- 
winkel sind besiehungsweise Ax, ux, va,..., unter A, wu, v,... die 
Exponentendifferenzen verstanden, welche zu den einzelnen singuldren 
Punkten zugehiren. — Ersetzen wir das anfinglich gewihlte 9 durch 
irgend ein anderes, so bedeutet dies einfach den Uebergang zu einem 
kreisverwandten Polygone. Wir wollen nun festsetzen, dass fernerhin 
kreisverwandte Figuren als nicht wesentlich verschieden gelten sollen. 
Dann wird also zwischen den Polygonen verschiedener Particular- 
lésungen » nicht weiter zu unterscheiden sein; wir kénnen vielmehr 
schlechtweg von dem Kreisbogenpolygon der y-Ebene sprechen. 

Und wie werden nun in der Gestalt dieses Polygons die charakte- 
ristischen Zahlen X hervortreten, die wir am Schlusse des vorigen 


*) Vergl. insbesondere dessen Abhandlung (die auch den folgenden Ent- 
wickelungen des Textes durchweg zu Grunde liegt): Ueber diejenigen Faille, in 
denen die Gauss'sche hypergeometrische Reihe eine algebraische Function ihres 
vierten Elementes ist (Bd. 75 des Journals fiir Mathematik, 1871—72, oder auch 
Gesammelte mathematische Abhandlungen [Berlin bei Springer, 1890], Band 2). 
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Paragraphen des Niheren bezeichneten? Das zum Intervalle ab ge- 
hérige X (um nur von diesem zu sprechen) bedeutete dort die Anzahl 
von Malen, dass ein in bestimmter Weise gewiihltes 4, von — co 
beginnend, liings der reellen Axe der y-Ebene nach + oo hinlief, 
wihrend sich x von a bis b bewegte. Das allgemeine 4 (welches eine 
kreisverwandte Figur beschreibt) wird augenscheinlich unterdessen, von 
irgend welchem Werthe beginnend, eine bestimmte Kreisperipherie 
X-mal tiberstreichen. Das X unseres Intervalles ab erscheint also als 
die Anzahl von Malen, dass die zugehirige Seite des Polygons der »- 
Ebene eine volle Kreisperipherie umspavnt, oder, was dasselbe ist, als 
die Anzahl von Malen, dass die betreffende Polygonseite sich selbst tiber- 
schlégt. Dabei miissen wir natiirlich eine Festsetzung treffen, welche 
der friiheren Verabredung, dass der Endpunkt b nicht mit zum Intervalle 
gezihlt werden sollte, entspricht. Sollte nimlich der Endpunkt unserer 
Kreisbogenseite mit dem Anfangspunkte derselben zusammenfallen, so 
werden wir das doch nicht als volle Umspannung einer Kreisperipherie 
gelten lassen und bei der Berechnung des X also nicht mitzihlen. 

So hat denn die Fragestellung des § 2 eine sehr anschauliche 
Form angenommen: Wir sollen das Polygon der y-Ebene (mit den 
Winkeln dx, ux, ...) betrachten und zusehen, wie gross die Anzahl 
voller Kreisperipherieen ist, die im Sinne der gerade getroffenen Ver- 
abredung von jeder Seite dieses Polygons umspannt wird. 


§ 4. : 
Specieller Ansatz fiir die Differentialgleichung der hypergeometrischen 
Reihe. 
Wir specialisiren jetzt unsere Betrachtungen auf den einfachsten 
Fall, der allein hier zur Erledigung kommen soll, indem wir nimlich 
an Stelle von (1) insbesondere die Differentialgleichung der hyper- 


geometrischen Reihe F'(1, m, n, x) setzen. Bekanntlich hat diese 
Differentialgleichung nur drei singulire Punkte: 


(2) a=z=0, b=o, c=l1 
und in ihnen als Exponenten: 
(3) V =0, wml, vv =O, 
Yu =1l—n, =m, vw =—n—l—m; 


die hypergeometrische Reihe F' (1, m,n, x) bezeichnet diejenige Parti- 
cularlésung, welche in der Umgebung des Punktes a (d. h. des Punktes 
x =) dem Exponenten 4’ = 0 zugehdrt. Ich will hier die zugehérigen 
Exponentendifferenzen gleich als wesentlich positive Gréssen einfiihren 
und schreibe in diesem Sinne unter Verwendung aufrechter Klammern: 
(4) A=|1—n|, w=|l—m|, v=—|n—l—m|. 
Mathematische Annalen. XXXVII. 88 
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Das Polygon der »-Ebene wird ein Kreisbogendreieck mit den Winkeln 
Ax, wx, vx. Und nun ist die einfache Aufgabe, zuzusehen, wie oft 
sich bei einem solchen Dreiecke die einzelnen Kreisbogenseiten tiberschlagen 
miégen, oder, wenn wir die Sache anschauungsmiissig ins Einzelne aus- 
gestalten wollen: klar zu entwickeln, wie ein Kreisbogendreieck mit 
irgendwelchen Winkeln Ax, ux, vx gestaltet ist. Um den Sinn der 
letzteren Frage richtig zu verstehen, miissen wir uns vor Augen halten, 
dass unsere A, uw, v beliebig grosse positive Zahlen sein kénnen, so 
dass wir ganz wesentlich auch solche Kreisbogendreiecke zu betrachten 
haben, bei denen in den Ecken Windungspunkte liegen. Uebrigens 
besi tat unsere Frage durchaus elementargeometrischen Charakter: indem 
wir uns unser Dreieck in bekannter Weise durch stereographische Pro- 
jection auf die Kugel iibertragen denken, kénnen wir die sogleich zu 
gebende Erledigung unserer Aufgabe geradezu als einen Beitrag zur 
sphirischen Trigonometrie bezeichnen*), 

Jedenfalls giebt uns die analytische Fragestellung, von der wir 
ausgehen, zur Behandlung dieser geometrischen Aufgabe einen ersten 
wesentlichen Ansatz. In (4) kénnen die 4, uw, v gapz beliebig ange- 
nommen werden. Desshalb muss es fiir jedes Werthetripel 4, uw, v 
sugehdrige Kreisbogendreiecke wirklich geben. Ich will doch die Differen- 
tialgleichung dritter Ordnung hersetzen, der das betreffende » geniigt. 
Dieselbe lautet bekanntlich: 


1 —2? Sard 1— #4 ps? — o 


© *-$(*f-3-4+ 25+ 


a(l—a) 


Jetat kommt man auf diese Differentialgleichung mit Nothwendigkeit, 

*) Ich verstehe hier unter ,,sphirischer Trigonometrie* tiberhaupt die Lehre 
von denjenigen Kugelfiguren, die von drei Ebenen umgriinzt werden. Die ge- 
wohnliche Voraussetzung der niederen sphiirischen Trigonometrie, dass sich nim- 
lich diese drei Ebenen im Mittelpunkte der Kugel schneiden, lisst sich bekanntlich 
immer durch Anwendung einer geeigneten Kreisverwandtschaft realisiren, sofern 
sich nur die Ebenen in einem Punkte des Kugelinneren treffen. Zieht man da- 
gegen Ebenen in Betracht, die sich auf der Kugel oder gar ausserhalb derselben 
treffen, so wird man das eine Mal die Formeln der ebenen Trigonometrie, das 
andere Mal diejenigen der pseudosphiirischen Trigonometrie zu verwenden haben. 
Die Fragestellung des Textes steht oberhalb dieser Unterscheidungen, sie be- 
zeichnet einen Punkt, in welchem die genannten dreierlei Trigonometrieen gleich- 
férmig unvollstiindig sind. Simmtliche Trigonometrieen gehen niimlich still- 
schweigend von der Annahme aus, dass kein Dreieckswinkel > 2z sei und dass 
keine Dreiecksseite mehr als eine volle Kreislinie umspanne. In Folge dessen 
beschrinken sie sich darauf, die gegenseitige Abhiingigkeit der ,,trigonometrischen 
Functionen‘*‘ der Winkel und Seitenliingen nachzuweisen. Die Ergiinzung, welche 
durch die im Texte zu gebenden Entwickelungen hinzukommt, bezieht sich 
darauf, dass auch die absoluten Betriige der Winkel und Seitenliingen (die sich 
nicht durch Sinus und Cosinus festlegen lassen) in Abhiingigkeit gesetzt werden. 
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wenn man es unternimmt, ein Kreisbogendreieck mit den Winkeln Az, 
ux, vx derart auf unsere Halbebene X abzubilden, dass den Ecken be- 
ziehungsweise die Stellen =O, oo, 1 entsprechen. Andererseits driickt 
sich die allgemeine Lésung von (5) in einer beliebigen Particularlésung 4 


derselben in der Gestalt — +4 aus. Wir schliessen: Haben wir ein 


erstes Kreisbogendreieck mit den Winkeln Ax, ux, vx construirt, so 
ergiebt sich aus ihm jedes andere durch Kreisverwandtschaft. Beson- 
ders diesen zweiten Satz brauchen wir im Folgenden immerzu, indem 
wir uns, wenn es sich um allgemeine Aussagen iiber Kreisbogendreiecke 
gegebener Winkel handelt, schlechtweg auf eine einzelne Figur als 
hinreichenden Beweisgrund beziehen*). 





§ 5. 
Allgemeines iiber Kreisbogendreiecke. 


Die fernere Behandlung unserer geometrischen Frage gestaltet sich 
einfacher, als man erwarten sollte. Ich finde, dass man nur zwei 
Arten von Dreiecken auseinander zu halten hat. Indem ich hier zu- 
nichst von den speciellen Formeln (4) absehe, durch die wir die 
Buchstaben 4, uw, v urspriinglich eingefiihrt haben, will ich die A, w, v, 
durch die wir die Dreieckswinkel festlegen, bis auf Weiteres der Grésse 
nach geordnet denken: 

(6) Apu. 
Dreiecke erster Art sind mir dann solche, bei denen 
(7) Asety, 

Dreiecke zweiter Art die anderen, fiir die 

(8) 4>u+v. 

Fiir beide Arten von Dreiecken entwickele ich hier vor Allem 
einen arithmetischen Ansatz, den ich als Reduction bezeichne. 

Um ein Dreieck erster Art zu reduciren, setze ich: 


A=6+y, 

uy te, 

v=a-+6, 

und erhalte so in: 

in 
2 ’ 

_ 
@ pact. 
_ iAt+e-—y 
jee: aes 


*) Die beiden Siitze des Textes miissen sich natiirlich auch elementargeo- 
metrisch beweisen lassen; ob dies in gleicher Kiirze gelingt? 


= 38° 
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drei Zahlen, die wegen (6), (7) >O sind, Die gréssten, in a, B, y 
beziehungsweise enthaltenen, ganzen Zahlen nenne ich jetzt a, b, ¢ 
und schreibe dementsprechend: 


(10) e=ata, BP=b+h, yeoe+n- 


Wir setzen ferner: 


(11) Ag=Bot+%, to=%Mo+%, Vy = & + By. 


Wir haben dann offenbar 


(12) A=A+b+c, wemteta, v—H+tatbd. 


Hier sind die a, b, c irgend welche positive ganze Zahlen, die A,, uy, % 
aber bedeuten drei Gréssen, von denen keine > 2 oder grésser als die 
Summe der beiden anderen wire, Das Kreisbogendreieck mit den 
Winkeln 4,2, ux, v)x ist hiernach selbst ein Kreisbogendreieck der 
ersten Art. Ich bezeichne dasselbe als das zum gegebenen Dreiecke 
gehorige reducirte Dreieck. 

Fiir Dreiecke zweiter Art (8) gestaltet sich die Reduction wesent- 
lich einfacher. Ich verstehe unter m, m die gréssten ganzen in p, v 
enthaltenen Zahlen und schreibe: 


(13) A=mtnta, pemtm, vent, 


wovon A, > uw, + v). Wieder bezeichne ich das Dreieck mit den 
Winkeln 4,2, u) 2, vx als reducirtes Dreieck. Hin reducirtes Dreieck 
eweiter Art ist einfach ein solches Dreieck zweiter Art, dessen kleinere 
Winkel < x sind. Die Zahlen m,m im (13) bedeuten dabei beliebige 
positive ganze Zahlen. — 

Unsere fernere Aufgabe ist uns jetzt klar vorgezeichnet: wir haben 
uns deutlich zu macher, was reducirte Dreiecke der einen oder anderen 
Art geometrisch sind, und insbesondere zuzusehen, was die Formeln 
(12), (13) geometrisch besagen, durch die wir bez. vom reducirten 
Dreiecke zum allgemeinen Dreiecke aufsteigen. — 

Dabei denken wir uns die Dreiecke, wie schon oben angedeutet 
wurde, am besten von vornherein auf die Kugel iibertragen, und so 
mégen also auch die folgenden Zeichnungen als stereographische Ab- 
bilder spharischer Figuren aufgefasst werden. 


§ 6. 
Von den Kreisbogendreiecken der ersten Art. 


Hier zuniachst eine kleine Musterkarte reducirter Kreisbogen- 
dreiecke der ersten Art (auf der jeweils durch Schraffirung angedeutet 
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ist, welchen Theil der Ebene, bez. der Kugel ich als die Dreiecksfliche 
ansehen will): 





YY YY 
yy WY yy 







UW Y yyy” 


Man abstrahirt aus solchen Beispielen die Regel: 

Bei einem reducirten Kreisbogendreiecke erster Art kommt es niemals 
vor, dass sich eine der Dreiecksseiten selbst iiberschligt. 

Um diese Regel zu beweisen, beachte man Formel (11). Man 
erhilt simmtliche reducirten Kreisbogendreiecke erster Art, wenn man 
in ihr die @,, By), y) unabhiingig ton einander alle Werthe von 0 bis 1 
(mit Ausnahme der 1) durchlaufen lasst. Die Mannigfaltigkeit der 
reducirten Kreisbogendreiecke erster Art bildet also ein Continuum. Nun 
aber giebt es, wie wir gerade sahen, sicher solche reducirte Dreiecke 
der ersten Art, bei denen sich keine der drei Seiten iiberschligt. Sollte 
es demgegentiber auch Dreiecke erster Art geben, deren Seiten sich 
(zum Theil, oder alle) itherschlagen, so miisste auch die Uebergangs- 
form vorkommen, bei der eine Seite gerade einen vollen Kreis aus- 
macht, wihrend die beiden anderen noch kleiner als ein Vollkreis sind. 
Man wird aber vergebens versuchen, eine solche Uebergangsform zu 
zeichnen: so wie man es zwingen will (vergl. die nebenstehende Figur), 
so hat man ersichtlich ein Dreieck der zweiten Art: 





Wir wenden uns jetzt gleich zu den Formeln (12). Offenbar kénnen 
wir die allgemeinsten Formeln dieser Art in der Weise entstehen lassen, 
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dass wir a, b,c zuerst alle gleich Null nehmen und sie dann unabhingig 
von einander beliebig wiederholt um eine Einheit wachsen lassen. Um 
den durch (12) bezeichneten Process der Reduction geometrisch zu ver- 
stehen, werden wir fragen diirfen, was der einzelne hiermit bezeichnete 
Schritt (d. h. das Anwachsen von a, oder b, oder c je um eine weitere 
Einheit) geometrisch besagt. Beginnen wir also damit, eine der Gréssen, 
vielleicht a, gleich 1 zu nehmen, wihrend die anderen beiden gleich 0 
bleiben. In der nebenstehenden Figur, welche ein reducirtes Dreieck 
vorstellt, wolle man diejenige Seite in’s Auge fassen, die dem Winkel 
A,x gegeniiberliegt: 





Fig. 3. 


Indem wir jetzt a gleich 1 nehmen, sollen wir w,x und »2 in 
(u)+1)z, bez. (vy,-+1)a verwandeln. Das aber heisst offenbar, dass 
unserem Dreieck eine ganze Kreisscheibe (oder besser gesagt, da wir 
ja auf der Kugel operiren wollten: eine Kugelcalotte) angehingt wird, 
wie dies die nachstehende Figur schildert: 





Die Dreiecksseite, welche dem Winkel 4 gegeniiberliegt, ist dabei, 
wie wir kurz sagen diirfen, durch ihr Complement ersetzt worden, 
d. h. durch ein Kreisbogensttick, welches ebensowenig sich tiberschligt, 
wie die urspriingliche Dreiecksseite selbst. Aber mit dieser Eigen- 
schaft der complementiiren Seite ist die Méglichkeit gegeben, den 
gerade ausgefiihrten Schritt noch einmal zu wiederholen, indem wir a 
zu 2 werden lassen und also die beiden Winkel gleich (u, + 2)” und 
(v + 2) nehmen. Wir haben jetzt einfach an unsere complementire 
Seite eine Kugelcalotte (eine Kreisscheibe) anzuhiingen, diejenige, welche 
in unserer Figur, so wie wir dieselbe gezeichnet haben, das Aeussere 
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des Kreises (uy, v)) ausmacht. Die Dreiecksseite ist dadurch wieder 
die alte geworden, in den sie abschliessenden Ecken liegen jetet aber 
Windungspunkte. 

Das neue Dreieck besteht, kénnen wir sagen, aus der Summe des 
anfanglichen (reducirten) Dreiecks und der einfach gerechneten Ge- 
sammtkugelfliiche. — Nichts hindert jetzt, die so geschilderten beiden 
Operationen alternirend beliebig oft zu wiederholen, und so @ zu einer be- 
liebig grossen ganzen Zahl anwachsen zu lassen. Bei jedem neuen Schritte 
wiichst die bis dahin erhaltene Dreiecksfliche erneut um die eine oder 
die andere Kugelcalotte, und wenn wir das eine Mal die urspriingliche 
Dreiecksseite als Begriinzung erhalten hatten, so folgt das nichste Mal 
das Complement, und umgekehrt. — Ganz iihnlich machen wir es jetzt 
hinterher mit b und mit c. Die geometrische Operation ist dabei ganz 
dieselbe, wie beim a, nur dass jetzt die zweite, resp. die dritte Seite 
des urspriinglichen reducirten Dreiecks in Anspruch genommen und 
alternirend in ihr Complement verwandelt wird oder in urspriinglicher 
Form wieder erscheint. — 

Der hiermit geschilderte Process ist Alles in Allem so einfach, 
dass er in der That, wie wir es in Aussicht nahmen, ein vdllig an- 
schauliches Bild von der Gestalt des allgemeinen Kreisbogendreiecks 
erster Art vermitteln dirfte. Uns interessirt dabei natiirlich vor allen 
Dingen, was iiber die Lingen der jedesmaligen Dreiecksseiten ausgesagt 
werden kann. In dieser Hinsicht haben wir offenbar: 

Bei einem Kreisbogendreiecke erster Art bleibt ausgeschlossen, dass 
sich auch nur eine seiner drei Seiten tiberschligt. 


§ 7. 
Von den Kreisbogendreiecken der zweiten Art. 


Die Dreiecke zweiter Art erledigen sich jetzt sehr rasch. 
Betrachten wir zuerst, was der einfachste Fall ist, ein Dreieck 


zweiter Art mit zwei rechten Winkeln (bei dem also uw, = % => ist, 
vergl. die Figur): 





Da hat es keine Schwierigkeit, sich den Winkel 4,2 beliebig gross 
(auch > 22) zu denken, und es ist offenbar, dass sich dabei die ihm 
gegeniiberliegende Seite 
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iiberschligt, unter E die grésste ganze Zahl verstanden, welche 


in a enthalten ist, oder genauer, da wir es noch nicht als volle 


Ueberschlagung rechnen wollten, wenn Anfangspunkt und Endpunkt 
einer Seite gerade zusammenfallen: unter E die grésste ganze Zahl ver- 


standen, welche von Js. iiberschritten wird. Die beiden anderen Dreiecks- 
seiten tiberschlagen sich natiirlich nicht. 

Von Figur 5 gehen wir nun leicht zu einem reducirten Dreiecke 
zweiter Art iiber, bei welchem uw, und », nicht gerade gleich > sind. 


Wir haben einfach entlang einer jeden der beiden kurzen Seiten der 
Figur 5 (dieser Ausdruck ist ja wohl ohne weitere Erlaiuterung ver- 
stiindlich) ein Kreissegment entweder wegzunehmen oder auch hinzu- 


zufiigen. Ich erliutere hier beides durch eine Figur, indem ich v, _— 
lasse, aber “) das eine Mal kleiner, das andere Mal grésser als . nehme: 





Fig. 6. 


Bei dieser Aenderung behalten die beiden kurzen Seiten augenschein- 
lich ihre Eiyenschaft, sich nicht zu tiberschlagen. Ob es die dritte 
Seite (die lange Seite, wie wir sagen wollen) thut oder nicht, con- 
statiren wir am leichtesten, indem wir ein Hiilfsdreieck mit zwei rechten 
Winkeln construiren, welches mit dem gegebenen Dreiecke die Ecken 
und die lange Seite gemein hat; ich habe die kurzen Seiten dieses 
Hiilfsdreiecks, soweit sie nicht mit Seiten der urspriinglichen Dreiecke 
zusammenfallen , in der Figur punktirt. Der Winkel, welcher in diesem 
Hiilfsdreiecke der langen Seite gegeniiberliegt, ist augenscheinlich 


(Ay — Myo — % + 1)x. 


Daher ist die Anzahl der vollen Ueberschlagungen, welche unsere lange 
Seite im Sinne von (14) darbietet: 


(15) E (eater +! ): 


Nichts ist jetzt leichter, als vom reducirten Dreiecke der zweiten 
Art zum allgemeinen tiberzugehen. Die Formeln (13) belehren uns, 
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dass wir dies erreichen, indem wir die Zahlen m, m von Null be- 
ginnend unabhingig von einander beliebig oft um eine Einheit wachsen 
lassen und dadurch das eine Mal die Winkel 42, wa, das andere Mal 
Ax und vz immer wieder um z vermehren. Aber die Dreiecksseiten, 
welche die Winkel Az, wx, resp. 4a, va verbinden, tiberschlagen 
sich nicht, wie wir wissen. Daher handelt es sich hier geometrisch 
um wiederholte Anwendung génz derselben Operation, die wir soeben 
bei den Dreiecken erster Art schilderten, und die in der Anhangung 
einer Kugelcalotte an eine sich nicht tiberschlagende Dreiecksseite 
bestand. Die einzelne kurze Seite unseres reducirten Dreiecks wird 
dabei bald in ihr Complement verwandelt, bald kommt sie wieder in 
ihrer urspriinglichen Form zum Vorschein, wie wir hier kaum erneut 
zu schildern haben. — Damit aber haben wir in der That eine ganz 
klare Vorstellung von dem Zustandekommen eines allgemeinen Kreis- 
bogendreiecks der zweiten Art gewonnen. Man beachte noch, dass 
vermége (13): 


A—w—v=d,— ty — %. 


Indem wir auf (15) zuriickgreifen, haben wir offenbar: 
Auch bei einem Dreiecke zweiter Art tiberschlagen sich diejenigen 
Seiten nicht, welche den beiden kleineren Winkeln gegeniiberliegen. Die 


dritte Seite aber bietet ev. eine grissere Zahl von Selbstiiberschlagungen 
dar ; diese Zahl ist durch 


(16) E ( A eae tt) 
gegedben. 


§ 8. 
Das allgemeine geometrische Resultat. Die Charakteristik X der 
hypergeometrischen Differentialgleichung fir das Intervall 01. 


Ehe ich jetzt zur anfinglichen analytischen Fragestellung des § 4 
zurtickkehre, fasse ich vorab die inzwischen gewonnenen geometrischen 
Resultate in einen allgemeinen Satz zusammen. Wir erreichen dies, 
indem wir die Bedeutung des E noch dahin modificiren, dass es 
die grésste ganze, positive Zahl sein soll, welche von dem dem E 
beigesetzten Argumente tiberschritten wird, — so dass also E allemal 
Null ist, wenn das Argument negativ oder <1 ist. Wir kénnen 
dann nimlich jede Gréssenordnung der Winkel 42, ux, vx, wie 
auch die Unterscheidung der Dreiecke erster und zweiter Art aufgeben 
und so sagen: 


In einem Kreisbogendreiecke mit den Winkeln Ax, wx, va tiber- 
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schliigt sich die dem beliebigen Winkel ix gegeniiberliegende Seite so oft, 
als das Symbol 


(17) se eee 
angiebt. 

In der That: dieses E ist bei Dreiecken erster Art immer Null, 
bei Dreiecken zweiter Art aber nur dann*eventuel von Null verschieden, 
wenn 4 gerade den gréssten der 3 Winkel bezeichnet: in diesem Falle 
aber stimmt (17) mit (16). 

Und nun gehen wir zur hypergeometrischen Differentialgleichung 
zuriick. Wir wollen uns da gleich auf das Intervall 01 der X-Axe 
beschrinken, das uns von Anfang an besonders interessirte. Offenbar 
haben wir mit Riicksicht auf die Formeln (4): 

Die charakteristische Zahl X, welche dem Intervalle 01 hinsichtlich 


der hypergeometrischen Differentialgleichung zukommt, ist durch folgende 
Formel gegeben: 


(18) Xan B( PHS a tal lem si + 4). 





Wir wollen diese Formel noch etwas specificiren. Erstlich wollen 
wir annehmen, dass 1>m sei, worin keine Particularisation liegt; 
wir kénnen dann statt |/ — m| einfach (1 — m) schreiben. Uebrigens 
aber unterscheiden wir, ob (1 — ) und (n —1— m) <0 oder >0 
sind (das Nullsein wird, weil es keinen Unterschied macht, jeder der 
beiden Méglichkeiten zugerechnet). Wir erhalten so folgende Tabelle: 


in—l—m<0 n—l—m>0 


(19) 1—n<0|X= EQ —m)| X= EG—n+1) 


1 n20)/X— E(n—m)| X = E()) 











§ 9. 
Von den Nullstellen der hypergeometrischen Reihe F im Intervalle 01. 


Die Formeln (18) und (19) bezeichnen das eigentliche in dieser 
Arbeit abzuleitende Resultat. Inzwischen wollen wir dasselbe jetzt 
noch so umsetzen, dass jene elementare Frage erledigt wird, welche 
in der Einleitung bezeichnet wurde: Wie oft verschwindet die hyper- 
geometrische Rethe 

F(l, m, n, 2) 


im Intervall von x =O bis x = 1? 
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Wir miissen hier einige Vorbemerkungen machen. 

Erstlich bemerken wir, dass, wegen des Bildungsgesetzes der 
Reihe F, das sogenannte dritte Element » niemals Null oder eine 
negative ganze Zah] sein kann: es wiirden sonst alle Glieder der 
Reihe von einer bestimmten Griinze ab unendlich gross sein. Daher 
ist die im Folgenden verschiedentlich auftretende Constante [(m) 
nothwendig eine endliche Grésse. 

Zweitens erinnern wir daran, dass die Reihe F fiir *2—1 aur 
unter der Voraussetzung (n — 1 — m) > 0 convergirt. Es kann uns 
das aber nicht hindern, auch im Falle (n —1—m)<0 von dem 
Werthe zu sprechen, den die Function F von x, wenn man von 
az = 0 kommend auf « = 1 zuschreitet, bei x —1 annimmt. Dieser 
Werth ist dann freilich immer unendlich; aber es wird unterschieden 
werden kénnen, ob er positiv oder negativ unendlich ist. — 

Wir handeln ferner von den verschiedenen Lésungen, welche unsere 
Differentialgleichung in der Umgebung des Punktes 2 = 0 besitzt: 

Ist m keine ganze Zahl, so existirt daselbst neben F’ eine zweite 
Particularlésung G, die wir in die Form setzen kénnen 


(20) G= at. P(x), 


unter $$(x) eine nach ganzen positiven Potenzen von x fortschreitende 
Reihe verstanden, in welcher das constante Glied (das Glied nullter 
Dimension) von Null verschieden ist. Dieses G wird also fiir 2 = 0 
unendlich, sobald 1— » <0, dagegen Null, sobald 1—n>0. — 
Ist aber m ganzzahlig (was nach der gerade gemachten Bemerkung 
n>0, also 1—n<0 bedingt), so tritt neben F’ eine Particular- 
lésung G, deren analytischer Ausdruck einen Logarithmus enthilt, und 
die daher fiir « = 0 jedenfalls unendlich wird. — Hiermit halten wir 
zusammen, dass F’ selbst fiir z= 0 gleich 1 ist. So folgt: 


Ist (1 —) <0, 80 wird bei c= 0 F unendlich, ist (1—n)>0, 


So a 
G 


Wir erinnern uns jetzt der Formeln (18), (19) fiir X und der 
Bedeutung, welche wir der Zahl X in § 1 und § 2 ertheilten. So haben 
wir offenbar den Satz: 


Fiir (1—n) <0 verschwindet F, fiir (1 —n) > 0 verschwindet G 
im Inneren des Intervalls 01 genaw X-mal. 

Hiermit ist die Frage nach der Zahl der Nullstellen von J’ nur 
erst im Falle (1 — m) <0 entschieden, im anderen Falle kénnen wir 
nach § 1 vorab nur erst sagen: 

Ist (1— mn) > 0, so ist die Anzahl der Nullstellen von F im 
Intervalle 01 entweder X oder X + 1. 
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Zwischen den beiden hier vorliegenden Méglichkeiten unterscheide 
ich nun durch eine Hiilfsbetrachtung, indem ich nimlich das Verhalten 
der Lésung F unserer Differentialgleichung und einer anderen linear 
unabhingigen Loésung, die wieder G heissen soll, bei « —1 in Be- 
tracht ziehe. 

In dieser Hinsicht kénnen wir nach § 1, 2 jedenfalls sagen: 


Satz 1: Wird > bei x —=1 unendlich, so hat F im Intervalle 
01 genau X Nullstellen. 


Die Bedeutung der Charakteristik X eines Intervalls bleibt nimlich 
dieselbe, mégen wir das Intervall mit seinem einen oder seinem 


anderen Endpunkte beginnen. — Uebrigens kann > =oo bei r= 1 


entweder so eintreten, dass G endlich bleibt, waihrend F' verschwindet, 
oder auch so, dass G unendlich wird, wiahrend F’ endlich bleibt, — 

Liegt nun aber der hiermit besprochene Fall nicht vor, so suche 
ich das Vorzeichen zu bestimmen, welches die durch F' gegebene 
Function bei «= 1 besitzt (sofern wir uns dem Werthe x —1 von 
x = (0 kommend nihern). Indem F fiir «= 0 gleich 1, d. h. positiv 
ist, werden wir offenbar haben: 

Satz 2: Jenachdem F bei x = 1 positiv oder negativ ist, werden 
wir im Intervalle 01 eine gerade oder eine ungerade Zahl von Null- 
stellen des F haben; 
und dies ist dann der Satz, durch den wir gegebenenfalls zwischen 
den beiden Zahlen X und X + 1 entscheiden kénnen. — 

Es gilt jetzt, den so gefundenen allgemeinen Ansatz in’s Einzelne 
durchzufiihren. Ich unterscheide dabei, ob (n—l—m)>0, <0, =0. 

a) Erste Annahme: (n—l—m)>0, (l—n)>09. 

Fir (n —l—m)> 0 convergirt F bei 2 —1 bekanntlich zu 
dem Werthe: 

C(n). FT (n—t— m) 
(21) re 1)-Tim—m)? 
der jedenfalls endlich ist (vergl. die oben tiber [(m) voraufgeschickte 
Bemerkung) und verschwindet, wenn (m — 1) oder (n —m) Null oder 
eine negative ganze Zahl ist. Im letzteren Falle findet Satz 1 An- 
wendung und wir sagen also: 

Ist (1—n) und (n —1—m) > 0 und (n — 1) oder (n — m) Null 
oder eine negative ganze Zahl, so hat F im Intervalle 01 X Nullstellen. 

Anderenfalls untersuchen wir das Vorzeichen von (21). Da 
(n —l—m)>0, so ist [(n —1—m) positiv, und das Vozeichen 
von (21) stimmt mit demjenigen des Productes [ (mn). (m —l).T(n—m) 
iiberein. Wir sagen also nach Satz 2: 
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Ist (l1—n) und (n—1l—m)>0, aber weder (n—1) noch 
(n — m) Null oder eine negative ganze Zahl, so wird von den beiden 
Zahlen X und X +1 die gerade oder die ungerade richtig sein, jenach- 
dem das Product [(n).T(n—1).T(m—m) positiv oder negativ 
ausfallt, 

b) Zweite Annahme: (n—1l—m) <0, (1—n)>0. 

Ist (n — 1 — m) nicht ganzzahlig, so haben wir in der Umgebung 


des Punktes = 1 eine Liésung G unserer Differentialgleichung, fiir 
welche die Darstellung besteht 


(l—a)*™. BA — 2); 
ist aber (n —1— m) ganzzahlig, so giebt es Lésungen G, in deren 
analytische Darstellung der Logarithmus von (1 — x) eingeht. Daher 
existirt also, wenn wir jetzt die Annahme (n—1—m)<0 machen, auf 
alle Fille eine Lésung G, welche bei x1 unendlich wird. Wir werden 
hiernach die Voraussetzung des Satzes 1 haben, sobald im vorliegenden 
Falle F fiir X = 1 endlich bleibt. Dies tritt nun (man denke an das 
Bildungsgesetz der aufeinander folgenden Glieder der Reihe F’) jeden- 


falls dann ein, wenn / oder m Null oder eine negative ganze Zahl ist. 
Daher haben wir vorab: 


Ist (1 —n) > 0 und (n —1—m) <0 und 1 oder m Null oder 
eine negative ganze Zahl, so hat F im Intervalle 01 X Nullstellen. 

Anderenfalls lassen wir (um Satz 2 anwenden zu kénnen) eine 
Transformation unserer hypergeometrischen Reihe eintreten. Wir haben : 
(23) F(l, m,n, 2) = (1—a)"--". F(n—l, n—m, n, 2), 
Hier wird der erste der beiden rechts stehenden Factoren, indem wir 
von =O auf x=—1 zuschreiten, positiv unendlich, und kann also 
bei der Beurtheilung des uns interessirenden Vorzeichens bei Seite ge- 


lassen werden. Der andere Factor aber (die neue hypergeometrische 
Reihe) convergirt bei « = 1 zu dem Werthe: 





Tin). Tl+m—n 

(24) ra Fe . 

den wir nun gerade so discutiren, wie vorhin den Werth (21). Wir 
erkennen zunichst, dass (24) jedenfalls endlich ist und nur in den- 
jenigen beiden Fallen verschwindet, die wir schon vorweg genommen 
haben (dass namlich 7 oder m Null oder eine negative ganze Zahl 
ist). In allen anderen Fallen stimmt das Vorzeichen von (24) mit 
dem des Productes [(l).[(m).((m) iiberein. Wir folgern also: 


Ist (1 — n) > 0 und (n —1— m) < 0 und weder I noch m Null 
oder eine negative ganze Zahl, so gilt von den beiden Zahlen X und 
X-+1 die gerade oder die wngerade, jenachdem das Product [ (1). (m).T (m) 
positiv oder negativ ist. 
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c) Dritte Annahme: (n—1l—m)=0, (1—n)>0. 

Diese Annahme werden wir hier als Griinzfall zwischen den An- 
nahmen a) und b) gelten lassen. In der That werden die beiden 
unter a) aufgefiihrten Sitze mit den unter b) gegebenen identisch, 
sobald wir in ihnen » —l — m=O nehmen und also n —1 =m, 
n—m=l1 setzen. Ich unterlasse es, noch linger hierbei zu ver- 
weilen. — 

Hiermit ist die Zahl der Nullstellen von F im Intervalle 01 in 
jedem Falle sicher gestellt*), 

Natiirlich wiirden wir auch fiir (1 — ) <0 (wo sich oben die 
Zahl der Nullstellen ohne Weiteres gleich X fand) das Verhalten von 
F bei x =1 in Betracht ziehen kénnen. Wenn dabei im Resultat 
schliesslich alle Fallunterscheidungen wegfallen, so liegt dies daran, 
dass fiir (1—)<0O [(m) ein festes Vorzeichen hat, was fiir (1—n)>0 
selbstverstiindlich nicht der Fall ist. 


Gottingen, den 5. September 1890. 


*) Ich habe die simmtlichen im Texte entwickelten Sitzé wihrend des ver- 
flossenen Juli in meiner Vorlesung iiber Differentialgleichungen vorgetragen, auch 
der Gittinger Societit der Wissenschaften am 1. August dariiber Mittheilung ge- 
macht (vergl, Géttinger Nachrichten). [Vergl. ferner einen Vortrag vor der mathe- 
matischen Section der Bremer Naturforscherversammlung, vom 16. September 1890]. 














Zur Theorie der bestimmten Integrale und der unendlichen 
Reihen. 


Von 


ALFRED PrinasHEm™ in Mtinchen. 


§ 1. 

Es sei f(x) eine Function der reellen Variablen 7, welche an der 
Stelle «=O in der Weise unendlich wird, dass sie monoton bleibt 
und dem absoluten Werthe nach iiber alle Grenzen wichst, wenn x 
von einem bestimmten positiven Werthe a ab der Null zustrebt. Als- 
dann soll es sich hier darum handeln, gewisse fiir die Existenz des 


a 


Integrales { f(x) da als nothwendig erkannte Bedingungen einer niheren 
0 
Kritik zu unterziehen. 

Ueber diesen Punkt findet sich in Riemann’s bekannter und 
speciell fiir die neuere Theorie des bestimmten Integrals als grund- 
legend zu betrachtenden Abhandlung ,,Ueber die Darstellbarkeit einer 
Function durch eine Fourier’sche Reihe“ folgendes*): 

Hs lisst sich leicht zeigen, dass zf(”) bei abnehmen- 
dem x von einer endlichen Grésse a an nicht fortwaihrend 
grésser als eine endliche Grésse c bleiben kénne (sc. falls 


fi f(x) da convergiren soll),... Es muss also xf(x), wenn 
v0 


diese Function in der Nahe von «=O nicht unendlich 
viele Maxima und Minima hat, nothwendig mit x un- 
endlich klein werden, damit f(x) einer Integration faihig sein 
kénne. ... Ebenso findet man, dass im Falle der Convergenz 
des Integrals die Functionen 





*) Ges. Werke, p. 229. 
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f(2)- vig, 


1 
{(2) -alg—Igig—, 


1 1 ~ 
f(a) - a lg—lglg—--- Ig — 


nicht bei abnehmendem wz von einer endlichen Grenze an 
fortwihrend grdésser als eine endliche Grésse bleiben kénnen, 
und also, wenn sie nicht unendlich viele Maxima und Minima 
haben, mit x unendlich klein werden miissen. .. .“ 

Hiernach sagt also Riemann nur soviel, dass die Beziehungen: 


(1) lima - f(z) =0, 


(1) dima - Ig, +++ lee 5-f(@)—=0 (w= 1, 2, 3,--») 


nothwendige Bedingungen fiir die Convergenz des Integrals J f(x) da 
0 


darstellen, jedesmal wenn z - f(x) bezw. a - lgt s -++Ig,+ f(x) in dev 
Nihe der Stelle = 0 monoton verliuft. 
Etwas allgemeiner kann man offenbar aus der Primisse, dass 


a-f(x), x- lg, i -++lg, t - f(a) im Falle der Convergenz von 


fi /(x)dza fiir a>x>0 nicht bestindig iiber einer endlichen Grenze 
U 


bleiben kénnen , folgendes schliessen: 
Es miissen die Ausdriicke: 


(I) lim a - f(x), 
(II) lim « - Ig, —--- Iga - f(a) 


jedenfalls verschwinden, sofern die fraglichen Grenzwerthe 
iiberhaupt existiren*); und sie miissen, falls jene Grenzwerthe 
nicht existiren, a. h. wnbestimmt sind, die Null zur unteren 
Unbestimmtheitsgrenze haben. 

Man pflegt nun, wie ich gefunden habe, die oben von Riemann 
gemachte bezw. die in der zuletzt angegebenen Formulirung enthaltene 
Einschrinkung vielfach zu tibersehen und demgemiiss die Bedingungen: 

*) Dabei kénnen a - f(a), x Ig — -++lg, 2 -f(@) immerhin noch unendlich 


viele Maxima und Minima — freilich mit schliesslich unendlich klein werdender 
Amplitude — besitzen, 
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(I) lim x - f(z) = 0, 
(II) lim a - Ig, +++ Ig, + f(a) = 0 


als nothwendig fiir die Convergenz des betreffenden Integrals anzusehen, 
sofern nur f(x) selbst bei der Anniherung an die Stelle « = 0 monoton 
in’s Unendliche wiichst. 

Dass diese Schlussfolgerung lediglich auf Grund der iiblichen d, h. 
der oben angefiihrten Riemann’schen Deduction unzuliissig ist, liegt 
auf der Hand. Es erschien mir nun aber wiinschenswerth, iiber 
deren objective Richtigkeit volle Klarheit zu gewinnen, und hierbei 
ergab sich mir das, wie ich glaube, nicht uninteressante Resuliat, 
dass die oben mit (I) und (II) bezeichneten Bedingungen sich keines- 
wegs gleichartig verhalten, indem die Bedingung (I) sich thatsiichlich 
auch ohne die obige Einschriinkung als nothwendig erweist, die Be- 
dingungen (II) hingegen nicht. Es besteht naimlich der folgende Satz: 

Wird f(x) fiir «=O ohne Maxima und Minima un- 


a 


endlich, so ist fiir die Convergenz von | f(x) dx unter allen 


Umstinden nothwendig, dass: 

lim w+ f(z) = 0. 
Dagegen giebt es keine mit verschwindendem x noch so 
langsam in’s Unendliche wachsende Function v(+) von 
der Beschaffenheit, dass auch: 


lim «- »(=) f(@) =0 
werden miisste. Vielmehr lassen sich zu jeder solchen 


Function (=) Functionen f(a) angeben, fiir welche das be- 


treffende Integral convergirt, wiihrend die obere Unbestimmt- 
heitsgrenze des obigen Ausdruckes einen beliebig (d. h. auch 
unendlich) grossen Werth besitat. 
Dieser Satz soll in den folgenden beiden Paragraphen bewiesen 
werden. 


§ 2. 


Die Richtigkeit der auf lim a - f(x) beziiglichen Behauptung erkennt 
man leicht auf folgende Weise. 


Fiir die Convergenz von J f(x) dz ist nothwendig und hinreichend, 


dass zu beliebig klein vorgeschriebenem positiven @ eine positive Grésse 
é sich so bestimmen liisst, dass: 


Mathematische Annalen, XXXVII, 39 











ee 
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ag 
| f f(a) dz| <0é fiir jedes e<é’. 


Da f(x) in der Nahe von 2 =O monoton sein soll, so kann man & 
von vornherein so wihlen, dass f(x) zwischen x = 0 und x = &' be- 
stiindig gleiches Vorzeichen besitzt, und somit statt der obigen Un- 
gleichung auch die folgende setzen: 


Sir@i dz<0 fiir jedes e< &. 


Alsdann muss aber auch 


Jit@\ae <o 


werden, und so ergiebt sich durch Subtraction dieser beiden Unglei- 
chungen als eine jedenfalls nothwendige Convergenzbedingung: 


6>fir(@)|ax > £- (10) 


oder: 

é-|f(s)|< 20 fiir jedes e < &’. 
Mithin hat man in der That, da @ von vornherein beliebig klein 
gewahlt werden kann, stets: 


lim @ - f(z) = 0. 


Hiernach darf man also bei monoton unendlich werdendem f(x) auch 


dann ohne weiteres auf die Divergenz von J f(a) dz schliessen, wenn 
0 


lim x - f(x) wnbestimmt mit der unteren Grenze Null wird. (Ein Beispiel 
z=0 
hierzu s. § 4). 
§ 3. 
Um den zweiten Theil des oben ausgesprochenen Satzes zu beweisen, ; 
sei ~(y) eine positive, mit y monoton zunehmende und fiir unendlich 
wachsende y beliebig langsam — jedenfalls aber langsamer als y selbst — 


in’s Unendliche wachsende Function. 
Alsdann gehoért zu 


vy) =#~<y 
y=d(s)>2 


eine inverse Function 





es 
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welche offenbar mit z gleichfalls monoton wiichst, jedoch schliesslich 
stdrker als 2 unendlich wird. 


Dabei ist also: 


(1) J (vy) = ¥(J(y)) =y. 
Nun werde gesetzt: 


(2) fic) = mall, (5)!) 





Zon 
6>0>1, 


und das Symbol [y], wie iiblich, die grésste in y enthaltene ganze 

Zahl bedeutet, so lisst sich zeigen: 
1) f(*) wichst bei Anniherung von a an die Stelle x =—0 
monoton in’s Unendliche; 


wo: 


2) lima. ¥(=) -f(«) ist nicht schlechthin Null, sondern nimmt 


fiir ¢ > @ unter anderen Werthen auch unendlich grosse, 
fiir 6 = @ als obere Grenze den Werth | an; 


3) das Integral f f (a) dx ist nichtsdestoweniger convergent. 
. % 


Ich*betrachte f(~) zuniichst in einem Intervalle von der Form: 
(3) I(n?)-! >a > I(nf 1" 
wo » eine ganze positive Zahl bedeutet. Man hat alsdann: 
J (0?) <= < IFT) 
also mit Benutzung von Gl. (1): 


(4) ne < wv (2) < (n+ 
und daher: 


(6) [VW v2) =n. 


Es besitzt somit in dem ganzen Intervalle (5) den constanten Werth: 


J (n®) 
(6) fla = 20%. 
Wird jetzt 2 == J(n + 1°)~’, so springt offenbar f(a) auf T(n-1") 


(n+1)° 
iiber, welcher Werth dann wiederum bis unmittelbar vor e=J(n-+-2")"* 
beibehalten wird, u. s. f. Da hierbei der Zihler von f(x), namlich 
J(n*), fiir hinlainglich grosse  beliebig viel schneller wichst, als n°, 
also um so mehr auch schneller als der Nenner n°, so folgt, dass f(x) 


39* 
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bei Anniherung an die Stelle = 0 in der That monoton zunehmend 
in’s Unendliche wiichst. 


Ferner hat man, wenn speciell gesetzt wird: 


(7) x= J (n°)! 
mit Beriicksichtigung der Beziehungen (4) und (6): 
(8) 2-4) -Fe) = Tenr)1 - ne LO) noe 


sodass fiir solche Werthe von z sich ergiebt: 
(9) lim 2 - »(=)- f(@) 


Uebrigens gilt Gl. (9), wie leicht zu sehen, nicht nur gerade fiir diese 
einzelnen Stellen x, sondern fiir alle x eines gewissen von je einer 
solehen Stelle nach links (d. h. in der Richtung nach « = 0 zu) sich 
erstreckenden Intervalles, nimlich fir: 


=o falls o> o, 
=1 gp Smeg. 


(7a) Lo (J(n*) + Ian) * 

wo h, >0 den Bedingungen zu geniigen hat: 

(7b) "a * oP TTI— oH"), 
< J (n®). 


Vermige der ersten dieser Bedingungen fallt dann x noch in das Inter- 
vall von J(n%)-! bis J(n-+-1°) * exclusive, sodass f(x) wiederum durch 
Gl. (6) bestimmt wird, wihrend zugleich nach (4): 

v(=) = (n+) 


gesetzt werden kann, wo @ einen positiven achten Bruch bedeutet. 
Darnach wird zunichst: 


(8a) 2 ¥(2). fe) => te 


und somit in Folge der zweiten Bedingung (7b), gerade wie oben 
Gl. (9): 


(9a) tim 2 - ¥(2)- f(@) |= > fiir ae 


(Der Vollstantigkeit halber sei noch erwihnt, dass fiir gewisse Werthe 
von « — nimlich solche, die unmittelbar rechts von den Sprungstellen 


x = J(n’)-? liegen — lim a-(—) -f(@) verschwindet, wenn w(y) 


nicht nur schwicher als y, sondern héchstens so stark wie lgy un- 


endlich wird: in der That kénnte ja andernfalls das betreffende Integral 
itiberhaupt nicht convergiren), — 
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Betrachtet man jetzt 
Jro dz (wo e<é), 


so mége gesetzt werden: 


e& <J(m’)-' (wo m, » ganze positive Zahlen bedeuten, 


e>d(n?) und m< 7), 
also: 
J(m%)~? 
(10) fre dz < fre da. 
J(n%)— 


Nun hat man: 
I(ma)7* J(v9)— 
fi mn un 3 fie dx 
(no)? “ «ary 


.. 
3 0" 





J(vpi” i 
ais 5 oh J(v?) | 
vf J(v+1%) | 


eine Grésse, welche wegen @ > 1 lediglich durch Wahl von m, un- 
abhiingig von » > m beliebig klein gemacht werden kann. Mithin 
wird das Integral (10) lediglich durch Wahl von e < J(m®)-, unab- 


hingig von ¢ < & beliebig klein, also fi f(x) dx convergent. 


Die Function f(x) besitzt somit die oben sub, 1)—3) angegebenen 
Eigenschaften. 


§ 4. 
Beispiele. Es werde gesetzt 
viy)=lgy, also J(z)—e', 


6 = 2, also 1<o@<2, 
so wird: 
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[very 


(11) f(x) = 





«3 


und diese Function ist an der Stelle 2 — 0 integrabel, obschon 


lim a - lg = - f(a) 
nicht schlechthin verschwindet. Vielmehr hat man: 


=% $-1@ {2 


= 


oo falls: @ < 2, 


o=2, 
sobald 


=e"+h,, wo hi<e™ 
(die eweite nach (7b) om ha geltende Bedingung, niimlich h,, << ¢+»*— e* 
ist dann schon von selbst erfilllt) . 


Die Function f(x) ist auch insofern merkwiirdig, als sie — ob- 
schon monoton in’s Unendliche wachsend — auf keins der bekannten 
Convergenzkriterien reagirt. Denn es nimmt natiirlich 


. 1 1 1 \i+ . 
lim ¢ . lg, 3 eee Ig,-1 * (ig. =) . f(x) 


u, a. stets auch den Werth oo an (selbst noch im Falle 9 = 2). 
Um sich ein Bild von dem Verlaufe der Function f(x), etwa fiir 


o = 2, zu machen, bemerke man, dass fiir = =e” sich ergiebt: 


agai 
Zz: | =n d. h. =lIg-, 











also : 
1 
f(z) = oe E. 
aw lg— 
dagegen fii = ew lim 1 (e* — h): 
& h=0 
—— 5 nee a 2 
[Vig +] = in—1 ah =(/igt—1), 
also 
f(a) = - aipterepitli caine 
aes, eo i ) 
“-e | 2/V lg 8 
Setzt man jetzt: 
f(x) = = —_—______ >» (p beliebig 
Lt — | 
ae ( 1 ae i =) gross), 
f, (2) Ss 
«lg = 
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und denkt sich f(x), f,(%), fo(x) graphisch dargestellt, so erscheint 
f(x) als eine Treppe, deren Stufen (bei Anniherung an die Nullstelle 
immer ktirzer und héher werdend) an allen Stellen 2 = e—" sich auf 
die Curve /,(a) stiitzen und bis zur Curve f,(7) hinaufreichen. Dabei 


besitzt nur f,(”) ein convergentes, dagegen f,(x) ein divergentes 
Integral. — 


Aendert man die soeben betrachtete Function f(z) in der Weise 


ab, dass man statt [Vi +] schreibt: [1 + Vig}, und bezeichnet 
sie dann etwa mit F(x), also: 


(12) F(x) = — 


so wird hier fiir — = ¢*: 

elt)? 

(n+ 1)? 

und daher fiir solche Werthe von x (bezw. etwas allgemeiner fir 
=e rc hn» WO h< en): 


F(a) = 


+1 
lim z- F(x”) = lim 


te xr saciesilall 
Man darf daher nach § 2 ohne Weiteres schliessen, dass f F(a) dz 


hier divergirt, obschon fiir = =e" — hy: 


lim # - F(a) = lim = = 0 
wird. 
Dabei unterscheidet sich ae. Pi von f(#) nur dadurch, 


dass F(x) den constanten Werth schon im Intervalle: 


= OS x 
e-* > z > e— P 


besitzt, wahrend f(x) den nimlichen Werth erst in dem nichstfolgenden 
Intervalle (nach der Nullstelle zu), nimlich: 


e~ (+1? > gw > e— (eh? 
annimmt, 








A. Prina@sHem, 


§ 5. 


In meiner Abhandlung ,,Allgemeine Theorie der Divergenz und 
Convergenz von Reihen mit positiven Gliedern“ habe ich bereits nach- 
gewiesen*), dass — entgegen der bisher vielfach verbreiteten An- 
schauung — die Bedingungen 

lim » + 1g,” + Un =0, (n=cc) 


lim v - lg,” lg, nu, = 0, 


fiir die Convergenz der Reihe es u, selbst dann keineswegs nothwendig 


sind, wenn die Glieder «, mit wachsendem vy niemals zunehmen, also 
sich monoton verhalten; dass sich vielmehr, wie langsam auch y(v) 
mit v in’s Unendliche wachsen midge, stets convergirende Reihen 


a u, mit niemals zunehmenden Gliedern angeben lassen, fiir welche 
lim m+ (2) + Un 
unter anderen Werthen auch beliebig grosse annimmt. 

Dieses Resultat ist offenbar mit dem in § 3 gefundenen sehr nahe 
verwandt: immerhin geht es nicht an, eins aus dem anderen herzu- 
leiten. Denn bezeichnet man etwa mit g(x) eine monotone Function 
von x, von der Beschaffenheit, dass fir «—v (d. h. gleich einer 
positiven ganzen Zahl) g(v) =u, ist, so convergirt zwar mit der 


Reihe > u, auch das Integral J p(x) dz, auch wenn 


v 
lim a - p(x) - p(x) 
nicht schlechthin verschwindet. Sodann erhilt man durch Einfiihrung 


1 ' . . 1 
von — an Stelle der Integrationsvariablen 2, wenn —-=a gesetzt 


o(=) 


fo) dx — fre) dz, wo: f(x) = — 


wird: 


a 


und es folgt, dass auch dieses Integral mit der singuliaren Stelle z—0 
gleichfalls convergirt, selbst wenn: 


lim = (5) - 9G) = hime oS) -£@) 


*) Math. Ann, Bd, 35, p. 347 ff. 








_ 


a 
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wiederum nicht schlechthin verschwindet. Indessen ist die so erhaltene 
1 


Function f(x) = _ nicht monoton, wie man sofort tibersieht, 


wenn man beachtet, dass u, mit wachsendem v, also auch (=) mit 





abnehmenden 2 treppenférmig abnimmt*), wiahrend gleichzeitig 4 


in einem continuirlichen Zuge (ohne bestiindigen Kriimmungswechsel) 
zunimmt. 


Es kommt also gerade dasjenige Resultat, auf das es hier vor 
allem ankommt, auf diesem Wege nicht zum Vorschein. — 
Ich méchte aber bei dieser Gelegenheit neben dem in der citirten 


Abhandlung construirten Reihentypus po u, hier noch einen anderen, 


in mancher Beziehung einfacheren angeben. Wihrend niimlich dort 
nicht jedes einzelne Glied, sondern immer erst eine gewisse Gruppe 
von Gliedern durch einen einheitlichen analytischen Ausdruck in v 
dargestellt erscheint (sodass es also auch nicht angehen wiirde, die 
oben mit (x) bezeichnete Function aus u, einfach durch Substitution 
von « an Stelle von v herzustellen), so soll jetzt u, selbst als ein- 
facher, expliciter Ausdruck in v hingeschrieben werden. 

Versteht man unter ~(7) wieder eine monotone, mit x beliebig 
langsam in’s Unendliche wachsende Function, unter _ die inverse 
Function, so werde gesetzat: 


. 0<e<l, 
(13) t= Wa, ee 
vo)? J([1+/¥@]’) o>—: 
@ 
Alsdann lisst sich zeigen, dass: 
1) >’ Uy convergirt; 


2) der Ausdruck v-o(v)-«, mit unendlich wachsendem v nicht 
durchweg verschwindet (obschon u, mit wachsendem v offenbar 
monoton abnimmt), 


Man setze: 


wo v, eine gewisse Gruppe von Gliedern u, bedeutet, niimlich: 


[409] 
Un = 4 Uy, 


[y (=i) +1 4 





*) Cf a, a. O. p. 360. 
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oder, falls J(n—1°), J(n’) selbst ganze Zahlen sein sollten: 
J(n%)—1 
Un = DY Uy. 


J(n—1°) 


Man hat dann in jedem Falle fiir je eine solche Gliedergruppe v, : 


J(n—1°)<v < J(n’) 
und daher: 








(14) n—1°< o(v) <n’, 
also: 
(15) Vor)| =n ~ 1. 
Mit Beniitzung von (14) und (15) ergiebt sich nun: 
a ee ek. 
(m — 1)®%- J(n®) (n— 1)°° 
und: 


mithin > Uy, convergent, da oo > 1. 


Ferner findet man zunichst: 





v- w(v)i-e 

(16) V+ p(y) +, = —*-¥ir) — 
I(t +Vee]’) 
und somit, wenn man speciell setzt: 
(17) v = J(n®) — he, 
wo h, wesentlich positiv sein und den Bedingungen geniigen soll: 
< J(n*) — J(n—1), 

(18) h, ie J(n®) 
mit Beriicksichtigung von (14) und (15): 


(J (n7) —h,) (n — 1)°-@)? 


si tt Aad I(n) : 





d. h. es ergiebt sich fiir solche Werthe von v: 


=oo falls: <i, 
(19) lim » - (9) - uw} . 


=1 ” e=l. 
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Die Reihe Pa u, hat somit die oben ausgesprochenen Eigen- 
schaften. — 
Ebenso bleibt die monotone Function: 


20 sail cepadiaechn aa , 
(20) 9 (x) v(o)?- I([1-+ /o@)]’) 





welche aus u, durch Substitution von # an Stelle von v entsteht, im 
Unendlichen integrabel, obschon: 


lim a+ p(x) « p(x) 
fiir 2 = co nach Gl. (19) unter anderen Werthen auch den Werth oo 


bezw. 1 annimmt, wie langsam auch w(x) mit a in’s Unendliche 
wachsen mige. 


(Beispiel: w(z)=Ig2, ¢6=2, also >< @ <1; die mono- 
tone Function: 


p(t) = 





1 
(lg 2)2 utVieel* 


bleibt dann im Unendlichen integrabel, ebenso a y(v) convergent, 
obschon: 


lim z - lg w+ p(@) 


nicht schlechthin verschwindet, vielmehr fiir « =e" — h, und @ < 1 


unendlich gross wird, bezw. im Grenzfalle @ = 1 den Werth 1 
annimmt). 


Ich ergreife diese Gelegenheit, um ein kleines Versehen zu be- 
richtigen, welches auf 8. 56 dieses Bandes in meinem Aufsatze ,,Zur 
Theorie der Dirichlet’schen Reihen“ stehen geblieben. Es muss dort 
(Zeile 3 und 4) heissen: 


wenn: lg, Mazi co lg, UM, = Mays we NM, ) 


Igy Mass Me. Igy M,, Mass fas) c. M, 


Hierdurch modificirt sich das unmittelbar folgende in der Weise, dass 
Gl. (22) nur fiir den Fall My, cw M, gilt, wihrend im Falle 
May: © ¢. M, (in welchem ja offenbar gleichfalls die erste der obigen 
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Bedingungen: lg,M,+4: co lg, UM, schon fiir x = 1 erfiillt ist) an ihre 
Stelle die folgende tritt: 


— M, lge 
= poe e° > M i oil M,)**¥e ™ée—1- 


(NB. Auf Zeile 10 steht in Folge eines Druckfehlers: 
“lg Mii: —xlgM, statt: lgM,.,— lgM,. 


Ein weiterer sinnstérender Druckfehler findet sich auf S. 54, Lehr- 
satz Il: dort ist auf der rechten Seite der ersten Gl. (19) der Factor 
g —_— Ferner steht auf 8.47, Fussnote, Ungl. (2) falschlich 


zy stat 743)" 





Tegernsee 2. September 1890. 





